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Prólogo 


El método de la dinámica de Lagrange es aplicable a un gran conjunto de problemas 
de partículas y de cuerpos rígidos que abarca desde los más sencillos hasta los más comple- 
jos. Las ventajas de este procedimiento sobre los métodos convencionales, por las razones 
que se indican a continuación, son de gran importancia. Esto es válido no solamente en el 
amplio campo de las aplicaciones sino también en una gran área de la investigación y de las 
consideraciones teóricas. 


En gran parte, el método de Lagrange reduce todo el campo de la estática, de la diná- 
mica de particulas y de la dinámica de cuerpos rígidos a un solo procedimiento que implica 
las mismas etapas básicas, independientemente del número de masas consideradas, del tipo 
de coordenadas empleadas, del número de restricciones sobre el sistema y de que las restric- 
ciones y el marco de referencia estén o no en movimiento. Por tanto, los métodos especiales 
se remplazan por un método general único. 


Puede utilizarse una gran variedad de coordenadas generalizadas. Es decir, que las 
ecuaciones de Lagrange son válidas para cualquier sistema de coordenadas (inerciales o una 
combinación de inerciales y no inerciales) que resulten adecuadas para representar la confi- 
guración del sistema. Estas conducen directamente a las ecuaciones del movimiento en 
cualquier sistema de coordenadas que se escoja. No se requiere introducir primero el método 
vectorial formal y luego hacer la traducción a las coordenadas deseadas. 


Las fuerzas de restricción, para los casos de restricciones holónomas lisas, quedan elimi- 
nadas automáticamente y no aparecen en las ecuaciones de Lagrange. La eliminación de 
estas fuerzas por métodos convencionales pueden presentar dificultades enormes. 


El procedimiento de Lagrange está basado, en gran parte, en magnitudes escalares: 
energía cinética, energía potencial, trabajo virtual, y en muchos casos, la función de poten- 
“cia. Todas ellas pueden expresarse generalmente sin ninguna dificultad en cualquier sistema 
de coordenadas adecuado. Desde luego, la naturaleza vectorial de la fuerza, la velocidad, la 
aceleración, etc., debe tenerse en cuenta en el estudio de los problemas de dinámica. Sin 
embargo, las ecuaciones de Lagrange, basadas en las anteriores magnitudes escalares tienen 
en cuenta en forma completa y automática estas magnitudes vectoriales sin necesidad de 
recurrir a métodos vectoriales formales. Por complejo que sea un sistema, los términos de la 
ecuación del movimiento de Lagrange consisten en las componentes adecuadas de la fuerza 
y la aceleración expresadas en el sistema de coordenadas escogido. 


Afortunadamente, las ideas básicas empleadas en la deducción de las ecuaciones de 
Lagrange son sencillas y de fácil comprensión. Si se presentan sin adornos académicos ni 
terminología rebuscada, las únicas dificultades que puede encontrar el estudiante promedio, 
son las que provienen de su deficiente preparación en los fundamentos. La aplicación de las 
ecuaciones de Lagrange a los problemas prácticos resulta notablemente sencilla aun cuando 
se trata de sistemas complicados. Excepto en los problemas muy elementales, el procedi- 
miento es en general mucho más sencillo y requiere invertir menos tiempo que ciertos méto- 
dos especiales, “concisos” o “elegantes” hallados en muchos tratados comunes. Además, los 
detalles físicos se hacen resaltar y se ponen en evidencia con gran claridad. 
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Finalmente, debe mencionarse que el método de Lagrange es aplicable a otros campos 
diferentes de la dinámica. Resulta especialmente útil, por ejemplo, en el estudio de sistemas 
electromecánicos. 


Este libro pretende presentar con claridad los principios básicos de la dinámica de Lagran- 
ge y dar al lector suficiente entrenamiento en las técnicas, físicas y matemáticas, necesarias 
para aplicar sus ecuaciones. La materia abarcada permite dejar una base firme para pos- 
teriores estudios de aquellos temas que salvan la distancia entre la mecánica clásica y la 
cuántica. La forma de la presentación, así como los ejemplos, problemas y experimentos 
sugeridos, se desarrollaron durante los largos años en que el autor dictó el curso de diná- 
mica de Lagrange a los estudiantes de la Universidad de Cincinnati. 


No se ha intentado incluir aquí todo el panorama de esta materia tan amplia. Se ha 
dado relativamente poco espacio a la solución de las ecuaciones diferenciales del movimiento. 
Los métodos vectoriales formales no han recibido mucha importancia; sólo se les menciona 
en unas pocas secciones. Sin embargo, por las razones establecidas en el capítulo 18, las mag- 
nitudes vectoriales y tensoriales más importantes que aparecen en el libro se enumeran allí 
en la notación formal adecuada. 


Los experimentos sugeridos al final de algunos capítulos pueden ser de gran utilidad. 
Naturalmente se requieren tratamientos matemáticos formales, pero nada despierta mayor 
interés ni da más “realidad” a la dinámica que un experimento real, en el que los resultados 
concuerdan bien con los valores calculados. 


El libro se ha dirigido principalmente a los estudiantes de último año de física, inge- 
niería, química y matemáticas aplicadas, a los que inician los estudios de postgrado en estas 
mismas disciplinas, y a aquellos científicos e ingenieros en ejercicio que deseen familiarizarse 
con los poderosos métodos de Lagrange, por medio del estudio individual. Puede servir 
como texto en un curso formal o como suplemento de otros textos. 


El autor desea expresar su gratitud al doctor Solomon Schwebel por sus valiosas sugeren- 
cias y por su revisión crítica de algunas partes del manuscrito, al señor Chester Carpenter 
por su revisión del capitulo 18, al señor Jerome F. Wagner por su ayuda en la comprobación 
de ejemplos y problemas, al señor Lester Sollman y a su señora, por el excelente trabajo reali- 
zado al copiar a máquina el manuscrito, y al señor Daniel Schaum, el editor, por su interés, 
su estímulo y su cooperación no superada. 


D. A. WELLs 
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Leyes básicas de la dinámica. Condiciones de validez. Dos tipos 
principales de problemas y su método general de solución. 


1.1 De la necesidad de fundamentos básicos. 


Los mayores obstáculos que un estudiante promedio encuentra al tratar de entender la 
dinámica de Lagrange, usualmente no se deben a las dificultades intrínsecas de la materia, 
sino más bien, a ciertas deficiencias en un campo más o menos amplio correspondiente a 
los fundamentos básicos. Con la esperanza de remover tales obstáculos, se han dedicado los 
dos primeros capítulos al estudio detallado de: los pre-requisitos que con mayor frecuencia 
no son del dominio de los estudiantes y que no se encuentran fácilmente en los textos. 


1.2 Leyes básicas de la mecánica clásica de Newton y varias maneras 
de expresarlas. 


Las tres leyes de Newton (naturalmente incluyendo los conceptos clásicos de masa, lon- 
gitud, tiempo, fuerza, las reglas de la geometría, el álgebra y el cálculo) junto con el concepto 
del trabajo virtual, pueden considerarse como los fundamentos sobre los cuales se basa toda 
la mecánica clásica (el campo para el cual se cumplen las condiciones C, D y E del numeral 
1.6). Sin embargo conviene señalar desde el comienzo que las leyes básicas de la dinámica 
pueden ser expresadas (matemáticamente) de varias maneras diferentes a la forma dada por 
Newton. Las más importantes de estas formas (que serán tratadas más adelante) son. 


(a) el principio de D'Alembert — (c) las ecuaciones de Hamilton 
(b) las ecuaciones de Lagrange (d) el principio de Hamilton 


Todas ellas son básicamente equivalentes. Por ejemplo, si se parte de las leyes de Newton y 
del principio del trabajo virtual (ver el numeral 2.13 del capítulo 2) se puede deducir cual- 
quiera de las formas anteriores. Así pues, una cualquiera de las cinco formulaciones puede 
tomarse como base de los desarrollos teóricos y de la solución de problemas. 


1.3 Selección de la formulación. 

La escogencia de una de las cinco formas depende del trabajo que se ha de realizar. Por 
ejemplo, las ecuaciones de Newton son adecuadas para la solución de muchos problemas 
sencillos; el principio de Hamilton es importante en varias consideraciones teóricas; y las 
ecuaciones de Hamilton han sido útiles en ciertas aplicaciones, así como en el desarrollo de 
la mecánica cuántica. 


- — Sin embargo, el método de Lagrange es de manera especial potente y notablemente 
sencillo como instrumento de solución de una gama muy amplia de problemas (tanto teóri- 
cos como prácticos) relacionados con sistemas mecánicos, eléctricos, electromecánicos, etc. 


1.4 Origen de las leyes básicas. 

Las “leyes básicas” de la dinámica son sencillamente expresiones de un gran conjunto 
de hechos experimentales. No es posible deducirlas por medio de manejos lógicos o matemá- 
ticos, exclusivamente. En último término, las reglas del juego se basan en experimentos 
delicados. Estas reglas deben ser aceptadas bajo la creencia de que si la naturaleza las ha 
obedecido en el pasado, continuará haciéndolo en el futuro. Por ejemplo, no es posible “expli- 


1 


r 
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car” por qué son válidas las leyes de Newton. Lo único que es posible afirmar es que ellas 
representan un enunciado compacto de experiencia anterior, relacionada con el comporta- 
miento de una gran variedad de sistemas mecánicos. Las formulaciones de D'Alembert, 
Lagrange y Hamilton expresan esto mismo, cada una de cierta manera en particular. 


1.5 De los conceptos y magnitudes básicas empleadas. 


Las magnitudes de longitud, masa, tiempo, fuerza, etc., se presentan continuamente en 
mecánica; su interpretación y uso tiende a hacerse con sensación de tranquilidad y de com- 
prensión. Sin embargo, en diferentes épocas han surgido interrogantes con relación a los 
conceptos básicos que ellas conllevan y con relación a la naturaleza fundamental de las mag- 
nitudes mismas. Un estudio de estos tópicos estaría fuera de lugar aquí, pero los estudiantes 
interesados encontrarán de gran beneficio los análisis de Bridgman, y otros, sobre estas 
materias. 


1.6 Condiciones de validez de las leyes de Newton. 


La segunda ley de Newton, aplicada a una partícula! de masa constante, m, puede 
escribirse como de 


F = "E (1.1) 


en donde la fuerza F y la velocidad vw, son magnitudes vectoriales; y la masa m y el tiem- 
po t, son escalares. Escrito (1.1) en componentes, queda 


F.=mzx, F,=my F.=m2 (1.2) 
Ad : 5d de _ . de .. 
(En el presente texto se utilizará la conveniente notación: 47% q etc.) 
Las relaciones (1.2) en la forma sencilla en que están expresadas, no son correctas para 
cualquiera, ni para todas las condiciones. A continuación se analizan las condiciones con las 
cuales sí son válidas. 


Condición A. 
La ecuación (1.1) implica algún “marco de referencia” con respecto al cual se 


mide du/dt. Las ecuaciones (1.2) indican que el movimiento se ha referido a un 
sistema de ejes rectangulares X, Y, Z. 


Es un hecho experimental que la segunda ley de Newton, expresada en la forma 
sencilla de (1.2) conduce a resultados que concuerdan con la experiencia cuando los 
ejes coordenados están inmóviles con respecto a la posición media de las estrellas “fijas” 
o si se mueven con velocidad lineal uniforme, sin rotación, con relación a las estrellas. 
En cualquiera de los dos casos, el marco de referencia (los ejes X, Y, Z) se deno- 
mina MARCO INERCIAL2 y las coordenadas correspondientes, COORDENADAS 
INER CIALES. Dicho de otra manera, un marco que posee aceleración lineal, o que 
está girando en cualquier forma, es NO-INERCIAL?. 





1 El término “partícula”, un concepto imaginario, puede representarse como una pequeña porción de materia, 
tan diminuta que su posición en el espacio se determina por las tres coordenadas de su “centro”. En este caso su 
energía cinética de rotación con respecto a cualquier eje que la atraviese, puede despreciarse. 


2 El término “marco inercial” puede definirse en abstracto, sencillamente como aquel, con respecto al cual, 
las ecuaciones de Newton en su forma sencilla (1.2) son válidas. Pero esta definición no le indica al ingeniero o al 
científico aplicado, dónde hallar tal marco, o si ciertas coordenadas específicas son inerciales. Por otra parte, la 
definición de las estrellas fijas, sí suministra esta información. Desde luego, debe observarse-que mediciones hechas 
con gran precisión podrían demostrar que el marco de las “estrellas fijas” fuera ligeramente no-inercial. 


3Un marco de referencia adherido a la superficie de :a Tierra es claramente no-inercial debido a las rotacio- 
nes anuales y diarias, y a los demás movimientos del globo. A pesar de esto, la aceleración de este marco es tan 
pequeña que para muchos efectos (pero en ningún caso para todos los efectos) puede considerarse como inercial. 
Un marco que no gire (con sus ejes dirigidos siempre hacia las mismas estrellas fijas) con su origen adherido al 
centro de la Tierra es una mejor aproximación de un marcc inercial. Un sistema de ejes que no giren, cor su origen 
en el centro del Sol, constituye un marco inercial excelente (aunque posiblemente no es aún “perfecto”. 
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La condición enunciada debe considerarse como una de las bases de sustentación 
más importantes, sobre las que descansa la superestructura de la dinámica. El reco- 
nocimiento de este hecho debe hacerse automáticamente en todo razonamiento ya 
que básicamente, la solución de todo problema comienza con la consideración de un 
marco inercial. Se debe adquirir la habilidad de reconocer por simple inspección los 
marcos inerciales y los no-inerciales. 


Lo anterior no implica, sin embargo, que no se puedan utilizar coordenadas 
no-inerciales. Por el contrario, como podrá notarse en forma evidente, los marcos 
no-inerciales se emplean quizá con la misma frecuencia que los inerciales. En los 
ejemplos que siguen se observará cómo debe escribirse la segunda ley de Newton en el 
caso de coordenadas no-inerciales. En los capítulos 3 y 4 se demuestra que las ecua- 
ciones de Lagrange (una vez expresada la energía cinética en la forma apropiada) 
conducen a las ecuaciones del movimiento correctas en coordenadas inerciales, no- 
inerciales o mixtas. 


Ejemplo 1.1: 

Como ilustración de la condición A, considérese el comportamiento de los objetos (a), (b) y (c) de la 
figura 1-1, dentro de un vagón de ferrocarril que se mueve con aceleración constante, a,, sobre una vía 
recta y horizontal. 











As 





En la figura 1-1, (a) representa una esfera de masa m, bajo la acción de una fuerza exterior F' (con 
componentes F, y F,) sometida a la gravedad. Si se supone que el marco X,, Y, es inercial, consi- 
derando el movimiento solamente en un plano y torrando la esfera como una partícula, las ecuaciones 
del movimiento con respecto a la Tierra, son 


(1) mí =F., (2) my = F,— mg 
Por otra parte, las relaciones entre las “coordenadas del vagón” y las “coordenadas de la Tierra”, para m, 
serían 7 


($) x=. = La + vit + fast” (4) y = y+h 
Al derivar (3) y (4) con respecto al tiempo, y al sustituirlas en (1) y (2), 
(5) mf: = F.— maz (6) mYs = F,— mg 


que son las ecuaciones del movimiento con relación al vagón. 

Es claro que la ordenada y2 es inercial puesto que (2) y (6) tienen la misma forma. Sin embargo, 
la abscisa x¿ es no-inercial, ya que (1) y (5) son diferentes. La ecuación (5) es un ejemplo sencillo de la 
segunda ley de Newton escrita para un marco no-inercial. (Nótese la magnitud del error que se cometería 
si se escribiera, en cambio, ms = F,.) 

Debe observarse que el efecto de la condición no-inercial, sobre cualquier sistema mecánico, o sobre 
una persona en el vagón, es como si g se incrementara a (aj + g?)'?, en una dirección que forma un ángulo 
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A 0 = tan-!a,/g con la vertical, hacia abajo, y que todas las coordenadas fuesen consideradas como 
inerciales. 


Si el hombre lanza una bola (Fig. 1-1(b)) hacia arriba con una velocidad vy, su trayectoria en el 
vagón será parabólica y debe calcularse como si la gravedad tuviera la magnitud y dirección indicadas 
antes. Si el hombre tiene una masa M, ¿cuál será su “peso” en el vagón? 


Como una extensión de este ejemplo, supóngase que el coche se hace oscilar sobre la vía, alrededor 
de un punto fijo, según s = soy + Á senout, en donde so, Á y w son constantes. La ecuación (6) con- 
tinúa sin modificación, pero al derivar x, = x2 + So + Á Senut y al insertarla en (1), se obtiene 


mí: = mÁu' senut + F, 
Una vez más, se observa que x2 es no-inercial!. 
Fácilmente se nota que la bola en (b) en su movimiento con respecto al vagón, describirá ahora una 
trayectoria bastante complicada, que está determinada por la aceleración hacia abajo g, y por upa 
aceleración horizontal A w? sen wt. 


Para el hombre será difícil colocarse sobre una báscula, no importa donde esté ésta, puesto que su 
“peso” total cambia con el tiempo en magnitud y en dirección. 


Ejemplo 1.2: 
Considérese el movimiento de una partí- Y, 

cula de masa (Fig. 1-2) con respecto a los ejes y 

X2 y Y2 que giran con velocidad angular 

constante w con relación al marco inercial de 

Xi: y Y... fs 
Las ecuaciones del movimiento en las co- 

ordenadas inerciales, .son 


Marco giratorio 


Xo, Ys 





Ñ . i e. 
m%, = F., my = Fy, 


en donde Fs, y Fy, son componentes de la E 


fuerza aplicada en la dirección de los ejes fijos. de é 
Se obtendrán ahora las ecuaciones correspon- e q- 
dientes para las coordenadas rotatorias (y co- : Xi 


mo se verá, no-inerciales). o e 


Al observar la figura, se demuestra que 
Fig. 1-2 


Xi . %3CosWwt — y2 sen wé 
Y = YiSsenut + Yy2 C08 wi 


Derivando estas relaciones dos veces y sustituyéndolas en las primeras ecuaciones del movimiento, se obtiene 


F., = m[% cosut — 2%2w sen ut — 210 c08 ut — Xiw* cosut + yzw*sen wt — Yasenut] (9) 
F,, = m[%ssenut + 2%2w cos ot — 2Yz2wsen vt — xau! senut — ya cosut + Ya cos wt] (10) 


De nuevo, al referirse a la figura, se ve que las componentes de F' en la dirección de X, y en la de 
Y,, están dadas por PF = F,, cos ut + PFy, senut y por F,, = F,, cos wt — Fs, senut. Así, al mul- 
tiplicar (9) y (10) por cos wt y por sen wt, respectivamente, y al sumar el resultado es 


Fo = mL: — MXzaw* — 2Mw81 . (11) 


En forma semejante, multiplicando (9) y (10) por sen wt y por cos wt respectivamente y restando, 
tenemos 


F,, = m Ya == MY2w* + 2Mw% (12) 


Estas son las ecuaciones del movimiento con respecto a los ejes no-inerciales X2 y Y2. Nótese que sería 


.L. 90 .. . . . ; . . 
un error escribir Fy,, =M%:2 y Fy = MY2z. Este ejemplo pone en evidencia que cualquier marco gira- 
torio es no-inercial. 


Condición B. 


Las ecuaciones (1.2) son válidas únicamente cuando m es constante. En caso 
que m sea variable, la ecuación (1.1) debe remplazarse por 


_ da 
Fr = qe mo) 


4Por conveniencia, en el presente texto nos referiremos al producto (masa) x (aceleración) como a una 
“fuerza inercial”. 
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Pueden citarse varios ejemplos en los que la masa de un objeto varía con su posi- 
ción (una bola de nieve que rueda por una pendiente cubierta de nieve), que varía 
con el tiempo (un carro tanque con un orificio en un extremo por el cual sale un 
líquido, o un cohete durante la etapa en que se quema el combustible), o que varía 
con la velocidad (un objeto que se mueve con una velocidad cercana a la de la luz). 
Sin embargo, en este texto no se considerarán problemas de masa variable. 


Condición C. 

En general, las masas del sistema deben ser grandes en comparación con las de 
los átomos y las de las partículas atómicas. La dinámica de las partículas atómicas 
pertenece al campo de la mecánica cuántica. A pesar de esto, hay algunas situaciones 
“fronterizas”; por ejemplo, la deflexión de un haz de electrones en un tubo de rayos 
catódicos usualmente se calcula con suficiente precisión por medio de la mecánica 
clásica. 


Condición D. 


Sea grande o pequeña la masa, su velocidad debe ser muy inferior a la de la luz. 
Como se sabe, por la teoría especial de la relatividad, la masa de cualquier objeto 
aumenta con su velocidad. En el caso de velocidades “ordinarias”? este cambio de 
masa es muy pequeño, pero a medida que la velocidad se aproxima a la de la luz, la 
proporción de este aumento se vuelve muy importante. Por consiguiente, la relación 
(1.2) no describirá con precisión el movimiento de un electrón, un protón, o una 
pelota, si éstos se mueven con una velocidad aproximada de 2 Xx 10!% cm/seg. 
(Naturalmente, esta condición podría incluirse en B.) 


Condición E. 

En el caso en que ciertas masas del sistema sean muy grandes, o si se consideran 
intervalos de tiempo muy largos (un siglo o más), o en problemas que abarquen estas 
dos condiciones, la teoría general de la relatividad concuerda con la experiencia 
mejor que la dinámica de Newton. Por ejemplo, la dinámica relativística predice que 
el perihelio de la órbita del planeta Mercurio debe avanzar un ángulo de 43” por siglo, 
lo cual coincide muy bien con los resultados de mediciones astronómicas. 


En conclusión, se observa que al tratar de masas, velocidades o tiempos “ordinarios”, 
siempre se cumplen las condiciones C, D y E. Por tanto, en la “dinámica clásica” el mayor 
interés tiene que ver con AÁ y con B. 


De las condiciones anteriores resulta evidente que existen tres campos de la dinámica, 
más O menos bien definidos: Clásica, cuántica y relativistica. Desafortunadamente hasta 
ahora no se ha desarrollado una teoría “unificada” que pueda ser aplicada en cualquiera o 
en todas las condiciones. 


1.7 Dos tipos generales de problemas de dinámica. 

: Prácticamente cualquier problema de dinámica clásica es un caso especial de uno de los 
dos tipos generales siguientes: 

(a) Partiendo de unas fuerzas dadas que actúan sobre un sistema de masas, y conocidas las 
restricciones, la posición y la velocidad de cada una de las masas en un instante deter- 
minado, se requiere hallar el “movimiento” del sistema, es decir, la posición, la velocidad 
y la aceleración de cada una de las masas, en función del tiempo. 

(b) Partiendo de unos movimientos dados para un sistema, se requiere hallar un posible 
conjunto de fuerzas que produciría tales movimientos. En general, algunas o todas las 
fuerzas pueden variar con el tiempo. | 
Desde luego, consideraciones sobre el trabajo, la energía, la potencia, la cantidad de mo- 

vimiento y el momentum angular pueden ser importantes, bien en el tipo (a) o en el (b). 
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1.8 Métodos generales para solucionar problemas de dinámica. 

La mayor parte de los problemas de la dinámica aplicada son del tipo (a). El procedi.- 
miento general es el mismo en todos aquellos que pertenecen a este tipo. Por conveniencia el 
procedimiento puede dividirse en cuatro etapas. 

(1) Selección de un sistema de coordenadas apropiado. 

La facilidad con que puede resolverse un problema específico depende en una 
buena medida de las coordenadas utilizadas. El sistema más ventajoso depende del 
problema entre manos; desafortunadamente no es posible dar reglas generales de selec- 
ción. Principalmente es un problema de experiencia y criterio. 


(2) Planteamiento de las ecuaciones diferenciales del movimiento. , 
Ya se han dado algunos ejemplos sencillos de 

ecuaciones de movimiento. No obstante, para ilus- 

trar aún más el significado del término “ecuacio- Cd 

nes del movimiento”, considérese el problema de 

una pequeña masa m, suspendida de un resorte 

espiral de masa despreciable, como aparece en la 

figura 1-3. Supóngase que m puede moverse en un 


pi: 





| 
| 
| 
| 
, oe | 
resorte. Las ecuaciones del movimiento, expresadas os 
| 
| 


5 
plano vertical bajo la acción de la gravedad y del d 
8 
en coordenadas polares, son 
.. e k $ 
r>yr0* 5 gcos0 + m 7 — 70) = 0 
.. e. my 
r09 + 2r9 + gsenó = 0 


en donde ro es la longitud del resorte sin estirarse 

y k es la constante elástica usual del resorte. La 

integración de estas ecuaciones diferenciales de se- Fig.1-3 
gundo orden dan r y 6 en función del tiempo. 


Es importante recalcar dos observaciones: (a) Estas ecuaciones diferenciales pue- 
den plantearse de varias maneras (véase el numeral 1.2). Sin embargo, como en la 
mayoría de los casos, el método de Lagrange es el más ventajoso. (b) Las ecuaciones 
anteriores no representan la única forma de expresar las ecuaciones del movimiento 
de este péndulo. Podrían escribirse en coordenadas rectangulares, o en cualquier otro 
sistema de coordenadas (véanse los capítulos 3 y 4). En cada uno de estos casos las 
ecuaciones tendrán aspectos bien diferentes y algunas serán más complicadas que 
otras. Las afirmaciones (a) y (b) son válidas en general para todo sistema dinámico. 


(3) Solución de las ecuaciones diferenciales del movimiento. 

Excepto en la formulación de Hamilton, las ecuaciones del movimiento'son de 
segundo orden. El grado de complejidad de las ecuaciones depende principalmente del 
problema particular entre manos y del tipo de coordenadas que se usen. Con frecuen- 
cia las ecuaciones no son lineales. Unicamente en ciertos casos, relativamente escasos, 
en que por ejemplo todos los términos diferenciales tienen coeficientes constantes, 
puede darse un método general de solución. Es importante mencionar que aunque 
prácticamente para cualquier sistema dinámico pueden escribirse las ecuaciones dl- 
ferenciales del movimiento correctamente, en la gran mayoría de los casos éstas resul- 
tan tan complejas que no es postble integrarlas. Afortunadamente, a pesar de lo an- 
terior, los varios tipos de computadores vienen a salvar la situación y ahora es posible 
obtener soluciones útiles a ecuaciones bastante difíciles, con rapidez y relativamente 
con pequeño esfuerzo. Naturalmente, esto quiere decir que ecuaciones diferenciales que 
anteriormente se consideraban “sin solución”? ocupan la atención principal de cientí- 
ficos e ingenieros. Además, las técnicas generales más avanzadas para plantear tales 
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ecuaciones adquieren cada vez más importancia en todos los campos de la investiga- 
ción y del desarrollo. 


(4) Determinación de las constantes de integración. 

El método de determinación de las constantes de integración es básicamente sen- 
cillo. Se reduce a la sustitución de los valores conocidos de posición y velocidad en un 
instante determinado, en las ecuaciones integradas. Como el método será aclarado 
con toda amplitud en los ejemplos específicos de los capítulos siguientes, no se inclu- 
yen aquí detalles adicionales. 


1.9 Ejemplo ilustrativo de los numerales 1.7 y 1.8. 

Con el fin de ilustrar las observaciones de los numerales anteriores y para obtener una 
visión general de la dinámica, antes de iniciar el estudio detallado del método de Lagrange, 
considérese el ejemplo siguiente. 

Las masas m, y mos están conectadas a los resortes (cuyas constantes elásticas son k, y ka), y al 
bloque B, como se muestra en la figura 1-4, abajo. Se hace mover el bloque según s = A sen wt, por medio de la 
fuerza F. Los puntos fijos Po, p. Y p2 se han localizado de modo que pop, y pip2 son las longitudes de 


los resortes, primero y segundo respectivamente, sin estirar. Todos los movimientos se efectúan sobre una línea 
horizontal lisa. Se desprecian las masas de los resortes. 


[De Kk, só Ks ¡Da | 
Ecol E IAWIWWAWAANAAAA ARAN AMARA 


7, 
Xi ES Ys 














Ys 





Ys 


Fig. 1-4 


Se describe a continuación el trabajo relacionado con el análisis dinámico del sistema. El problema es del 
tipo (a) del numeral 1.7. El método de solución es el del numeral 1.8. Un amplio análisis del problema incluiría 
la determinación de: y 
(a) La posición de cada una de las masas, en función del tiempo. 

(b) La velocidad de cada una de las masas en cualquier instante. 

(c) La energía (cinética y potencial) del sistema, en función del tiempo. 

(d) La aceleración y la fuerza que actúa sobre cada una de las masas, en función del tiempo. 
(e) Las frecuencias del movimiento de cada una de las masas. 

(f) La fuerza que debe aplicarse a B. 

(g) La potencia entregada por B al sistema, en cualquier instante. 

Debe entenderse que las soluciones que se dan a continuación no tienen por objeto mostrar los detalles en su 
totalidad, sino que tratan solamente de ilustrar las etapas fundamentales. Por esto, los manejos matemáticos que 
no parecen esenciales en una visión general, se omiten. Se determina primero (a) y de aquí se siguen sin dificultad 
(b), (c), ... y (2). 

Siguiendo las etapas descritas en el numeral 1.8, primero se selecciona un sistema de coordenadas apropiado. 
Como el movimiento está restringido a una recta horizontal, resulta evidente que sólo dos coordenadas se requieren; 
una para determinar la posición de cada una de las masas. De las distancias indicadas en la figura 1-4, cual- 
quiera de los pares (x,,x2), (x3,x5), (x3, x4), (x4, x5), etc., puede utilizarse. Por conveniencia se escoge (x,,x3). 

Las ecuaciones del movimiento, obtenidas por aplicación directa de las leyes de Newton o de las ecuaciones 
de Lagrange, son 


mii + (ea +koxe — karz = KA senot (1) 
Mata + kita — ki = 0 (2) 


Con el fin de hacer el problema más específico, se fijan las siguientes cantidades: 


m, = 400 g, m2=300 g, A=5cm 
k¡=6x 101 dinas/cm, k2=5xXx 101 dinas/cm, w= 12 rad/seg 
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Por medio de métodos conocidos de integración se encuentran las soluciones aproximadas de (1) y (2) 


Xp == 6,254, sen (19,37€ + y 1) == 3As sen (8, 16£ + y 2) == 0,95 sen 12£ (3) 
x3 = —5A, sen (19,37t + y1) — 54, sen (8,16t + y2) — 7 sen 12t (4) 


con lo cual se han completado las tres primeras etapas del numeral 1.8. 


Las constantes arbitrarias de integración A1,Az,y1 y vy2 pueden determinarse mediante la asignación 
de condiciones iniciales especificas. Se puede suponer, por ejemplo, una forma de iniciar el movimiento; cuando 
t = 0, se tiene 

x= 3 cm, ras = 4cm (5) 


Li =0, 2 =0 (6) 


Al remplazar en (3) y en (4) los valores de (5), y en las derivadas con respecto al tiempo de (3) y (4), los valores 
de (6), resultan cuatro ecuaciones algebraicas de las cuales pueden obtenerse los valores específicos de las constantes, 
en forma inmediata. Así se obtienen los desplazamientos x, y x2 como funciones específicas del tiempo. 


Por simple inspección se nota que cada una de las soluciones a las partes (b), (c), ... y (g) pueden determi- 
narse directamente partiendo de las formas finales de (3) y (4). Así pues, todos los detalles adicionales se le . 
dejan al lector. | 


El sencillo ejemplo anterior presenta una visión bastante completa del procedimiento 
general que se sigue en la solución de la vasta clase de problemas mencionados en el numeral 
1.7(a). Una advertencia: Las ecuaciones del movimiento (1) y (2) son bien sencillas y por 
tanto todas las etapas pudieron realizarse sin dificultad. Desafortunadamente este no es el 
caso general (véase el numeral 1.8, (3)). Por otra parte, sucede con frecuencia que muchos 
de los detalles que se enumeraron en la lista del numeral 1. 9, no se necesitan. 


El segundo tipo general de problemas mencionado en 1.7 (b) será estudiado en el ca- 
pítulo 13. 


Resumen y observaciones 


1. La “dinámica clásica” es la rama de la dinámica para la cual se cumplen las leyes de 
Newton, bajo las restricciones C, D y E del numeral 1.6 


2. Las “leyes básicas” de la dinámica son sencillamente expresiones compactas de resulta- 
dos experimentales. Pueden expresarse matemáticamente de varias maneras diferentes, 
pero todas ellas son básicamente equivalentes. Cualquiera de las formas puede ser dedu- 
cida a partir de cualquier otra. 


3. Es de gran importancia conocer y entender las condiciones de validez de las leyes de la 
dinámica clásica. Resulta imprescindible, en la solución de todo problema de dinámica, 
la definición de un “marco inercial” y la verificación del papel que desempeña éste. 


4. Hay dos tipos principales de problemas en la dinámica clásica (como se vio en el numeral 
1.7) de los cuales, el de 1.7 (a) es el más común. Es importante el reconocimiento de este 
hecho, así como del orden general de la solución. 


5. Actualmente existen tres campos distintos de la dinámica (desde el punto de vista de la 
solución) bastante bien definidos (físicamente): Clásica, cuántica y'relativística. Hasta 
ahora no se ha desarrollado un conjunto unificado de leyes que sea aplicable a cualquier 
problema o a todos ellos. | | 
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1.4. 


1.5. 


1.6. 


1.7. 


1.8. 


1.9. 


1.10. 


1.11. 
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Problemas y preguntas de repaso 


Expresar el significado del término “dinámica clásica”. Mencionar ejemplos específicos que ilustren los 
otros dos campos. 


¿Qué puede decirse con respecto al “origen” y a laa mareras de expresar las leyes de la dinámica? 
Indicar con claridad el significado del término '““marco inercial de referencia”. 


Demostrar que cualquier marco de referencia que se mueve con velocidad lineal constante (sin rotación) 
con respecto a un marco inercial, es así mismo inercial. 


¿Es posible reconocer por simple inspección, si un sistema de coordenadas es inercial, o no-inercial? ¿Es 
admisible, en la solución de algunos problemas, utilizar una combinación de coordenadas inerciales con 
no-inerciales? (Estas son consideraciones de importancia.) 


El cable que sostiene un ascensor se rompe haciendo que éste caiga libremente (despréciese la resistencia 
del aire). Demostrar que para cualquier sistema mecánico cuyos movimientos se refieran al ascensor, el 
campo gravitatorio de la Tierra, se anula efectivamente. 


Un sistema de coordenadas está adherido al interior de un automóvil que se mueve de la manera usual, 
por una avenida con curvas, baches, semáforos y policías de tráfico. ¿Será inercial tal marco? ¿Los ocu- 
pantes del vehículo experimentan alguna fuerza diferente de la gravitacional? Explicar. 


Si el coche de la figura 1-1 se mueve con velocidad constante sobre una vía circular horizontal, ¿cuáles 
de las coordenadas x2, y2 O 22 de m, (o de cualquier otro punto referido al marco X», Yz, Z2) 
serán no-inerciales? Explicar. (Supóngase que Z, tiene la dirección del radio de curvatura de la vía.) 


Supóngase que el marco Xa, Y de la figura 1-2 tiene un tipo definido de rotación (como $ = constante, 


$= constante O 06 = fo Senwi). Demostrar que las coordenadas x2z, yz son no-inerciales. Véase 
el ejemplo 1.2. 


Supóngase que el dispositivo de la figura 1-4 se coloca en el vagón de ferrocarril de la figura 1-1, paralelo 
al eje Xz, y que el vagón se mueve con aceleración constante a,. Demostrar que las ecuaciones del mo- 
vimiento (1) y (2) del numeral 1.9, deben remplazarse por 


mitr + (be + kajxus — kaze = ki¡Asenut — mias 
Ma Le + kz xs => k3z1 =  —m214zx 


- 


Supóngase que el origen del sistema X», Ya de la figura 1-2 tiene una aceleración constante a,, en la 
dirección del eje X,, y que simultáneamente X2, Y: giran con velocidad angular constante w. De- 
mostrar que las ecuaciones (11) y (12) del ejemplo 1.2, deben remplazarse por 


F., = Mix — MXzw* — 2ZMuYa + maz cos vt 
Fr = mM Ya — My + 2mwu%: — Ma, sen wt 


Supóngase que el marco X, Y al cual está sujeto el péndulo de la figura 1-5, se mueve con velocidad 
constante vu, en la dirección X y uv, en la dirección Y (sin rotación del marco). Demostrar que la ecua- 
ción del movimiento del péndulo, en el sentido de 9, es rg = —gsenó. ¿El período de oscilación se 
altera por el movimiento del marco del cual pende? 
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Y, ve 





a =————— | 

y is 
o 

= . 


z Marco móvil 


82 





La Tierra (supuesta inercial) 


Xi 
Y 


Fig. 1-5 


1.13. Si el marco X, Y de la figura 1-5, tiene una aceleración constante a,, en la dirección de X, y una veloci- 
dad constante, v,, en la dirección de Y, demostrar que 
ró = —azcosó — gsenó:.. 


y por tanto, que 9 no es inercial. ¿El péndulo tiene ahora un período igual al del problema 1.12? 


1.14. Enunciar y dar ejemplos de las dos principales clases de problemas que se encuentran en la dinámica 
clásica. Describir el procedimiento general que se sigue en la solución de los problemas del primer tipo. 






CAPITULO | 








lamen 


Sistemas de coordenadas, ecuaciones de trasformación, 
coordenadas generalizadas. Grados de libertad, grados de 
restricción, ecuaciones de restricción. Velocidad, energía ci- 
nética y aceleración en coordenadas generalizadas. Des- 
plazamientos virtuales y trabajo virtual. 


2.1 Observaciones introductorias. 


Los desarrollos teóricos, así como la solución a problemas de aplicación en el campo de la 
dinámica analítica incluyen, además de los importantes tópicos estudiados en el capítulo pri- 
mero, una consideración inmediata de las coordenadas generalizadas, ecuaciones de tras- 
formación, grados de libertad, grados de restricción, ecuaciones de restricción, velocidad y 
energía cinética expresadas en coordenadas generalizadas, expresiones generales de la acele- 


ración 


y el significado y uso de los desplazamientos virtuales y del trabajo virtual. Ningún 


estudiante está en capacidad de comprender el desarrollo de esta materia sin haber entendido 
claramente cada uno de estos tópicos. 


2.2 Sistemas de coordenadas y ecuaciones de trasformación. 


Los diferentes tópicos bajo este título se estudiarán, principalmente, por medio de ejem- 
plos especificos. 


(1) Sistemas rectangulares. 

Considérense primero los sistemas y, Coordenadas 
rectangulares en dos dimensiones de . 95); (a, vs) 
la figura 2-1. Las distancias x,, y, 
localizan el punto p con respecto al 
marco de referencia X,, Y,. En for- 
ma similar, x2, y2 localizan el mis- 
mo punto con respecto a Xz, Ys. 
Por observación se ve que las coordena- 
das x,, y, de cualquier punto en el 
plano, se relacionan con las coordena- 
das x2, yz del mismo punto por me- 
dio de las siguientes “ecuaciones de 
trasformación”: 





Fig. 2.1 


1 = Yo + LacosÓ — yasend 


Y = Yo + Yesend + Y2 Cos 0 (2.1) 


Nótese que tanto x, como y, son ambas funciones de x2 y y2, simultáneamente. 


Puede verse que las relaciones (2.1) pueden escribirse en una forma más conve- 


niente, como sigue 
2 = Zo + l,22 + loyo 


Yi = Yo + M1Z2 + M2Y2 


en donde !,,m;, y la, m2 son los cosenos directores de los ejes X», Y, respectiva- 
mente, con relación al marco X,, Y,. 


(2.2) 


Extendiendo el razonamiento, supóngase que el origen de X>, Y, se mueve con 
una velocidad que puede ser constante (con componentes, v, y v,) con respecto al 
marco X,, Y,; y simultáneamente, que los ejes X2, Y¿ giran con velocidad angu- 


lar constante w, de tal manera que 6 = wt. Las ecuaciones (2.1) y (2.2) pueden es- 
cribirse 
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21 Vzl + X2 COS wtb — Yesen ut (2.3) 
Yi = VUyt + XaSenut + Ya COS wt " 


Nótese que x,, y, son ahora funciones tanto de x2, y2, como del tiempo. Na- 
turalmente, pueden escribirse ecuaciones adecuadas para cualquier tipo de movimien- 
to que se suponga. 


Frecuentemente se encuentran ecuaciones de trasformación semejantes a las an- 
teriores, las cuales se designan simbólicamente por 


xy = Xi(%,Yo,t),  Y1 = Y1(L2, Yo, t) 


Puede demostrarse que si se consi- , 
deran dos sistemas rectangulares tri- | | 
dimensionales, como en la figura 2-2, 
las ecuaciones de trasformación que re- 
lacionan las coordenadas x,, Y, Y 21 
de un punto, con las desigmadas por xz, 
Y2 y 22 para el mismo punto, serán 









1 = Lo+l, xs + lo Ya + laZa 
Yi Yo + Mi¡TL2 + M2Y2 + Mala (2.4) 
21 = Zo + N1Ya + N2Ya + N3Z2 






¡eye Xa sl, Mi, n,, ete. 


en donde l,, m, y n,, son los cose- Y, 


nos directores del eje X», etc. 


Desde luego, el marco X,, Y, Zo 
podría estarse moviendo, en cuyo caso 
(conocido el movimiento) xo, Yo, Zo 
y los cosenos directores podrían expre- 
sarse en función del tiempo, o sea, x, = 
x1 (x2, Y2, 22» t), etc. 


(2) Sistema cilíndrico. 
Este sistema, bastante conocido, se muestra en la figura 2-3. Se observa que las 
ecuaciones que relacionan las coordenadas (x, y, z) con (r, f, 2) son 


E = pCOBH, Y = psend,  2=2 (2.5) 











































» 









Me Y paa 
a | > MA” 
A E ¿e A 
A de. | PL Ñ ! hi a | qe 
A IA Y = rsenbsena a | 
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/ X A X 

Coordenadas cilíndricas  P»% 2 Coordenadas esféricas  r,0,4 


Fig. 2-3 Fig. 2-4 
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(3) Sistema esférico. 


13 


Las coordenadas esféricas, consistentes en dos ángulos, 4 y 0, y una distancia 
r, usualmente se designan como en la figura 2-4. Observando la figura se demuestra 


que 


T = rsenó Cos q, 


y = rsenósend, 2 = 


r cos 0 (2.6) 


Nótese que x y y son ambas, funciones de r, $ y 0. Sin embargo z es función únicamen- 


te de r y de 4. 


(4) Otros sistemas de coordenadas. 

Considérense los dos conjuntos de 
ejes, X, Y y Q,, Q2 de la figura 2-5 
en donde se suponen conocidos a y $. 
Por inspección se nota que el punto p 
puede localizarse por medio de varios 
pares de distancias diferentes, tales 
como, (x, y), (91, q2), (q1, q2), (S1, 82), 
(s,, x), etc. Las ecuaciones de trasfor- 
mación que relacionan algunos de estos 
pares son 


T = (1C08a + Q2C08 f (2.7) 
y = (isenae + qasen f " 
q = Q + q2C08 (B— a) 

q = 42 + q1C08 (B8— a) id 
S2 = rsenf — y cos B 

31 = YC0O8a — sena 2.9) 


En la figura 2-6 se muestran otras 
posibilidades interesantes. Las distan- 
cias ri y ra medidas desde los pun- 
tos fijos a y b determinan la posición 
de p en cualquier lugar encima del eje 
X (no son únicas para todo el plano 
X Y). Asimismo, (0, a) o (r,, sen 0), 
son coordenadas apropiadas. 


Si se escribe x = r, C0sf y y = 
r, sen6 y se designa q = sen, se 
concluye que 

x= r(1-q) y=nmq (10) 


lo cual relaciona las coordenadas (x, y) 
con (r,, q). 

Es interesante notar que el área 
sombreada A, y sen 46, constituyen 
coordenadas perfectamente aceptables. 
Dos relaciones entre ellas y x y y, son 


Es q 
y =|—— | (2.11) 
(3) 


En la figura 2-7 se muestran las 
gráficas de las coordenadas A y q. Las 
“curvas de q” se obtienen dejando A 


xy = 24, 


Y Ejes oblicuos Q,, Q1 


Eje Qs. Coordenadas 
posibles: 
x (2, Y); (qu, 93); (qí, q1) 
A (81, 81); (83, x); ete. 


P LU ” A, 


Eje Q; 





Coordenadas 
posibles: 
(2, y); (11, 0); (rs, 13) 
(0, a); (11, sen0); (A sen 0) 


¿SS 
dl 


Fig. 2-6 


Y Curvas de Á y q. 





ty = 24, rs 


Curvas de q Véase la figura 2-6 


Á =Ci,€s, Cs 


Curvas de A 
q =b,,0», ba, ete. 





Fig. 2-7 
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constante y haciendo gráficas de la primera relación de (2.11). En la misma forma, 
las “curvas de A” resultan de la segunda relación, con q constante. 


Es evidente, por los ejemplos mencionados, que puede emplearse una gran varie- 
dad de coordenadas (longitudes, ángulos, funciones trigonométricas, áreas, etc.). 


(5) Coordenadas para el sistema mecánico de la figura 2-8. 

Supóngase que las masas m, y mos están conectadas por medio de un resorte 
y pueden moverse únicamente a lo largo de la vertical. Como el movimiento está así 
limitado, la posición de las masas se determina mediante la especificación de sólo dos 
coordenadas, como y, y y2. Asimismo, (y, Y3), (y2, Ya), (q1, Y1), (q2, y1), 
(q1, y2), etc., son adecuadas. Se dice que se ha determinado la configuración del 
sistema cuando se conoce uno cualquiera de estos conjuntos. Entre estos conjuntos de 
coordenadas existen relaciones obvias (ecuaciones de trasformación). Nótese que como 
mi1q1 = m2Q2, Q1, y q2 no son independientes. ¿Serán entonces independien- 


tes q, y y3? 
NS ALIOAA IIS E 








El disco D, está fijo. Dz puede moverse verticalmen- 
te. La masa m3 sirve de cojinete a Dz y no gira. 
e M1, M2, M3 Y ma tienen movimiento vertical 
solamente. Las tensiones en los hilos se representan 
por 71, 72, 73 Y 74. Despréciense las masas de 
D, y D, . 
Fig. 2-8 Fig. 2-9 





(6) Coordenadas para un sistema de masas pendientes de poleas. 

Si se supone que las cuatro masas de la figura 2-9, se mueven verticalmente, se ve 
que cuando se especifica la posición de m,, por y, o por s,, la posición de mz queda 
determinada. Asimismo, al especificar la posición de m2 mediante y O Ss», se 
conocerá la de m¿. (Estas afirmaciones suponen, naturalmente, que todas las dimen- 
siones fijas de los cables y las poleas se conocen.) Así pues, solamente se necesitan dos 
coordenadas para determinar la configuración de las cuatro masas. Al principio es po- 
sible inclinarse por decir que se necesitan cuatro coordenadas, tales como, y,, y2, Y3, 
Y4. Pero en la figura puede observarse que y, + ya = C, y que ya + ya — 2y3 = Ca 
en donde C, y Ca, son constantes. Por tanto, si se conocen los valores de las coorde- 
nadas de cualquiera de los pares (y,, yY2), (y,, Ya), (ya, y3), los valores de las 
otras dos pueden obtenerse por medio de las ecuaciones mencionadas. 


Para ser usadas más tarde, el lector podría demostrar las siguientes igualdades 


Y = h+34+ 1 — l, — lo - 2C, Ya h=38s.-Qq+h (2.12) 
ya = h— 8s1— 2q1 + la, Ya = h-— 84 : 


en donde l, y l2 son las longitudes de los cables. Nótese que las posiciones vertica- 
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les de todas las cuatro masas son conocidas, si se han dado los valores de dos coordena- 
das únicamente (s,, q1). 


(7) Coordenadas posibles para un péndulo doble. 
Las dos masas, m, y m2, de la figura 2-10, están suspendidas de un soporte 
rigido y pueden moverse libremente en el plano X, Y. 


(a) Suponiendo que r, y rz son hilos de longitud fija, se requieren dos coordenadas 
tales como (6, f), (x1, x2), (y1, y2), etc. 


(b) Suponiendo que las masas se hallan sus- : 
pendidas de bandas de caucho, o de re- 
sortes espirales, se necesitan cuatro coor- 
denadas, tales como (ri, .r2, 0, ¿), 
(x1, Y1, *X2, Y2), etc. Las ecuaciones 
de trasformación que relacionan los an- 
teriores conjuntos de coordenadas son 





T1 = Yo + 7r,senó0 

Yi = Yo — T1COS0 (2.13) 
T2 = Yo + risenó + resend 
Ya = Yo — Y1C08Ó — r2C08 4 


Fig. 2-10 
(8) Marcos de referencia móviles y “coordenadas móviles”. 

En la práctica se encuentran muchos problemas para los que es conveniente utili- 
zar marcos de referencia móviles. (Por conveniencia, en ocasiones, las coordenadas me- 
didas con respecto a tales marcos pueden denominarse “coordenadas móviles”.) Algu- 
nos ejemplos generales son: Un marco de referencia sujeto a un ascensor, a un tren en 
movimiento o a una plataforma que gira; ejes de referencia adheridos a la Tierra con 
el fin de determinar movimientos con relación a ésta; un marco fijo al interior de un 
satélite artificial; etc. 


Se ha mencionado ya un ejemplo específico (véase la ecuación (2.3)), pero quizá 
puede ser útil citar los siguientes ; 


(a) Supóngase que en la figura 2-1, el origen O posee una velocidad inicial (v,, vy) 
y una aceleración constante (a,, a,), mientras los ejes giran con velocidad an- 
gular constante w. Lógicamente, las ecuaciones (2.2) toman la forma | 


Ti = Ut + jazxt? + 22C08ut — Yasenot (2.14) 
Y = Ut + jayt? + xasenal + Y2C08 ut 
Una vez más se ve que x, = x1(x>, ya, t), etc. 


(b) Si se hace oscilar a lo largo de una recta inclinada, al soporte de la figura 2-10, se- 
gún xo = Ao + A sen wt y yo = Bo + B sen wt, las relaciones (2. 13) tendrán la 


forma ta = Ao + ÁSenol + rsen9 + resend (2.15) 
Y = Bo + Bsenul — ricog9 — T2C084% 
tc., lo cual puede indicarse como x2 = xa(Ílr,, ra, 0, $, t), etc. Es importante 


entender y desarrollar un sentido del significado físico y geométrico asociado con 
relaciones simbólicas de este tipo. 

(c) Si en la figura 2-9 se le da al soporte una aceleración vertical constante con veloci- 
dad inicial v,, entonces h = v,t + ¿at? y las relaciones (2.12) deben escribirse 
y; = Ut + dat? + sa + q1 + constante, etc. 

(d) Supóngase que los ejes Q, y Q de la figura 2-5 giran alrededor del origen con 
velocidades angulares constantes, w, y wz, de modo que a = wit y B = wal. 
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Aun así es posible usarlos como “marco de referencia” (aunque para la mayoría 
de los problemas no resulta muy deseable). Las relaciones (2.7) se convierten en 


zx q,C08w,f + (,C08 w, 1 (2.16) 
y q, seno,t + q,seno,t 


o bien, x = x(q,, q2, t), etc. 


Es importante observar que los marcos de referencia de los ejemplos anterio- 
res son no-inerciales. 


Finalmente, con respecto a las ecuaciones de trasformación, en general se 
tiene 


(i) Como regla general, todas las coordenadas de un sistema son funciones de todas 
las demás y del tiempo (si los marcos son móviles), como puede verse en las ecuá- 
ciones (2.14), (2.15) y (2.16). 


(ii) En los ejemplos anteriores, la mayoría de las ecuaciones de trasformación rela- 
cionan las coordenadas rectangulares con algunas otras. Pero si se desea, normal- 
mente pueden escribirse ecuaciones que relacionen varios tipos de coordenadas. 


2.3 Coordenadas generalizadas. Grados de libertad. 


(1) Coordenadas generalizadas. 

Como se ha visto en los ejemplos precedentes, puede emplearse una gran variedad 
de coordenadas. Así, por conveniencia, se usa la letra q como simbolo general para re- 
presentar coordenadas, no importa cuál sea su naturaleza. Por tanto, q se denomina 
coordenede-generalizada. 

Por ejemplo, las ecuaciones (2. 15) pueden escribirse como xz = Ay + Á Sen ut + 


qid2 + Q394 Y Ya = Bo + B sen wt — q1 V1 — q2 — qa V1 — q4, en donde r, 
se ha remplazado por q,, sen 4 por q», etc. 


Según el uso común, frecuentemente indicaremos las n coordenadas que se requie- 
ren para especificar la configuración de un sistema, como Qq1, Q2, .-.»4Qn- 


(2) Grados de libertad, definición e ilustración. 
Una de las primeras consideraciones en la solución de un problema es la determi- 
nación del número de “grados de libertad” del sistema. Estos se definen como 


El número de coordenadas independientes (sin incluir el tiempo) que se requieren 
para especificar completamente lá posición de todas y cada una de las partículas o 
partes componentes del sistema. 


El término “parte componente” se refiere aquí a cualquier parte de un sistema, 
tal como una palanca, un disco, un piñón, una plataforma, etc., que debe ser tratado 
como un cuerpo rígido y no como una partícula. 


A continuación se incluyen ejemplos que tienen desde uno, hasta muchos grados 
de libertad. 
(a) Sistemas con un grado de libertad. 


Una partícula restringida a moverse en una línea recta (una cuenta ensartada en un hilo rígido) 
cuya ecuación es y = a + bx. Si se conoce x o y, la otra queda determinada. 


J 


Una cuenta con posibilidad de moverse libremente en un hilo rígido de cualquier forma conocida: 
Parabólica, helicoidal, etc. 


Un péndulo simple con su movimiento confinado RA plano. O un péndulo cuyo hilo se tira hacia 
arriba por un pequeño orificio en un tablero fijo, a una r Hecoñitante. (La longitud del péndulo es una 
función conocida del tiempo.) Nótese que el tiempo nunca se incluye como un grado de libertad. 

.- A > 


La cuenta que se muestra en la figura 2-11, que puede deslizarse libremente a lo largo de la varilla 
que gira alrededor de p, de alguna manera determinada. 
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a =Constante = w; 






a 
MIE 2 Y 2 
As Eje de rotación Y 
8 





Fig. 2-11 Fig. 2-12 


(b) Dos grados de libertad. 
Una partícula con libertad para moverse en contacto con un plano o con una superficie conocida 
cualquiera: Esférica, cilíndrica, etc. 


La palanqueta de la figura 2-12, que puede deslizarse libremente a lo largo del eje Y y al mismo tiem- 
po girar alrededor del mismo eje. 


El sistema de masas y poleas de la figura 2-9. En la ecuación (2.12) se observa que si se han dado los 
valores de sí y q,, se conoce la configuración completa. Si el soporte AB se está moviendo, se requieren 
dos coordenadas y t; sin embargo, aún así se considera que existen dos grados de libertad. 


El péndulo doble de la figura 2-10, siendo r, y r2 hilos de longitud constante. 
(c) Tres grados de libertad. 7 b 


Una partícula libre de moverse en el espacio. 
Coordenadas posibles: (x, y, 2), (r, 4, 0), etc. 






Cuerpo rígido 
sujeto a la 
barra OB 


Un tablero o una lámina que puede deslizarse 
libremente sobre un plano. Se requieren dos coordena- 
das para traslación y una para rotación. 


El péndulo doble de la figura 2-10, si se supone 
que r, es una banda de caucho y rz tiene longitud 


Unión esférica 


fija. | 
Un cuerpo rígido que puede girar libremente al- X A 
rededor de cualquier punto fijo, O, como se muestra 
en la figura 2-13. La orientación queda completamen- La línea ab es normal a la barra Ou y está 
te determinada por 0, $, a. (m es una partícula en el plano AOZ. La recta ac es normal a la 
' barra. , 
cualquiera del. cuerpo.) Fig. 2-13 


El sistema de la figura 2-8 con un resorte adicional y una masa conectados a m». 






1 
1 
i 





S 


Fig. 2-14 
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(d) Cuatro grados de libertad. 
El péndulo doble de la figura 2-10 con longitudes variables en r, y rz (bandas de caucho o resortes 
en espiral). 


La disposición de la figura 2-14, en donde m; puede moverse únicamente en sentido vertical. La 
partícula m2 puede moverse libremente en cualquier forma bajo la acción de la gravedad, sostenida por 
una banda de caucho. 


El sistema de poleas de la figura 2-15, suponiendo únicamente movimiento vertical. 


El cuerpo rígido que se muéstra en la figura 2-13, con la posibilidad de que la unión esférica se deslice 
sobre el eje X. 


(e) Cinco grados de libertad. 


El cuerpo rígido de la figura 2-13 con la posibilidad que la unión esférica se mueva siempre en contac- 
to con el plano X Y. Un sistema de cinco poleas montadas como se indica en la figura 2-16. ” 





Los resortes de torsión c,, cz, cz, etc., permiten que los discos tengan movimiento relativo entre ellos. 


Fig. 2-16 


El. sistema de poleas de la figura 2-15 con un resorte intercalado en el cable.que conecta a m, con ma. 


Cinco partículas unidas linealmente con resortes como se muestra en la figura 2-18, con movimiento 
horizontal únicamente (o sólo vertical). ¿Se tendría un número igual de grados de libertad si no existieran 
los resortes, es decir, sin ninguna conexión entre las masas? 


(f) Seis grados de libertad. 


El péndulo doble de la figura 2-10, con las partículas m, y ma suspendidas por bandas de caucho 
y con posibilidad de moverse libremente en el espacio. 


Un cuerpo rígido que puede moverse libremente en el espacio, aunque se encuentre sujeto a resortes 
de cualquier forma. 


El cuerpo rígido de la figura 2-13 con otro cuerpo rígido ligado a él por medio de una unión esférica, 
por ejemplo en P. 


El sistema de poleas de la figura 2-15 con resortes intercalados en cada uno de los cables que sostienen 
a ma y a ma. 


(2) Muchos grados de libertad. ú 

Dos tableros articulados entre sí, de modo que el ángulo entre ellos puede variar y además pudiendo 
moverse el conjunto de cualquier manera aparte de la restricción de la articulación. Tal sistema tiene siete 
grados de libertad. 


Una sucesión de siete poleas como las de la figura 
2-16 tiene siete grados de libertad. Un sistema consisten- 
te en tres partículas suspendidas una de la otra, como 
formando un “péndulo triple” posee ocho grados de li- 
bertad siempre y cuando dos de los hilos sean elásticos 
y el movimiento no esté restringido a un plano. Si las 


tres cuerdas son elásticas el sistema tiene nueve grados 
de libertad. 


Dos cuerpos rígidos ligados por medio de una unión 
esférica y con posibilidad de moverse en el espacio con 
libertad, tienen nueve grados de libertad. 





El sistema que se muestra en la figura 2-17 posee 
diez grados de libertad. Se necesitan tres coordenadas 
para localizar el punto p, dos más para determinar la 
configuración de la barra (suponiendo que la barra no TT 
gira sobre su propio eje), tres más para fijar la posición S 
de mz, y finalmente, dos más para localizar a m, (su- Diez: Erócos ce Iberia 
poniendo que el hilo que la sujeta tiene una lorgitud 
fija). Fig. 2-17 






y m3 pueden moverse libremente +: el 
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La disposición de resortes y “partículas” de la figura 2-18 puede tener diferentes números de grados 
de libertad según como se les permita moverse. Si el movimiento se limita al eje Y, el sistema tiene cuatro 
grados de libertad; si se restringe al plano X Y, habrá ocho grados de libertad. Si m, y m2 pueden mo- 
verse sobre el eje Y únicamente, mientras que ma y m4 pueden moverse en el plano X Y, el conjunto po- 
seerá seis grados de libertad. Si todas las partículas pueden moverse de cualquier forma, el sistema tendrá 
doce grados de libertad; y si todas las masas se consideran como cuerpos rígidos, serán veinticuatro. 


1Z 





Fig. 2-18 


Se ve entonces, que los sistemas mecánicos pueden tener cualquier número finito 
de grados de libertad. El número depende en cada caso del número de masas que se 
consideren y de las restricciones geométricas que se impongan a sus movimientos. In- 
clusive, muchos sistemas pueden considerarse como un número ilimitado de grados de 
libertad. Un resorte espiral, una cuerda en vibración, la cara de un tambor, etc., son 
ejemplos de este caso, si se supone que están compuestos de un número ilimitado de 
partículas. En muchos problemas, aunque no en todos ellos, las masas de los resortes, 
de los hilos, etc., pueden despreciarse. Así se hará en este texto. 


Los sistemas que poseen un “número infinito de grados de libertad” se tratan por 
otros métodos bien distintos. 


(3) Selección de coordenadas independientes. 

En el procedimiento matemático de la solución de un sistema, usualmente existen 
muy amplias posibilidades para seleccionar las coordenadas que han de considerarse 
como independientes. 


En el caso de-un péndulo simple, usualmente se toma el desplazamiento angular 
9, del hilo. Sin embargo podrían emplearse las coordenadas x y y de la pesa, o mu- 
chas otras. 


En la figura 2-9 se observa que al conocerse las coordenadas de cualquiera de los 
pares, (yr, y2), (sa, q2), (ya, ya), (S1, q1), (Sa, q1), etc., se habrán determinado 
las posiciones de todas las masas. Por tanto, cualquiera de tales pares puede tomarse 
como el sistema de coordenadas independientes, para la solución correspondiente. 


Es bien sabido que ciertas coordenadas pueden ser más convenientes que otras. De 
tal manera que las coordenadas escogidas en cada caso particular, deben ser las que 
parezcan más convenientes para el problema entre manos. La selección final depende- 
rá, en buena parte, de la comprensión y de la experiencia. 


2:4 Grados de restricción, ecuaciones de restricción, coordenadas superfluas. 


Por lo visto en el numeral anterior, es evidente que el número de grados de libertad depen- 
de no solamente del número de masas consideradas, sino también de cómo se halle restringi- 
do físicamente el movimiento de cada una de ellas. Una partícula que puede ocupar cualquier 
posición en el espacio, tiene tres grados de libertad. Para determinar su posición se requerirán 
tres coordenadas independientes como (x, y, 2), (r, q, 6), etc. Pero si el movimiento se res- 
tringe a una línea (una cuenta ensartada en un alambre rígido), con una sola coordenada 
será suficiente. Se dice entonces, que la cuenta tiene dos grados de restricción y dos de las tres 
coordenadas que se necesitan para una partícula libre, son ahora “superfluas”. 


Es entonces evidente que un sistema de p partículas puede tener un máximo de 3p gra- 
dos de libertad, y el número n, estará dado finalmente por 
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n = 3p — (grados de restricción) (2.17) 


Las restricciones de un sistema pueden representarse por ecuaciones de restricción. Si la 
cuenta está restringida a moverse a lo largo de una recta en el plano X Y, la ecuación de tal rec- 
ta, y = a + bx, junto con z = O, son las ecuaciones de restricción. Si el alambre está en 
forma parabólica, y = bx? y z = 0 son las ecuaciones de restricción. 


Considérese una vez más la figura 2-19. Se ve que para movimiento vertical únicamente 


. (2.18) 


1 =C,, 21=01; %2 = Ca, Za = da; etc. 
Y1 + y3 = constante; 3(y2 + ya) — Y3 = constante 


en donde x, y 2, son las coordenadas de m,; C, y b, son constantes, etc. Así, en defini- 
tiva, hay diez ecuaciones de restricción y los grados de libertad se han reducido de un máximo 
de doce, a dos. Puede decirse entonces, que diez coordenadas son superfluas. 


2.5 Restricciones móviles. 


Con frecuencia se da el caso de que algunas, o todas las restricciones de un sistema estén 
en movimiento. 


Un ejemplo sencillo se muestra en la figura 2-11 en donde la barra está girando en el pla- 
no X Y alrededor del eje indicado, con velocidad angular constante, w,. La cuenta m puede 
deslizarse libremente a lo largo de la barra y como a = w,t, la ecuación de restricción puede 
escribirse entonces, y = s + (tan w,¡t)x. Nótese que t aparece explícitamente en esta re- 
lación. 


Como extensión de este ejemplo, supóngase que los ejes X y Y del ejemplo en considera- 
ción son los mismos X2 y Y, que se trasladan y giran en la figura 2-1; entonces, ya = s + 
(tan w,t)x2. Por consiguiente, las ecuaciones de trasformación (2.14), en función de x, y t 
(igualmente podrían haberse expresado en función de y, y £) tienen la forma 


Li Vat + ¿azt? + 22C0Sut — (s + 2 tan u,l) sen wé 
Yi VYyt + jay? + xasenat + (s + ta tano, t) cos ot 


en donde, tanto x, como y, son ahora funciones de x2 y t solamente. . 


(2. 19) 


Observación general: Desde un punto de vista puramente matemático, las ecuaciones de 
restricción son sencillamente relaciones existentes entre las 3p posibles coordenadas que salvo 
por esto, son independientes. De una manera general, pueden indicarse como 


$ (Q1, 02, ...,Gp,t) = 0, endonde ¿=1,2,...,8p—1 (2.20) 
2.6 Ecuaciones de trasformación “reducidas”. 


Si se supone que no existen restricciones, sino posiblemente marcos de referencia móviles, 
las ecuaciones de trasformación que relacionan las coordenadas rectangulares de las p partícu- 
las con las 3p coordenadas generalizadas, pueden indicarse como x, = x,(q1, Q2, ..-, Q3p, L), 
etc. 'Sin embargo, si hay restricciones fijas o móviles, las coordenadas superfluas pueden ell- 
minarse de las relaciones anteriores mediante el uso de las ecuaciones de restricción, quedando 


Li = Zi(Q1, 02, ..., Gn, €); Ys = YilQ1, 02, - - ., Qu, E); 2 = 2i(Q1, Q2) » - », Gm, 8) (2.21) 


las cuales contienen ahora únicamente las coordenadas que son independientes, en un núme- 
ro igual al de los grados de libertad del sistema. Nos referimos a estas ecuaciones llamándolas 
ecuaciones de trasformación “reducidas”. Debe aclararse que en (2.21) puede aparecer t expli- 
citamente como resultado de tener coordenadas móviles, restricciones móviles, o ambos. 
Ejemplos sencillos de (2.21) lo constituyen las ecuaciones (2. 12) en las que no aparece t, otam- 
bién (2.19) en las que sí aparece £, explícitamente. 


En breve se verá claramente la gran importancia que tienen relaciones como (2.21) para 
obtener expresiones de velocidad, energía cinética, energía potencial, etc., en función única- 
mente de las coordenadas independientes. 
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. Notas. (a) En algunos casos, el álgebra que se utilizaría para eliminar las coordenadas 
superfluas puede resultar complicada. (b) Los casos, relativamente escasos, de sistemas “no- 
holonómicos”, permiten solamente que sus ecuaciones de restricción se escriban en forma di- 
ferencial, no integrable. Véase el numeral 9.12. 


2.7 Velocidad expresada en coordenadas generalizadas. 


Las expresiones para la velocidad. de un punto o de una partícula pueden obtenerse por 
cualquiera de los dos procedimientos siguientes. El primero porie de relieve la definición fun- 
damental de velocidad y las ideas básicas físicas y geométricas pertinentes. El segundo pro- 
cedimiento es más conveniente. 


(1) La velocidad para un elemento de trayectoria, As. (As considerado 
como vector.) 

Supóngase que el punto p de la figura 2-19 se mueve una distancia As desde a 
hasta b, en un tiempo At. La velocidad promedio en el intervalo será As/At. 
Cuando At se aproxima a cero, se escribe 

velocidad = lim*% = ¿ (2.29) 
át-0 At 
en donde s es una cantidad vectorial de magnitud, |ds/dt|, dirigida según la tan- 
gente a la trayectoria en a. Para apreciar mejor las ideas físicas y geométricas impli- 
cadas, puede pensarse que la partícula tiene una velocidad “en la dirección de la tra- 
yectoria” en todos los puntos de su recorrido. 


La anterior definición de velocidad no hace referencia a ningún sistema de coor- 
denadas en particular. Pero naturalmente As puede expresarse en cualquier sistema 
que se desee de tal manera que al pasar al límite At— 0, $ queda expresada en ese 
mismo sistema. Ejemplos: 

En coordenadas rectangulares, (As)? = (Ax)? + (Ay)? + (Az)?. Dividiendo 
por (At)? y pasando al límite, puede escribirse 


8 = 24942 (2.23) 


Z Elemento de distancia As 
ás = ar + ruao + y sento ag" 





Fig. 2-19 Fig. 2-20 


En coordenadas esféricas (véase la figura 2-20), 
(As)? = (ar + r2(40)? + r? sen? 9 (A9)? 


por tanto 8 = 12+ 18 + sento pe (2.24) 
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En el sistema oblicuo bidimensional de la figura 2-5, supóngase que p representa una 
pequeña distancia cualquiera As. Se observa que (As)? = (Aq,)? + (Aq2)? + 
2(Aq1)(4q2) cos (8 — a); y por tanto 
$2 = q2 + q2 + 2q1q2 cos (8 — a) (2.25) 
A continuación se describen esquemáticamente las etapas necesarias para hallar 
las velocidades $, y S2 de m, y mz, respectivamente, de la figura 2-10. Básica- 
mente, éstas serán As,¡/At y As»/At. Se traza una pequeña distancia del recorri- 
do del péndulo y se indican As, y As2 como los desplazamientos correspon- 
dientes de m, y mz respectivamente; de acuerdo con la geometría de la figura (y 
luego de una cantidad considerable de operaciones monótonas) se pueden expresar los 
desplazamientos en función de r,, Ar, 6, A6, rz, Arz, $ y Af. Después de divi- 
dir por (At)? y pasando al límite, los resultados finales son 


82 = ri4 8 
$82 = 124 y?Ó + 2017 + rir204) cos ($0) (2.26) 
+ 12 + rig? + 2(1,720 — rarig)sen($ — 0) 
Debe notarse que aunque la expresión de S2 resulta complicada, básicamente 
no es más que un elemento de longitud As2, dividido por el correspondiente ele- 


mento de tiempo At. Nótese también que tal como se ha expresado arriba, $2es 
función de todas las coordenadas, así como de sus derivadas con respecto al tiempo, es 


decir, 82 = 82 (71, 0, Pa, b, Yi, O, Y2, ¿). 


(2) La velocidad, usando las ecuaciones de trasformación. 

Si se tiene una expresión para s en cierto sistema de coordenadas, podemos expre- 
sarla en otro sistema por medio del uso de ecuaciones de trasformación (o de ecuacio- 
nes de trasformación reducidas) que los relacionen entre si. Ejemplos: 

Derivando con respecto al tiempo las ecuaciones (2.6), y sustituyéndolas en (2.23), 
se obtiene (2.24). 

Derivando las relaciones (2.13) e insertándolas en (2.23) se obtienen, con poco tra- 
bajo, las ecuaciones (2.26). 


De las relaciones (2. 12) se concluye en forma inmediata, que las velocidades de las 
masas individuales vienen dadas por 
Yi = 84 + 1, Yo = —84 — 291, Ys = —314 — d1, Ya = —384 (2.27) 
Naturalmente, esto supone que A sea constante. Nótese que todas las velocidades se ex- 
presan en función de s, y q,, Únicamente. 
Para utilizar en un ejemplo posterior, considérense las velocidades verticales, 
Y, y yz de m, y ma, de la figura 2-8, con respecto al eje X, inmóvil. Se trata de 


expresarlas en términos de y, y q,. Como puede verse en el diagrama, y, = y + 31, 
Ya = Y — Q2 y miq1 = m2Q2 (relación del centro de masa). Por tanto, 


Yi => Y +01, Ys — Y (2.28) 


(3) La velocidad expresada en función de las coordenadas móviles. 

Debe entenderse que en el método de Lagrange para solución de problemas, una 
de las primeras consideraciones consiste en determinar la velocidad de todas las par- 
tículas, con respecto a un marco inercial. Si se utiliza un marco de referencia en el que 
algunas o todas las coordenadas seleccionadas sean no-inerciales, (lo cual implica que 
eventualmente se trate de hallar el movimiento del sistema con relación al marco mó- 
vil) la velocidad que se requiere no es la relativa al marco móvtl, sino la relativa a los 
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ejes inerciales, aunque expresada en función de las coordenadas móviles. (La razón 
de lo anterior se verá con claridad en el capitulo 3.) Algunos ejemplos aclararán esto y 
mostrarán cómo obtener los resultados deseados. 


Como un caso sencillo, supóngase que los ejes X2, Y2 y Z2 de la figura 2-2 
se mueven paralelamente al marco fijo X,, Y,, Z, con aceleración constante 
(a,, a,, 4,). Las ecuaciones de trasformación serán, x, = U,t + 3a,t? hs X2> etc. 
Las componentes de la velocidad de p con relación a los ejes fijos son X1, Y1 y 21, 


y con respecto a los ejes móviles, x2, Ys y 22. Utilizando las ecuaciones de trasfor- 

mación, ; e 

1 = Ur + Axl —- Lo, etc. (2.29) 
. e, . - . 0 . ., 

lo cual expresa la velocidad de p con relación a los ejes estacionarios pero en función de 

las velocidades relativas a los ejes móviles, y del tiempo. 


Si se considera que el marco X>,, Y2, Z¿ se mueve de cualquier manera (con 
rotación y traslación) las ecuaciones correspondientes serían, 


Li = Lo + l, 2 + lo Ya + laZo + 22 + Loya + laZo, etc. (2.30) 


En este caso, xo, Yo, 20 y todos los cosenos directores estarán cambiando con 
el tiempo. Las ecuaciones (2.30) desempeñan un papel muy importante en el estudio de 
la dinámica de los cuerpos rígidos, capítulo 9. 

Como último ejemplo, considérese el siguiente. D, y D, de la figura 2-21, son 
dos plataformas giratorias. D, se mueve impulsada por un motor con una velocidad 
angular $, con respecto a la Tierra. D,, que está montada sobre D, es movida por 
un segundo motor a una velocidad angular 6,, con relación a D,. Los ejes X, y 
Y, están fijos con respecto a la Tierra. La línea ab está adherida a la superficie de D,. 
Los ejes X y Y, están fijos a la superficie de D2. Una partícula de masa m pue- 
de moverse libremente, pero en contacto con D,. Se trata de hallar una expresión 


A 





1, Y1 = coordenadas de m con respecto a los 
ejes estacionarios X, y Y. 


Fig. 2-21 


para su velocidad con respecto a la Tierra, pero en función de las coordenadas polares 
móviles, r, a, y otras magnitudes. 


Puede observarse fácilmente que 


1 = 80861 + Tcos Bf, Yi = ssen0, + rsenf 
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en donde $ = 0, + 92 + «. Derivando y sustituyéndola en v? = 2?+y?, se obtiene, 
y = 528? + 289,7 sen(02+ a) + 282 ++ 250, Br cos (02 + a) (2.31) 


lo cual es correcto, sin importar en qué forma los motores hagan variar con el tiempo 


a 6, O 62. Si, como un caso especial, se supone que $, = w, = constante y que 0, = 


= constante, entonces v será una función de r, x,P, « y t únicamente. 


Si se desea, v puede expresarse fácilmente en términos de las coordenadas rectan- 
gulares xz y y2, derivando 


a Y, 3c0901 + xacos (01 + 02) — yasen(91 + 02) 
Y = ssenó, + zzsen(0, +02) + ya cos (01 + 02) 


(2.32) 


y sustituyéndolas en v? = 22 +y. 


2.8 Trabajo y energía cinética. 


(1) Proyección de un vector sobre una recta. 

A manera de repaso, considérese la for- 
ma siguiente de expresar la proyección f de 
un vector cualquiera F, sobre la recta ob con 
cosenos directores l y m, como se muestra 
en la figura 2-22. Resulta claro que 


f = Fcosó = F cos («— fB) 


F cosa cos f + F'senasenf 





Pero como F' cos a = F, y cos B =!, etc., 
se tiene que f = F,l + F,m. Extendien- Fig. 2-22 
do esto a las tres dimensiones 


f = Fil + Fym + Fon (2.33) 


En la figura 2-23, ds es un elemento ab de la línea AB. 7 es la tangente en a 
cuyos cosenos directores son dx/ds, dy/ds y d2/ds. Por tanto, la proyección f de 
un vector cualquiera F' sobre r estará dada por 


de 


f = Fecos0 = F: 3 


+ Fy == + F.—=— (2.34) 


| Z 
| 










" ES 


Fig. 2-23 
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(2) Definición de trabajo. . 

Supóngase que F es una fuerza que actúa sobre un cuerpo en el punto a, y que es- 
te punto de aplicación se mueve sobre la trayectoria desde a hasta b. Entonces (aunque 
el desplazamiento no se deba por completo a F, sino también a otras fuerzas que es- 
tén actuando sobre el cuerpo) el elemento de trabajo dW hecho por F estará dado por 
dW = F ds cos 6, una cantidad escalar. Teniendo en cuenta (2.34) esto puede es- 
cribirse, 

dW = F:.dx+"F,dy + F.dz (2.35) 


Así, el trabajo hecho a lo largo de una trayectoria finita de A a B, será 
B 
W = $ (Fado +F,dy + Fede) > (2.36) 
A 


Esta expresión general es correcta, inclusive en el caso en que F' varíe en magnitud y 
en dirección a medida que cambia de posición (puede ser una función de x, y y 2). 


(3) Definición de energía cinética. 

Supóngase ahora que F es la fuerza neta que acelera la partícula m mientras ésta 
se mueve sobre la trayectoria AB. El trabajo realizado sobre la partícula está dado por 
(2.36) y si X, Y, Z son ejes inerciales, F, = mx, etc. Si se escribe ?dx = zdz, la 
ecuación (2.36) queda, 

B is pd de m,. 6 0 m 
W = $ míxdx + ydy + z2dz) = y (+ y.+2) ] = y (05 — V4) 
A 
lo cual es una expresión del trabajo necesario para cambiar la velocidad de la particu- 
la desde v, hasta v,, una magnitud escalar que depende únicamente de m y de 
los valores de v, y Up- 


Si la velocidad inicial, v, = 0, se tiene que W = ¿muf lo cual conduce a la 
siguiente definición de energía cinética. 


La energía cinética de una partícula es el trabajo requerido para incrementar su 
velocidad desde el reposo hasta un cierto valor v, con respecto a un marzo de referen- 
cia inercial. 


Como se ha demostrado, esto es igual a ¿mu?; y como es una magnitud es- 
calar, la energía cinética T, de un sistema de p partículas, será 


TE 5$ mv; (2.37) 
(=1 


en donde naturalmente, las velocidades v,, pueden expresarse en cualquier sistema 
inercial de coordenadas y sus derivadas con respecto al tiempo, o en función de estas 
cantidades expresadas en coordenadas no-tinerciales. 


De la ecuación (2.37) se sigue la expresión para la energía cinética de un cuerpo 
rígido que gira con velocidad angular 4. La velocidad de una cualquiera de las par- 
tículas es rg en donde r es la distancia normal que va desde el eje hasta la partícula. 


Si se considera que la masa de la partícula es dm y se remplaza la suma por una in- 
tegral, la ecuación (2.37) podrá escribirse 


72 e 
T = S(S7óm) E - (2.38) 


en donde se ha definido el “momento de inercia” /, por medio de la integral. Supo- 
nemos que el estudiante está familiarizado con el uso de la relación anterior en pro- 
blemas sencillos y por tanto el estudio general de los momentos de inercia y la energía 
cinética de los cuerpos rígidos se aplaza para los capítulos 7 y 8. 
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2.9 Ejemplos ilustrativos de la energía cinética. 
(1) Energía cinética de una partícula. 


T = (él + y? + 22), véase la ecuación (2.23) 
Tm = SA + 126? + r?sen? 0 $), véase la ecuación (2.24) (2.39) 
TES 3 18 + qÍ + 20102 cos (B—«)], véase la ecuación (2.25) 


Utilizando las ecuaciones (2.11) y la primera de las anteriores (con z = 0) puede 
expresarse T en función de las coordenadas A y q, y sus derivadas con respecto al 
tiempo. 


(2) Energia cinética del lina doble (Fig. 2-10). En coordenadas rectangulares 
TOS Pt + +0) (2.40) 


Si las masas se hallan isa por resortes o bandas de caucho, el sistema tiene 
cuatro grados de libertad y en la ecuación (2.40) no habrá coordenadas superfluas. 
Si en cambio, se supone que r, es un hilo de longitud constante, se tendrá que xí + 
y? = rí = constante, (una ecuación de restricción). Con esto puede eliminarse y, de 


(2.40), quedando 
Mi 2,71 
Lu m2) + E ás 2 + Y) (2.41) 


En función de las coordenadas r,, ra, 6 y 4 (suponiendo que todas son va- 
riables, y con referencia a las ecuaciones (2.26)), 


T = on (1? + 282) el lr +10 ++ y24? 


+ Ihre) cos tó—0) + 2d e eng] EL 


(3) Energia cinética del sistema de la figura 2-9. Despreciando las masas de 
las poleas y suponiendo únicamente movimiento Ad 

T= Dni GATES 
Aunque esta expresión es correcta, contiene dos coordenadas superfluas ya que el siste- 
ma tiene sólo dos grados de libertad. Por medio de las ecuaciones de restricción, y, + 
yg = Cr y (ya — Y4) + (ya — ya) = C2z pueden eliminarse las velocidades 
Ya Y Ys, quedando entonces 


T = HKm+ma+4m)y? + Kmo+maj? + 2% 00 (2.43) 


Aplicando acá las relaciones (2.27), en forma inmediata puede expresarse T' en 
función de s, y de q,, si se desea. 


Como se ha observado, las coordenadas superfluas pueden ser eliminadas de T 
por medio de las ecuaciones de restricción. Esta posibilidad reviste importancia en 
desarrollos posteriores. 


(4) Energía cinética expresada en coordenadas no-inerciales. 


Básicamente, la energía cinética se toma siempre con respecto a un marco iner- 
cial puesto que las velocidades v, en la ecuación (2.37) deben ser medidas en coorde- 
nadas inerciales. Sin embargo, como ya se explicó, las expresiones de v, en coordena- 
das inerciales pueden escribirse en función de coordenadas no-inerciales por medio de 
las ecuaciones de trasformación adecuadas. 
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Considérese el sistema de la figura 2-8. Para movimiento vertical únicamente 
T = jm, y? + 4mo y? puesto que y, y y2 son inerciales. Nótese que T no es 
igual a jm, y? + im. y?, ya que yz es no-inercial. Sin embargo, T puede expre- 
sarse en función de y, y Y3, como sigue. Como ya = Y¡— Ya, Ya = Yi — Ya, 
entonces, . . . 
T = imy + ¿mel(Y — Ya)? 
Si, por otra parte, se eliminan y, y yz de la expresión original, T, en fun- 
ción de y y q, (y es inercial pero q, es no-inercial) queda, 
r=(% Y+ (ma J% ia 


ai = (Mimo ja y 1 (mima) yy 
Y en función de y y ya, T = ( 3 )i +3 MEM Y3 - 
Considérese el primero de los ejemplos estudiados en el numeral 2.7(3). Aplicando 
las ecuaciones (2.29) vemos que si p representa una partícula, su energía cinética es 


T = jm[(v: + art +22)? + (0, + Qyt + Yo)? + (6: + azt + 22)?] (2.45) 


en donde v,, a,, etc., son constantes. Nótese que la expresión incluye explíci- 
tamente el tiempo. 


Si el origen O, de la figura 2-1, posee una velocidad inicial (v,, v,) y una ace- 
leración constante (a,, a,) al mismo tiempo que los ejes giran con una veloci- 
dad angular constante w, de las ecuaciones (2.14) tenemos 


1 = Uz + Mzt + Zo COBut — Tzu senut — y2 senot — Yaw COS wb 


Al tomar esta ecuación junto con la expresión de y, y remplazarlas en T = 
jm(x? + y?) tendremos a T en función de x2, yz, X2, Y2, t. 
Con referencia a la figura 2-21 y a la ecuación (2.31) se observa que la energía ci- 


nética de la partícula que puede deslizarse libremente en contacto con la segunda 
superficie giratoria, está dada por 


T = ¿mjs?ó! + 280,7 sen(0:+a) + 1282 + 1? + 286,Br cos(0:+0)] (2.46) 


Debe notarse que (2.46) es correcta, no importa la suposición que se haga res- 
pecto de las variaciones con el tiempo de 9, y de 0,. En el caso de velocidades 
angulares constantes, sencillamente se remplazan B, y 02 por las constantes 
wi Y w2. Pero si se supone que D, y D» oscilan según 0, = Á sen at y 02 = 
B sen bt, entonces se deben remplazar 6, y $2 por Aa cos at y Bb cos bt, res- 
pectivamente. En tal caso T incluirá a t, explícitamente. 


2.10 Teorema del “centro de masa” para la energía cinética. 


Considérese un sistema de p partículas que se mueven con respecto a un marco inercial 
X, Y, Z. Supóngase un segundo marco X”', Y”, Z' cuyo origen está situado en el centro de masa 
de las partículas y se mueve solidariamente con éste, al mismo tiempo que sus ejes X”, Y' y Z' 
se conservan paralelos a X, Y y Z respectivamente. Las ecuaciones de trasformación que rela- 
cionan las coordenadas de una partícula de un sistema con las del otro, serán x= + x' 
y=Y+y' y z= 2+ 2' en donde x, y y 2 son las coordenadas del origen del marco móvil. 
Así pues 


TI = ¿mir = 7 mb (o (0 
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Al hacer la expansión escribiendo M = Em, y teniendo en cuenta que por la definición del 
centro de masa, 3m,x, = 0, que 3m,x, = 0, etc., la expresión anterior se reduce a 


7 = ¿iris + ml + (uy + (69 (2.47 


Con relación a (2.47) deben hacerse cuatro observaciones importantes: : 


(a) Tal expresión demuestra que la energía cinética de un sistema de partículas es igual a la 
de una “partícula” única de masa M = Z3m, (masa total del sistema) localizada en 
el centro de masa y moviéndose solidariamente con él, sumada a las energías cinéticas 
de todas las partículas calculadas con respecto al marco X”, Y”, Z', como si este último fuera 
inercial. 


(b) Lo anterior es igualmente cierto, sin importar si las partículas son libres o si tienen cual- 
quier tipo de restricción. En realidad esto puede aplicarse inclusive a los cuerpos rígidos, 
en cuyo caso el movimiento con relación al marco móvil sólo puede tomar la forma de una 
rotación. 


(c) Si el sistema se supone dividido en dos o más grupos de partículas, es evidente que el 
teorema puede aplicarse a cada uno de estos grupos en forma individual. 


(d) A pesar de que (2.47) se ha escrito en coordenadas rectangulares, es lógico pensar que es- 
ta forma de T puede expresarse en cualquier otro sistema conveniente de coordenadas por 
medio de las ecuaciones de trasformación adecuadas. 


2.11 Una expresión general para la energía cinética de p partículas. 


A continuación se obtendrá una expresión muy general para la energía cinética de un sis- 
tema de p partículas que poseen n grados de libertad y 3p — n grados de restricción. Se su- 
pone que algunas o todas las, restricciones pueden moverse y que algunas o todas las coorde- 
nadas generalizadas son no-inerciales. Esta expresión será muy útil en los capítulos siguientes. 


(1) Como etapa introductoria considérese la energía cinética de una partícula única que ten- 
ga tres grados de libertad (sin restricciones). Suponiendo que alguna o todas las coorde- 
nadas generalizadas se mueven (q1, q2 y 3), las ecuaciones de trasformación pue- 
den indicarse como 


x = x(q1, 92, 93,8); y = y(Q1,Q2, 93,8); 2 = 2(Q1, Q2, Qa, e 


á 0 oX 0) ox o ox o ox 
z == — — 
Derivando, A q + 9q3 2 o 095 3573 + JE? 


Por conveniencia escribimos 


etc. 


zx = 4101 + 4202 + 4303 + a 
Y similarmente, Y = biQ1+b202+b30s+ 8, 2 = C1Q1 + C2Q2 + CaQ3 + y 


en donde, por ejemplo, b3= 0y/0q3, etc. 
Elevando al cuadrado estas expresiones y remplazando x2, y? y 22 en T = 
im(x? + y? + 22), se obtiene finalmente, 


T = jml(aj+b7+chql + (0+03+c20 + (++ cha 
+ 2(a142 + b1b2 + ciCo)q192 + 2(0103 + dbib3 + c1C5)d1 053 
+ 2(a2403 + b2b3 + CaC3)q293 + 2(a1a + dif + cid (2.48) 
+ 2(07 + do8 + C2y)d2 + 2(030 + da8B + CsyQs + a? + Bl + y] 


Nótese que T contiene cuatro clases de términos: Los que contienen d?, los que tienen 
q 9, los que llevan q, únicamente y por último, los que no incluyen ninguna velocidad 


de. las coordenadas. Sin embargo todos los términos son dimensionalmente equivalentes a 
[Mvu?2 |. 
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(2) 


El ejemplo que se da a continuación aportará un mayor sentido a la expresión si- 
guiente. Haciendo referencia a la figura 2-5 y suponiendo que el origen de los ejes Q, y 
Q)7 tiene una aceleración lineal constante a (sin rotación), se ve que 

x = Zo + Uzt + jazt? + q1 0082 + q2C08 $ 
y = Yo + Uyl + Fayt? + Q1 sena + Q2senf 
Derivando y remplazando x2 y y2 en jm(2? +y?), tenemos 
T = ¿m(Q? + q? + 2q,q2 cos(B—a) + 2[(v, + azt) cosa + (vy + ayt) sena]gs 
+ 2[(vx + azt) cos B + (vy +ayt)sen B]g2 + 2(9:4: + Vyay)t (2.50) 
+ (al + apt? 4 v + vu) 
Por simple inspección puede concluirse que (2.50) tiene exactamente la forma de (2.48). 


En efecto, cada uno de los términos de (2.50) puede ser obtenido del correspondiente de 
(2.48) al evaluar los factores a, b, c, etc., por medio de las relaciones (2.49). 


(2.49) 


La relación (2.50) presenta una buena oportunidad para destacar un punto básico. 
db : y ] m / As 
A pesar de su complejidad, el miembro derecho de la ecuación es sencillamente (2 


en donde As es un desplazamiento de p con relación al marco inercial X, Y. 


Para considerar ahora el caso más general mencionado al principio de este numeral, las 
ecuaciones de trasformación pueden escribirse como 


%i = 2i(Q1, Q2, . - ., Gn, t), etc. (2.51) 


en donde :¿ va desde 1 hasta p y además se ha supuesto que las coordenadas superfluas se 
han eliminado por medio de las ecuaciones de restricción. Derivando estas relaciones, te- 
nemos 


uy a . uz 0 . n o 
2 = Y arqrx om Yi = 2 DixQx + Bi Zi = 2 CiQr + y; (2.52) 
k=1 = = 
aquí, por ejemplo, aj; = 02:/0Qx, «a; = 0x40t, etc. Nótese que a,, 4 Uy, etc. 
Por un proceso directo de elevación al cuadrado, puede demostrarse que 


Hz = Y 
h = 


k=1 


e e n , 
2 MGirdadr Qi + 20 2 Und + a (2.53) 
= k= 


Ecuaciones semejantes se pueden obtener para y2 y 22. Eliminando x?, y? y 22 de 


T = 3 mit++ a) 


y agrupando los términos, 


T= VI E , Ma(05: 00 + bixbu + Cix Cu) lia 


id E (2.54) 
a PA [2 Mi(ar01x + Bibix + yen) | dh + > mila? + Bi + y?) 
Lo anterior puede escribirse en forma más breve, así: 
T = »> Audrdi + A Brdx + C (2.55) 


en donde el significado de Ay,, de B, y de C resulta evidente. Nótese que si t no aparece 
explícitamente en las ecuaciones (2.51) (si no hay restricciones o marcos de referencia 
móviles), a, =$, = y, = 0. Por tanto (2.55) se reduce a 


Tos S Auérds (2.56) 
ke! 
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Debe entenderse que (2.51), (2.55) y (2.56) no son simplemente relaciones académicas 
que habrán de permanecer siempre en forma simbólica. Como se demostró en el ejemplo 
anterior, las relaciones (2.51) (relaciones de trasformación con las coordenadas superfluas 
eliminadas) pueden escribirse normalmente en forma explícita para cualquier problema 
en particular. Para esto pueden obtenerse en forma inmediata por medio de diferencia- 
ción parcial, valores para a,,, b,,, etc., los cuales son, en general, relaciones algebrai- 
cas que incluyen las coordenadas y posiblemente el tiempo. En esta forma se obtienen 
expresiones para Ay, B, y C, y finalmente para T. Debe observarse que Ay, B, y C, en 
general no son constantes, sino funciones de q,, q2,...,q, y t pero no de las q. 
Nótese además que A,, = Aj. a 


En el capítulo 8 se deduce una expresión para la energía cinética de un cuerpo rigi- 
do, más útil que (2.55). Véase la ecuación (8. 10). 


2.12 Definición de aceleración y ejemplos. 


Las ecuaciones de Lagrange tienen en cuenta automáticamente todas las aceleraciones, 


sin necesidad de darle a esto ninguna consideración especial. 


Sin embargo, teniendo en cuenta la importancia de esta magnitud en los principios bá- 


sicos y en el desarrollo de la dinámica, se incluye aquí un breve repaso de la definición y de 
los procedimientos para plantear las expresiones generales. 


(1) Consideraciones generales. 


Imagínese un punto (o una partícula) que se mueve en el espacio según la tra- 
yectoria AB, como se muestra en la figura 2-24. En el punto p, su velocidad es vu, 
y luego de un lapso At, en el punto pa su velocidad será vz. En general va no tiene 
ni la misma dirección ni la misma magnitud de y,. Así pues, el cambio Au repre- 
senta un cambio no solamente en magnitud, sino también en dirección. Teniendo es- 
to en cuenta, se define la aceleración del punto móvil en p,, como 

Av, du 




















= — ar Ed A y " 
At para Al O, O sea, a dt (2 57) 
Di Us 
A > ¡Vx 
man + ltda A 
ve (Suma vectorial) ES 
Fig. 2-24 


Es claro que a es una magnitud vectorial que tiene la dirección de Av, cuando 
At —= 0. Esta definición trae consigo el hecho importante de que el vector acelera- 
ción, en general no lleva la dirección del movimiento. (Nótese que el vector velocidad 
vu = ds/dt, definido en el numeral 2.7 lleva siempre la “dirección de la trayectoria”.) 


La definición de aceleración de (2.57) no incluye referencia a ningún sistema de 
coordenadas en particular. Pero como las componentes rectangulares de Av son Ax, 


AY y Az, su magnitud está. dada por (Av)? = (4%)? + (ag)? + (a2)?.. Dividiendo 
por (At)? y pasando al límite, la magnitud de a estará dadatpor 
a = 12+ y? + z2 (2.58) 


Naturalmente su dirección está determinada por los cosenos directores 2/a, y/a, 2/a. 
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(2) La aceleración expresada en coordenadas generalizadas. 

La magnitud de a, dada por (2.58) así como sus cosenos directores, pueden expre- 
sarse en cualquier otro sistema de coordenadas por medio de las ecuaciones de tras- 
formación adecuadas. Ejemplos: 


(a) Aplicando las ecuaciones (2.6) x, y y 2 y luego (2.58), pueden expresarse en coor- 
denadas esféricas. 

(b) Usando las dos últimas ecuaciones de (2.13) y (2.58) puede expresarse la acele- 
ración de m2 en función de r,, ra, 0 y 4 y de sus derivadas con respecto 
al tiempo. 


(c) Por medio de (2.32) y (2.58) puede obtenerse fácilmente una relación para la ace- 
leración de la partícula que se muestra en la figura 2-21, con respecto a los ejes 
estacionarios X, y Y, pero expresada en función de las coordenadas móvlles 
x2 Y Y2, sus derivadas con respecto al tiempo, y el tiempo mismo. (El tiempo 
aparece explícitamente cuando se supone que $, y 0, varían de alguna mane- 
ra en particular con respecto al tiempo.) 


(3) Componentes de la aceleración total según una dirección cualquiera. 
La componente a' de la aceleración a lo largo de una recta con cosenos directores 
l, m y n está dada por (véase la ecuación 2.33) 


a = 11 4my+n2 (2.59) 


lo cual puede, naturalmente, expresarse en otras coordenadas. 


(a) Considérense las expresiones de las componentes de a a lo largo de las coordena- 
das en el sistema esférico (a,, a, y a,); es decir, en las direcciones de los ele- 
mentos de rectas indicados por Ar, rA0 y rsen0 Ag y de la figura 2-20. Exa- 
minaremos a, en detalle. Los cosenos de los ángulos que r sen 9 Ag forma con los 


ejes X, Y y Zson: —sen $, cos go y O, respectivamente. Portanto, ay = —X sen gp 
+ Y cos 4. Eliminando Y y Y por medio de (2.6) después de una cantidad consi- 
derable de operaciones monótonas, finalmente se obtiene la siguiente expresión 
(y en forma semejante las de a, y a9), 


de = r¿senó + 2rg senó + 2r40 cos 6 
dr = YT — 56? — rótsentó (2.60) 
de = rÚó + 2r0 — ré?senó cos 6 


(b) Haciendo referencia a la figura 2-21, se trata de determinar la componente en la 
dirección del radio r, de la aceleración de m (con respecto a los ejes fijos X, y 
Y, ). Se tiene que a, = 121 + mY1 en donde | y m son los cosenos directores de 
r con relación a los ejes estacionarios; es decir, ! = cos $8 y m = sen f (véase 
el último ejemplo del numeral 2.7 (3)). Aplicando. 


Xi = 8C0801 + rcosf, Yi = 8sen0, + rsenf 
se obtiene 


% = Tr—r(6+0.+a) + sósen(02 +a) — 802 cos (02 + a) (2.61) 


Cuando se especifica la manera como se hacen girar las plataformas, a, contiene 
a t explícitamente. 


Como se demuestra en el numeral 3.9 del capítulo 3, éstas y otras expresio- 
nes para la aceleración pueden determinarse fácil y rápidamente a partir de las 
ecuaciones de Lagrange. 
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2.13 “Desplazamiento virtual” y “trabajo virtual”. 


Los desplazamientos virtuales y el trabajo virtual desempeñan un papel muy importan- 
te, como medios para llegar a un fin, en los desarrollos básicos de la dinámica analítica. Pero 
una vez que han servido sú útil objetivo, desaparecen del cuadro. 

(1) Desplazamientos reales y virtuales; trabajo virtual. 

Para simplificar, considérese una partícula de masa m que se restringe a moverse 
en contacto coñ una superficie rugosa, la cual a su vez está en movimiento. Al sufrir 
la acción de una fuerza F (F = suma vectorial de una fuerza aplicada, una fuerza 
de rozamiento y una fuerza de restricción *), m se mueve según una trayectoria de- 
terminada (dada por las leyes de Newton) en el espacio y al mismo tiempo traza una 
curva sobre la superficie. Durante un intervalo de tiempo dt, m experimenta un des- 
plazamiento específico ds (dx, dy, dz) medido con respecto a unos ejes estacionarios, 
por ejemplo. Al referirse a ds aquí, se le llama desplazamiento “real” o “verdadero”. 


Considérese ahora un desplazamiento arbitrario infinitesimal cualquiera, ós (¿x, 
$y, 52) no necesariamente según la trayectoria mencionada. En este caso ós es 
llamado desplazamiento virtual. Por conveniencia, a continuación se mencionan tres 
clases de tales desplazamientos: (a) ¿s en cualquier dirección en el espacio, ignorando 
por completo la superficie (esto puede requerir una ligera distorsión de la restricción); 
(b) 6s en cualquier dirección sobre la superficie móvil, y (c) en cualquier dirección 
sobre la superficie, considerada ahora como estacionaria. 


Para un desplazamiento virtual de cualquier ¿ipo, el “trabajo virtual” hecho por 
F está dado por 


8W = Féscos(F,8s) = F.85x% + Fy8y + F.82 
y considerando un sistema de p partículas sobre las cuales actúan las fuerzas F',, 
F>, ..., F,, con unos desplazamientos ¿s,,682,...,608,, el trabajo virtual total es 
¿7 = Y (FP, su + Fy8u + F.,82) (2.62) 
í=1 


(2) Forma en que las expresiones de ¿W se hacen útiles. 
La sorprendente importancia de (2.62) radica eventualmente en las siguientes 


consideraciones. 
(a) Utilizando x,= x,(q1,G2, ..., G3p, t), €tc., (en donde aparece un máximo de 3p 
j dm 0X:; 0%; 0%; 
coordenadas), se tiene 8x1: = ET da + 90 _—— 82 + “+ 309 8% + SE e, etc., para 


dy, y 62z¡. Para estos desplazamientos, que no tienen en cuenta necesaria- 
mente las restricciones, es claro que ¿W contiene el trabajo hecho por las fuerzas 
de restricción. . 

(b) Empleando las relaciones (2. 21), 2 el numeral 2.6) 


0%; 0Xi 0%: ÓXLI 
XL == 
$2; 30 — $01 + a de — $2 + * dei qn + SE 


Estos desplazamientos no violan las restricciones, pero durante el tiempo tras- 
currido st st los marcos móviles y las restricciones móviles habrán. cambiado de-- 
posición li 1 ligeramente. Entonces, como se demostrará en los ejemplos, ¿ W todavía 


Ha 


contiene el trabajo hecho por las fuerzas de restricción. 


$t, etc. 





* Tensiones en hilos de longitud fija, correas o cadenas de trasporte; compresiones o tensiones en varillas o 
soportes; fuerzas de reacción ejercidas por alambres lisos, varillas o guías de cualquier tipo a lo largo de las cuales 
pueden deslizarse las masas; fuerzas de reacciones entre los dientes lisos de piñones o fuerzas ejercidas por superfi- 
cies lisas con las cuales deben moverse las partes del sistema en contacto con ellas, serán llamadas aquí “fuerzas 
de restricción” (o “fuerzas de ligadura”). Debe entenderse con claridad que en esta clase no se incluyen fuerzas de 


rozamiento, las cuales dependen por lo regular de las fuerzas de restricción y normalmente hacen trabajo (que se 
disipa en forma de calor). 
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(c) Determinando los desplazamientos por medio de (2.21) pero conservando el 
tiempo constante, (es decir, incluyendo en ¿x,,6y, y 5z, los cambios en q,, 
OL: oy: = 
e pe 
tan-Jos-desplazamientos de los marcos y de las ME lila 


e — 02 


q2,-.., Gn, Únicamente y no los términos TE que represen- 


OL; 0%; 
$%; —_ PE n> 0] . 
a o a 5 tdn, ete (2.63) 


Estos desplazamientos tienen en cuenta las restricciones y por consiguiente, el 
trabajo hecho por las fuerzas de restricción suma cero. En efecto, las fuerzas de restric- 


ción se han n_eliminado-de, (2.62). 


En tanto que la veracidad de esta afirmación puede ser comprobada con ejem- 
plos sencillos (numeral 2.14), usualmente no se intenta una demostración general, 
sino que puede considerarse como un postulado básico. 


Sustituyendo (2.63) en (2.62) y reagrupando términos, 
E 4 02; 
sw = >> aa + Ear + E Jo + 
m rs dq + Proa E + Pa 57) (2.64) 


Por otra parte, como las q son independientes, es admisible igualar a cero todos 
los ¿q, menos uno, por seo $q,. Así, (2. + se reduce a 
ox 
Wa, — p> Fa, a En py Ye + F, =— 92 $Qr (2.65) 
3d, dr 
Asimismo, esta expresión no incluye il de restricción, aunque ó5,,0682,..., 08, 
se han restringido de tal manera que sólo q, varíe. Como se ilustra más adelante, 
para encontrar una expresión explícita para 5Wg,, las fuerzas de restricción (que 
originalmente se habían supuesto como parte de F,,,F,, F.) pueden ignorarse por 
completo. 


Este sistema para eliminar las fuerzas de restricción es una de las grandes reali- 
zaciones del método de Lagrange. N 
E CABLE e, 


Las consideraciones anteriores son de vital importancia en el principio de D'Alem.- 
bert. En los capítulos 3 y 4 se verá con claridad su trascendencia en un método 
concreto de planteamiento de las ecuaciones del movimiento, prácticamente para 
todo sistema dinámico. 


2.14 Ejemplos ilustrativos de las consideraciones anteriores (a), (b) y (ec). 


Y 
(i)  Considérese el sencillo dispositivo que se muestra / 
en la figura 2-25. La cuenta de masa m puede des- e fe+ttr ame 
lizarse sobre la varilla lisa OA, la cual se hace girar / 7 Sy y + 3y 
3 


alrededor de O en el plano XY, con velocidad an- 
gular constante, w. Sobre m actúan: Una fuerza 
f, debida al resorte, la fuerza de restricción fa 
(fuerza de reacción de la varilla) y la fuerza aplica- 
da f3. Considérense tres casos: 


1. Supóngase un desplazamiento ¿s para m, per- 
fectamente arbitrario, como si estuviera libre. 
(Esto podría implicar una pequeña deformación 
de la varilla.) Así, como en general todas las i 
fuerzas fi, f2 y f¿ tendrán una componente O 
en la dirección de ¿s, todas ellas harían trabajo, 
según la consideración (a). 


a 
E 


7 A 
7: 

Pa 

.» 


di b 
je > (s +88 tno 
(e + 3Y variable 





(ii) 


(iii) 


1. 
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2. Considerando el movimiento de m limitado a la varilla, se escribe: x = rcoBwt y y = rsenuwt. Así, 
para un desplazamiento arbitrario en el que la cuenta permanece en la varilla y el tiempo varía (teniendo 
en cuenta el movimiento de esta última), 


$r = S8rcoswt — ru dt senot, dy = ó$rsenut + Tu ó8f c08 wt 


Aquí se tiene, $s = ac, como en la figura 2-25. La restricción no se ha violado, y como todas las fuerzas 
tienen componentes según ac, todas hacen trabajo, de acuerdo con (b). 


3. Supóngase que se desprecia el movimiento de la varilla (en realidad se deja fijo £t). Las componentes de ¿s 
son: ¿x = ór COS wi y óy = ór sen wt. Este desplazamiento lleva la dirección de la varilla: ¿s = ¿r = ab. 
Es claro que f, y fy hacen trabajo pero f2, no (se supone perpendicular a la varilla), según (c). 


Considérese el sistema que se muestra en la figura 2-9, en donde 7;,, 2, etc., se refieren a las tensiones de 
los hilos de longitud fija. Se supone que todas las poleas tienen masa y por tanto, 71, 4 73,72% 14,72 + 14% 73. 
Entonces, para un desplazamiento virtual de cada una de las masas, en dirección vertical (suponiendo que 
los hilos están siempre en tensión), (2.62) se convierte en 


sW = (mg-—",)88, + (m,9 + 7, + 7, — 74)88, 
+ (m,g9 — 7,88, + (m,g — 7,388, + (r, — 71,)R,80, + (r, — TR, 80, (2.66) 


en donde 9, y 02 son los desplazamientos angulares de las poleas superior e inferior, respectivamente, y ma 
se considera como la masa total de la polea inferior. 


Si se consideran los desplazamientos anteriores como arbitrarios (sin estar de acuerdo con las restric- 
ciones), resulta claro que el trabajo hecho por las fuerzas de restricción (las tensiones), en general no será 
igual a cero. 


Teniendo en cuenta las restricciones por medio de las relaciones 


d8s = —881, 8Yy4 = 288,— 8Ya, Ri180, = —881, R1802 = 0Y2 — 081, 8ya = —884, 58: = —8ys 


después de eliminar ¿s3, $54, 601 y 502, la ecuación (2.66) se reduce a 


sw = (M9 — 7, — MY —T¿— 7 +79 + 27, — 2,9 — 7, + 73,—7, + 7,)88,. 
+ (7, — MY — 7, + M9 + T4 — 71)8Y, (2.67) 
O sea, SW =  (my-— mag — 2m.g)3s, + (mig — mag)8ya (2.68) 


Las ecuaciones (2.67) y (2.68) corresponden a la (2.64). Es claro que ¿s, y ¿y2 están de acuerdo con las 
restricciones y que el trabajo hecho por las tensiones suma cero. Además se observa que para una variación 
de s, o de y, únicamente, el trabajo de las tensiones es igual a cero, lo cual está de acuerdo con lo dicho 
en seguida de la ecuación (2.65). 

Es importante observar que se habrían podido considerar igualmente, y3 y q,, por ejemplo, como 
coordenadas independientes del sistema. En tal caso, puede demostrarse fácilmente de nuevo, que para 
una variación de yz o de q, únicamente, el trabajo ejecutado por las tensiones es cero. 


Supóngase que se hace mover el soporte AB de la figura 2-9, verticalmente, de alguna manera determinada; 
por ejemplo, h = ha + C senut. Entonces, por las relaciones (2.12), y, = C sen wt + s14+ 1 +C,, Ya = 
C sen wt — sa — 2q1 + C2, etc., en donde C, y Cx2 son constantes. El lector puede demostrar fácilmente 
que para una variación de s, o de q,, dejando t fijc, el trabajo hecho por las tensiones suma cero, lo cual 
está también de acuerdo con la última parte de la consideración (c). 


2 


Resumen y observaciones 


Sistemas de coordenadas y ecuaciones de trasformación (numeral 2.2). 

Una de las primeras etapas en la solución de cualquier problema es la selección de 
las coordenadas adecuadas. Las ecuaciones de trasformación desempeñan un papel muy 
importante al expresar la energía cinética, la aceleración, y muchas otras magnitudes 
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importantes, en función de las coordenadas seleccionadas. Varios desarrollos teóricos de- 
penden del uso de las ecuaciones de trasformación. 


Coordenadas generalizadas y grados de libertad (numeral 2.3). 

“Coordenada generalizada” es un término Conveniente para una coordenada cual- 
quiera. La utilización de q;,q2,...,q, para designar las coordenadas generalizadas 
es prácticamente universal y tiene ventajas definitivas. E 


. Antes de poder comenzar a trabajar en un problema, debe conocerse el número de 
“orados de libertad” del sistema, lo cual puede determinarse por simple inspección. 


Grados de restricción, ecuaciones de restricción y coordenadas 
superfluas (numerales 2.4, 2.5 y 2.6). 

Es indispensable un entendimiento del sentido físico y geométrico de las restriccio- 
nes y de la manera como cada uno de los “grados de restricción” puede expresarse por 
medio de una “ecuación de restricción” correspondiente. 


Utilizando estas ecuaciones, “las coordenadas superfluas” pueden ser eliminadas de 
las ecuaciones de trasformación, de la energía cinética, de la energía potencial, y demás 
magnitudes. - 


Velocidad en coordenadas generalizadas (numeral 2.7). 

La velocidad de una partícula puede expresarse en términos de cualquier sistema de 
coordenadas generalizadas y de sus derivadas con respecto al tiempo. Con frecuencia 
aparece t. Las etapas posteriores no pueden emprenderse sin un conocimiento de cómo se 
hace esto. De aquí la importancia del numeral 2.7. 


Trabajo y energía cinética (numerales 2.8, 2.9, 2.10 y 2.11). 

Es imprescindible un entendimiento de las definiciones correctas de trabajo y energía 
cinética. 

Es de una importancia extrema el tener en cuenta que la energía cinética debe con- 
siderarse con respecto al espacio inercial. Siempre se empieza escribiendo T en coordena- 
das inerciales. Puede entonces, si se desea, expresarse en función de otras coordenadas 
(inerciales, no-inerciales o mixtas) por medio de las ecuaciones de trasformación apro- 
piadas. i 


Aceleración (numeral 2.12). 

El análisis hecho tiene por objeto aclarar la definición básica de aceleración y de- 
mostrar que sus componentes en cualquier dirección pueden expresarse en coordenadas 
generalizadas. Sin embargo, a pesar de que la aceleración desempeña un papel básico en 
todas las ecuaciones del movimiento, la técnica anterior no tiene una importancia vital 
ya que, como se demuestra en el numeral 3.10, las ecuaciones de Lagrange tienen en 
cuenta automáticamente las componentes de la aceleración. 


Desplazamientos virtuales y trabajo virtual (numerales 2.13 y 2.14). 
Los métodos generales empleados en este libro (que tienen formidables ventajas sobre 


_los métodos vectoriales convencionales, para la dinámica analítica) dependen de los 


conceptos de los desplazamientos virtuales, del trabajo virtual y de su utilización. Muchos 
de los desarrollos posteriores emplean el estudio hecho. 


Una última palabra: Como se verá en los capitulos 3 y 4, los puntos 1 a 7 anteriores 


(exceptuando el 6) constituyen la materia básica fundamental para poder entender las ecua- 
ciones de Lagrange y son, en realidad, las etapas preliminares que deben seguirse al aplicar 
estas ecuaciones. 
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Problemas 


Las respuestas a los problemas siguientes se encuentran en la página 368. 


2.1. 


2.2. 


2.3. 


Fig. 2-26 


2.4. 


2.5. 


2.6. 


2.1. 


Demostrar que las siguientes son las ecuaciones de trasformación que relacionan las coordenadas polares 
planas usuales r y 6 con q, y q2 como se muestran en la figura 2-5: 


rc0osó =. q1ecosa + Qq2 cos B 
Fsenó = qisena + qssen 8 


Escribir las ecuaciones que relacionan las coordenadas rz y «a de la figura 2-6 con A y q (A es el área 
sombreada y q = sen). 


La familia de parábolas que se muestra en la figura 2-26, está dada por y = bx?, en donde b es una 
constante para cualquiera de las curvas. Pueden hallarse valores de y para valores específicos de b y de x. 
Por tanto x y b pueden considerarse como coordenadas en el plano XY. 


(a) Demostrar que en estas coordenadas, T = im[x* + (bet + 2b3x)]. 
(b) Demostrar que T' puede ser expresada en función de las coordenadas b y 6, en donde 9 es el 


ángulo polar usual en coordenadas polares (r y 0), emina ndo r y y de T = jm(r + 29%), por 
medio de la relación r = (seng)/(b cos? 4). 


y Líneas coordenadas b 
b, 
da o, 
b, 
zx 
y =bx* 
Coordenadas 
z,y,b 
Y 


Dadas b y x, puede 
localizarse la partícula 


(a) Escribir las ecuaciones que relacionan las coordenadas y, y y2 con y y qu, figura 2-8. 
(b) Hacer lo mismo para y, y y2 Con y y y3. 
¿Serán inerciales q, y y3? 


El soporte sobre el cual está montado D,, de la figura 2-21, se mueve sobre el eje X, con aceleración 
constante, a,. Escribir las ecuaciones de trasformación que relacionan a x, y y, Com x3 y y2- 
Véanse las relaciones (2.32). 


Haciendo referencia a la figura 2-13, demostrar que las coordenadas rectangulares x, y y z de m se rela- 
cionan con 6, 4 y a por medio de 


wa = (Rsenó — rcosacos9)cosó + 7senaseng 
y = (Rsenó — rcosacosO0)seng — Trsena cos 4 
z = RKcos9 + rcos a sen 6 


en donde R = Ou. 


Un coche de ferrocarril se mueve sobre una vía circular de radio R, con aceleración tangencial constante, a 
Escribir las ecuaciones de trasformación que relacionan un sistema de coordenadas rectangulares adherido 
a la superficie de la Tierra (el origen en el centro del círculo y Z, el eje vertical) con un sistema rectan- 
gular dentro del coche, con Z, vertical, Y, tangente al círculo en la dirección del movimiento y Xz 
con la dirección de la prolongación de R. Escribir las ecuaciones del movimiento de Newton para una 
partícula, con respecto a X», Y, y Za. 
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2.8. Demostrar que al relacionar x,,y, y 2, del problema 2.7 con las coordenadas esféricas r, 4 y 4 adheri- 
das al coche y con su origen en el mismo punto que el de X», Ya, Za, se tiene 


xi = (R + rsen9cosg)cosf — r senó sen o sen $ 
Y = (R + rseng cos g)sen B + rsen 4 sen¿ cos B 
21 = Trcosó Ñ 
2.9. El origen de un conjunto de ejes rectangulares está situado en el centro de la Tierra y las direcciones de 


los ejes están fijas en el espacio. Otro sistema rectangular está adherido a la superficie de la Tierra como 
se muestra en la figura 14-2. Escribir las ecuaciones de trasformación que relacionan los dos sistemas de 
coordenadas. 


2.10. (a) Un alambre rígido de alguna forma determinada, está sujeto al disco D, de la figura 2-21. Una 
cuenta puede deslizarse a lo largo del alambre. Suponiendo que 02 =w2t y 0] ==uw,ft, ¿cuántos 
grados de libertad tendrá el sistema? 


(b) Un tablero plano está sujeto a un cuerpo rígido por medio de. una bisagra rande y el conjunto está 
suspendido, de alguna manera, por medio de resortes. ¿Cuántos grados de libertad tendrá el sistema? 


2.11. (a) Dos cuerpos rígidos conectados entre sí por medio de una unión esférica, pueden moverse libremente 
en el espacio. ¿Cuántos grados de libertad tendrá el sistema? 


(b) Si una de las masas anteriores se une a un soporte rigido por medio de otra unión esférica, ¿cuántos 
grados de libertad tendrá el nuevo sistema? 


2.12. (a) Un “péndulo simple” consiste en un cuerpo rígido suspendido por medio de un hilo inextensible, 
cuyo movimiento no se halla restringido a un plano. Determinar el número de grados de libertad. 


(b) Si se considera que m, y ma de la figura 2-10, son cuerpos rígidos en lugar de “partículas”, 
¿cuántos grados de libertad tendrá el sistema? r, y r2 son constantes y el movimiento no está 
restringido a un plano. 


2.13. Una varilla uniforme, delgada, de masa M y longitud !, se desliza con sus extremos en contacto con los 
ejes X y Y, respectivamente. Determinar el número de grados de libertad, escribir las ecuaciones de res- 
tricción y obtener una expresión de la energía cinética después de haber eliminado todas las coordenadas 
superfluas. 


2.14. Localizando el punto p de la de 2-1 con coordenadas polares planas (r, «), en donde r = Op y a es 
el ángulo que r forma con X2, demostrar que 


%1 = Xo + 7 cos (a + 0), Yi = Yo + 7 sen (a + 6) 


Suponiendo que el marco X2, Y2 está en movimiento, demostrar que la velocidad v de la par- 
tícula p con respecto al marco X,, Y,, pero expresada en función de las coordenadas móviles, está 
dada por 


vo = 2+y4+7r+r(0+0) + 27 [yo sen(a +0) + zo cos (a + 0)] 
+ 2r(a + 00 cos (« + 0) — Zo sen (a + 9)) 


2.15. Con referencia al problema 2.14, demostrar que las componentes de la aceleración de p, con relación al 
marco X,, Y,, en la dirección de Ar y ráa, son, respectivamente, 


dr = %ocos(a+0) + Yosen (a +0) + 7 — r(a +6) 
la = Yo COS (a + 6) — tosen(a+0) + 2r(a +0) + r(a +0) 


2.16. Dos partículas, m. y mz, sujetas a los extremos de una varilla rígida, ligera, de longitud l, pueden mo- 
verse libremente en un plano. Determinar el número de grados de libertad. Escribir las ecuaciones de res- 
tricción. Escribir una expresión para la energía cinética total de las masas, en función de r, 9 y $, en 
donde r es la distancia del origen a my, € es el ángulo entre el eje X y r y 4 es el ángulo entre el eje X 
y la varilla. Eliminar todas las coordenadas superfluas. Véanse las ecuaciones (2.26). 


Escribir T para el caso anterior usando coordenadas rectangulares para el centro de masa y ¿. Véase 
la ecuación (2.47). 


2.17. Las varillas uniformes delgadas de la figura 2-27, con masas Mi, M2 y M3 y momentos de inercia 
l,, lz e [ con relación a los ejes normales que pasan por sus centros de masa, están articuladas como 
se ilustra. Los centros de masa están indicados por P,, P2 y P3. El movimiento está restringido al plano X Y. 


2.18. 


2.19. 


2.20. 


2.21. 
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Escribir la expresión de T en función de las co- 
ordenadas indicadas. Escribir las ecuaciones 


: que habrán de servir para eliminar las coorde- 


nadas superfluas de T. ¿Cuántas coordenadas 
superfluas aparecen? ¿En qué forma afectan el 
número de grados de libertad, los resortes S, 
y Sa? 


Las partículas de masa m, y mg  mostra- 
das en la figura 2-28 están sujetas a los extre- 
mos de una varilla ligera de longitud | Una 
cuenta de masa m2 puede deslizarse libremen- 
te a lo largo de la varilla entre m, y ma. 
El punto p es el centro de masa de m, y ma, 
sin incluir a m2. El momento de inercia del 
conjunto m,, m3 y la varilla, con respecto a 
un eje perpendicular a la varilla y que pasa por 
p, es igual a /. Todo el movimiento se conside- 
ra en un plano. 
(a) Escribir las ecuaciones que dan la posi- 
ción de m2 en función de x, y, s y 0. 
(b) Escribir la energía cinética del sistema 
en función de las coordenadas x, y, 0 y s. 





Articulación lisa 






Resortes de reloj 


Fig. 2-27 

Si se supone que m;, y ma de la figura 2-9, son dos monos que están subiendo por un cable, determinar 
el número de grados de libertad del sistema. Escribir una expresión para T, despreciando las masas de 
las extremidades de los monos. Los momentos de inercia de D, y D,, son I, e lz, respectivamente. 





Fig. 2-28 


Un alambre rígido de forma parabólica, de ecuación z = ar?, está sujeto al eje vertical de la figura 
2-29. Una cuenta de masa m puede deslizarse libremente a lo largo del alambre. (a) Suponiendo que el 
eje vertical, que tiene un momento de inercia, junto con el alambre, igual a /, puede girar libremente, 
como se indica; escribir una expresión para T del sistema. (b) Suponiendo que el eje se hace girar por 


medio de un motor a velocidad angular constante 0 = y, escribir la expresión de T. 


Establecer una expresión para la energía cinética del sistema que se muestra en la figura 2-15, en función 
de las distancias s. ¿Cuáles de estas coordenadas son no-inerciales? 
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2.22. 


2.23. 


2.24. 


2.25. 


2.26. 


2.27. 
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Escribir una expresión para la energía cinética de las tres masas que se muestran en la figura 2-30, 
utilizando las tres coordenadas y,,Y2 y Ya, y suponiendo movimiento vertical únicamente. ¿Se afec- 
taría la expresión para T, si se removieran los resortes? La distancia del eje X al centro de masa del 
sistema, es y,. 





Fig. 2-30 Fig. 2-31 


Las masas m, y m2 están suspendidas de los extremos de la barra B por medio de cuerdas inexten- 
sibles, como se muestra en la figura 2-31. La barra puede girar libremente alrededor de un eje horizontal 
y su momento de inercia con respecto a este eje es J. Suponiendo que todos los movimientos se restringen 
al plano de la figura, determinar el número de grados de libertad del sistema y escribir una expresión para T. 


El marco en el que m, se desliza, figura 2-14, se mueve verticalmente con una aceleración hacia 
arriba, a. Suponiendo que mz oscila en un plano con r constante, demostrar que 


T = ¿(mir6* + (mi+ma)Jy* — 2mar0y senó + 2maró(ve + at) seno 
— 2(m, + ma) y (vo + at) + (ma + ma)(ve + at)”] 


en donde vo es la velocidad vertical del marco, cuando t= 0. Comparar la forma de esta expresión 
de T con la de la ecuación (2.48). ¿Serán inerciales las coordenadas y y 6? 


La masa de un péndulo está colgada del techo de un vagón de ferrocarril por medio de un resorte espi- 
ral. El vagón se mueve con velocidad angular constante sobre una vía circular de radio R. La masa 
puede moverse en un plano vertical que forma un ángulo « con R. Demostrar que la energía cinética 
de la masa está dada por iS 


T = ¿mí + y! +2) 
en donde x = R c08 wt + r senó cos (wt + a), y = R sen wt + r send sen (ut + a) y 2= C-— rcos6. 


El origen del sistema rectangular se ha fijado en el centro del círculo, con Z en dirección vertical. 
r es la longitud del péndulo, que se considera variable, y 4 es el ángulo que forma r con una vertical 
que pasa por el punto de apoyo. 


El disco D de la figura 2-32 puede girar libremente con velocidad angular $, alrededor del eje horizontal op. 
El ángulo ¿4 se mide a partir de ab, la cual permanece paralela al plano X Y. El sistema en conjunto 
puede girar alrededor del eje vertical. Una partícula de masa m está adherida al disco, como se indica. 
Demostrar que su energía cinética está dada por 


T = ¿m(RY* + rg? — 2Rrvó¿seng + re? cos? $) 
Integrando, demostrar que la energía cinética del disco uniforme delgado es 
, T = EMR*'+1) + AG 


en donde M es la masa total del disco; 7, es su momento de inercia con respecto a su diámetro; e la, 
el momento de inercia con respecto al eje horizontal sobre el cual está apoyado. 


El siguiente problema tiene por objeto demostrar que aun en el caso de sistemas sencillos, las expresiones 
para T y las ecuaciones de restricción, pueden hacerse bastante complicadas. Mientras el disco uniforme 
(de masa M y radio R), que se muestra en la figura 2-33, rueda con velocidad angular 6: sobre el eje X, 
la varilla delgada (de masa m y longitud 2/) permanece en contacto con el disco, sin resbalar. Simul- 
táneamente el extremo inferior de la varilla se desliza en contacto con el eje X. 
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Fig. 2-32 


Para el limitado recorrido en que las condiciones anteriores son válidas, escribir una expresión para 
T en función de 0,,62,x1,Y1, Y xX2, y sus derivadas con respecto al tiempo. ¿Cuántas coordena- 
das superfluas aparecen? Demostrar que las ecuaciones de restricción son, 


(1) R+BRcos6 = [L — R(01 + 6: — 081)] sen 61 
(2) xa = R0r + 0x%2 ($) Yi = lsenó, 
(4) xi: + [L— 1— R(01+61—061)] cos61 + Rsenó = ze 


en donde 00, y ox2 son los valores correspondientes de f| y x2 cuando el punto p está en contac- 


to con b. 
¿Podrá expresarse T en función de cualquiera de las coordenadas anteriores? Inténtese con xz y Xz. 


Escribir T en función de 01, 63. 


Y 

| Para el punto p en contacto con el AY El punto p está inicialmente en 
disco en b, se escribe 0; = 001, la A Pp contacto con el disco. Así, la lon- 
posición angular inicial de la barra. | A b gitud ab=s= L-— (+1). 





Fig. 2-33 : 


Con referencia a la figura 2-11, supóngase que la barra lisa gira en un plano horizontal impulsada por 
un motor. Naturalmente, al final, la cuenta se desprenderá de la barra saliendo disparada con considera- 


ble energía cinética. A 
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La fuerza de reacción entre la barra y la cuenta es normal a aquella. ¿Será correcto concluir que, 
por consiguiente, la fuerza de reacción no hace ningún trabajo sobre m? Explicar la forma como la barra 
le imprime energía a m. 


2,29. Supóngase que la polea superior de la figura 2-9 está suspendida por medio de un resorte espiral. El 
sistema tiene, naturalmente, tres grados de libertad. Figúrese un desplazamiento del sistema completo y 
escriba una expresión para ¿3W considerando (por el momento) todas las rotaciones y desplazamientos 
verticales como independientes entre sí. Tomando y,, q2 y y4 como coordenadas independientes 
del sistema, demostrar que (siguiendo los pasos descritos en el numeral 14) en cada una de las expresiones 
sWy,» Wa, sWy y» €l trabajo hecho por cada una de las tensiones de las cuerdas suma cero, si los des- 


plazamientos tienen en cuenta las restricciones. 


2.30. Se les dan desplazamientos arbitrarios a las masas m, y ma que se muestran en la figura 2-10. 
Aplicando (2.62) demostrar que para r, y ra constantes, 
sW = [(rsenp — 7,sen9)r,cosó6 + (7,cos06 — r,c089 — m,py)r, sen 6 
— 7,r,seng$ Cos0 + (7, cosg — m,g)r, sen 0]80 
+ [(7, cosp — m,g)r,sen$ — 7,7, Sen $ cos p)j39 
=  —(m1+ ms) grisen 0 80 — magrisendo $$ 


y por tanto, que las tensiones r, y 72 de los cables (fuerzas de restricción) no hacen ningún trabajo, 
para variaciones de 9 y 4 solamente. 
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3.1 Consideraciones preliminares. 


Cualquiera de las varias maneras de formular las leyes fundamentales de la dinámica, 
puede tomarse como base para la deducción de las ecuaciones de Lagrange. En el presente 
texto se parte de las leyes del movimiento de Newton, se establece la ecuación de D'Alembert 
y de aquí, finalmente, se deducen las relaciones de Lagrange. Se sigue este proceso porque 
partiendo de territorio conocido conduce a campos desconocidos por un camino, en el cual, 
es fácil entender el significado físico y matemático de cada paso. 


Con el fin de eliminar algunos detalles que distraen, nos limitaremos a la deducción y 
análisis de las ecuaciones de Lagrange para una partícula. El tratamiento más general, 
aplicable a un sistema de muchas partículas, se deja para el capítulo 4, 


3.2 Deducción de las ecuaciones de Lagrange para una partícula, sin coordenadas 
ni restricciones móviles. 


En aras de una mayor claridad se tendrá en cuenta una situación especifica suponiendo 
que el movimiento de la partícula en consideración está reducido a una superficie lisa, tal 
como un plano o una esfera. En tal caso habrá dos grados de libertad, una ecuación de res- 
tricción, y no habrá fuerzas de fricción. 


Sea F, con componentes F,, F, y F,, la suma vectorial de todas las fuerzas (aplica- 
das externamente, debidas a resortes, gravedad, restricción, etc.) que pueden estar actuando 
sobre la partícula. Entonces, suponiendo que la masa m es constante y que las coordenadas 
x, y y z son inerciales, las ecuaciones del movimiento de Newton para una “partícula libre” 
se escriben 


F.=m2%, F,=mY F.=.m2 (3.1) 


Estas ecuaciones son correctas aunque el movimiento esté restringido, porque se supone que 
F,, F, y F, incluyen cualquier fuerza de restricción que pueda estar actuando. 


Considérese ahora el trabajo ¿W hecho por F al suponer que la partícula sufre un des- 
plazamiento ¿s, completamente arbitrario e infinitesimal, con componentes ¿x, ¿y y 62 
(posiblemente bajo la acción de otra fuerza no incluida en F'). (Este se llama “trabajo virtual” 
de acuerdo con el numeral 2.13 del capítulo 2). Así pues, 


SW = Fióscos(F,8s) = F,3z + F,8y + F¿82 (3.2) 


Nótese que como F incluye la fuerza de restricción, (3.2) es correcto aunque ¿s pueda no 
estar de acuerdo con las restricciones. (Es decir que ¿s puede tener una dirección tal, que 
la superficie sobre la cual se mueve m, se “distorsione” ligeramente.) Debe recordarse también, 
que el lado derecho de (3.2), como se demuestra en el numeral 2.8, tiene en cuenta el posible 
hecho que F y ¿5s no tengan la misma dirección. 
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Multiplicando ahora las ecuaciones (3.1) por 5x, óy y ó2, respectivamente y su- 
mando+, se obtiene A Ñ a 

m(rsxr + yS8y + 2582) = F,s8r + F,y8y + F,82 (3.3) 

El miembro derecho de esta expresión es igual al trabajo ¿W hecho por F y el miembro 


izquierdo puede interpretarse como el pequeño cambio correspondiente en la energía cinética 
de m. (Véase de nuevo el numeral 2.8.) Esta ecuación será llamada “ecuación de D'Alembert”. 

Al introducir las coordenadas generalizadas en (3.3) y al realizar algunos manejos ma- 
temáticos, se obtienen las ecuaciones de Lagrange (3.15) y (3.16). Como se ha supuesto que 
el movimiento se halla restringido a una superficie, se requieren dos coordenadas generaliza- 
das, qQ1 Y 2. Entonces, utilizando las ecuaciones de trasformación apropiadas y una 
ecuación de restricción, es posible expresar las coordenadas de m: x, y y z en. función de 
q. y 42, lo cual se indica como sigue (véase el numeral 2.6), 


x= x(qu1,02), Y = Y(Q1, 02), 2 = 2(Q1, 92) (3.4) 


Ejemplo específico para demostrar el significado de (3.4): 


Supóngase que la superficie restrictiva es una esfera de radio constante, r = C. En 
coordenadas esféricas, las relaciones específicas correspondientes a (3.4) serán entonces, 


= Csen9cosp, y = Csenósenp 2 = Ccosó (3.5) 


El tiempo no aparece en (3.4) puesto que se han tomado los ejes X, Y y Z, estacionarios, 
y una restricción fija. 


Los desplazamientos virtuales ¿x, ¿y y $2, por razones que se darán más adelante, 


se determinan a A de (3.4). Es decir, 

0Y y 0z 902 
—8 » 62 = —$QU + — 

9Q1 q1 ES q a 9q1 Q1 002 


Sustituyendo (3.6) en la ecuación de D'Alembert, (3.3), y agrupando términos, 


0. 0.0 09 or o. .. 
mí; O A 0 + m/s Su +iY yz uN 


$x = 5 Z sg +> cd 39, dy = =— 802 (3.6) 


sw 


901 001 0Q 002 0Q 
(3.7) 


ES + Fr + 56. Jom + ri + FrzL + > si) 


En este punto el estudiante debe tener plena conciencia de ciertos hechos básicos. 


(a) Como (3.4) representa las ecuaciones de la superficie restrictiva, (3.6) representa un 
desplazamiento de acuerdo con la restricción. Por tanto, ¿W de (3.7) corresponde a 
un desplazamiento de conformidad con la restricción (sobre la superficie). Consideran- 
do una vez más la esfera como caso especial, ¿x, ¿5y y 6z, determinados a partir de 
(3.5) son óx = C cosg cos 460 — C sen Q sen ¿54, etc., lo cual representa claramente, 
un desplazamiento sobre la esfera. 


(5) Las coordenadas q. y q2 (0 y 4 en (3.5)) son variables independientes; es decir, 
pueden dársele a ambas pequeños valores arbitrarios sin violar la restricción. 


«Nota sobre la ecuación (3.3). Multiplicando las relaciones (3.1) pora, byc respectivamente y sumando, 
ee Obtiene A EP ES = F.a+"F,b+"F.c 


lo cual es una relación verdadera, independiente de la naturaleza de a, b y c. (Pueden representar constantes de 
cualquier valor, desplazamientos, velocidades o aun funciones de variables.) Así, en cuanto concierne a (3.3), 5x, 
óy y 5z son magnitudes completamente arbitrarias. Sin embargo, para nuestro objetivo, las consideraremos 
como componentes de ¿s, el desplazamiento virtual infinitesimal de m. Además, en lo que sigue, se supondrán 
de acuerdo con la restricción. (Al considerarlo así, (3.3) se denomina con frecuencia “principio de D'Alembert”.) 
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Le 


(c) Como resultado de (a) y (b) y la suposición que la restricción es lisa, el trabajo ejecutado 
por la fuerza de restricción cuando una cualquiera de las coordenadas varía, o varían 
ambas simultáneamente, es igual a cero. (Véase el numeral 2.13.) Por esta razón, en 
adelante no se necesita considerar la fuerza de restricción como parte de F,, F,, F.,. 
En otras palabras, se ha eliminado del cuadro la fuerza de restricción. Este es un punto 
muy importante. 


Como q, y q2 son variables independientes, fijaremos la atención en ¿Wa,, el traba- 
jo hecho cuando solamente q, puede variar (¿q = 0). La  uación (3.7) se reduce en- 
tonces a 


¿Wa = mE + 5 + 2 si, Jo = ES + Pr + n— qe.) (3.8) 


Se utilizarán ahora las relaciones siguientes cuyas pruebas se O abajo«. Por 
el momento el lector no necesita ocuparse de tales demostraciones. 


.. OL d/. 02 . d/ 02% 
dx óx 
A a 3.1 
a = (3.10) 
d /3x ox 
23) = al 
Remplazando (3.10) y (3.11) en (3.9), se tiene 
.. 0x% En d 0% o 0% 
Pag 6 z) META 012) 
con un pequeño análisis se demuestra que esto puede escribirse como 
0. OL o(x2*/2) o(2?/2) 
ET (En 001 )- NE (3.13) 


Sustituyendo (3.13) y las relaciones semejantes para y y 2 en (3.8), se concluye que 


1.2 "2271 52 2 2]. m2 
Y, = qe + y 0) 23 la 


del 9Q1 2 


(3.14) 
— (e + p Y 50. + Eo se Joa 
Pero im(x2? + y2 + 22) es la energía cinética T de la oa por tanto, finalmente 
se escribe d [oT 9T 9y 
z me a 3.15 
dt e EA Eg, > + Evgg + ag, ol 


» Para probar las relaciones (3.9), (3.10) y (3.11), se procede de la siguiente manera. Considérese la identidad 


£(¿26 Y > y, ¿d/02 
de “3aqu/  “0q dtNoqs 


que es igual a (3.9). a a (3.10) se observa que la derivada de la primera ecuación en (3.4), con respecto 





al tiempo, es X = 50 Y + q E Derivando ahora ésta, parcialmente con respecto a Q:, se nota que z = Se 
0 1 
Para probar (3.11), se ve sa que como x = x(q,, q2), la derivada parcial, dx/0q1 es, en general, función 
de q, y de q2, es decir dx/0%q. = ¿(q1, 92). Derivando esto con respecto al tiempo, se obtiene 
A (DEN e DN e 0 0 
dt oq: 01 0Q1 q 0qs dq gs 
Pero por la expresión de x, se sigue que 
da _ 2/2. , a/a. 
q  9q1Noq: q qui oq:) Y 


Comparando las dos últimas ecuaciones se ve que (3.11) es correcta. 
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Partiendo de (3.7) y considerando el trabajo ¿W¿, asociado con una variación de q» 
únicamente, de una manera idéntica a la anterior, se llega a 


df aT ar _ gx 
Sl) - 0 “a + Proa, as + Fosa, (3.16) 


Las expresiones (3.15) y (3.16) son las ecuaciones de Lagrange que se trataban de deducir. 





Por conveniencia se escribe, 
ox dy dz _ 
E Y Pra + Fog = PF, (3.17) 


en donde q, es una cualquiera de las coordenadas que aparecen en T, y F, se denomina 
“fuerza generalizada”. De tal manera, las ecuaciones de Lagrange toman la forma compacta 


7 
ae) -El FP (3.18) 








0Qr 007 


Como se verá en el capítulo siguiente, las ecuaciones de Lagrange tienen exactamente la 
misma forma para un sistema de muchas partículas. 


Para el caso que se acaba de considerar (una partícula con dos grados de libertad), 
existen dos ecuaciones de Lagrange. Si se supusieran tres grados de libertad (una partícula 
sin restricciones), las relaciones (3.4) conteridrían todas a q, q2 y Gx3, y finalmente se 
obtendrían tres ecuaciones de Lagrange. En general, hay tantas ecuaciones del movimien- 
to de Lagrange, cuantos grados de libertad se. tengan. 


Sin embargo (y esto es importante tanto desde el punto de vista de las ideas básicas, 
como para ciertas aplicaciones) aunque en realidad la partícula tenga únicamente dos gra- 
dos de libertad, todavía es posible escribir tres ecuaciones de Lagrange. Ignorando la restric- 
ción, se escribe x = x(q1, q2, q3), etc. Suponiendo que q, q2 y q3 son variables 
independientes y siguiendo exactamente el procedimiento anterior, se obtiene una ecuación 
de Lagrange correspondiente a tada una de las tres coordenadas. Existe, sin embargo, la 
siguiente consideración ¡ El desplazamiento ós, correspondiente a 5q,, $2 
OS do sed de semerdo con la _la restricción. (En el ejemplo especial en con- 


sideración, 





= ¿rseng6 cos + 759 cos0 cosp — réígsenóseno, etc. 


la cual no está sobre la superficie de la esfera ya que ¿r no se ha hecho igual a cero.) Por 
tanto, ¿ W incluye el trabajo hecho por la fuerza de restricción (reacción entre la partícula 
y la superficie) y las componentes de está fuerza deben incluirse en F,, F, y F,. No se ha 
eliminado la fuerza de restricción. Con esto en mente, las tres ecuaciones son absolutamente 
correctas. 


Por razones obvias, entonces, todas las coordenadas superfluas son normalmente elimi- 
nadas de las ecuaciones de trasformación y de T. Sin embargo, el procedimiento anterior 
de introducir deliberadamente coordenadas superfluas puede ser la base de un poderoso 
método para hallar las fuerzas de restricción. Véase el capítulo 12. 


3.3 Compendio de detalles importantes relacionados con las ecuaciones de 
Lagrange. 


(a) Ecuaciones diferenciales del: movimiento. 


Las ecuaciones diferenciales del movimiento para cualquier problema específico 

se obtienen, naturalmente, por medio de las operaciones indicadas en (3.18). Para 

A sistemas de n grados de libertad, solamente n coordenadas (y sus derivadas con 

respecto al tiempo) deben aparecer en T. Las coordenadas superfluas deben ser 
eliminadas como en el numeral 2.6. 
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(b) Significado de las fuerzas generalizadas. 

No sobra insistir sobre la importancia de obtener un claro entendimiento del 
simple significado físico de las fuerzas generalizadas (relación (3.17)) tanto para 
fines de las ideas básicas, como para sus aplicaciones. 


La expresión ¿W = F,óx + F, óy + F, 5z es una ecuación general que de- 
termina el elemento de trabajo hecho. por una fuerza (de componentes F,, F,, y F,) 
en un desplazamiento general ¿s (de componentes óx, ¿y y dz). Considérese aho- 
ra 3 W cuando ¿s está de acuerdo con la restricción y sólo q, varía (3q2 = 0). Tal 
desplazamiento se obtiene si las componentes ¿x, ó6y y 52 provienen de (3. 4), hacien- 
do q2 constante; es decir 

$ = 57 —= 8g,, dy = 7 5q, $2 = s 5q1 
Sustituyendo en la ecuación anterior para ¿W, se tiene 8W¿, = (ro 7 pr Pro + 


02 
F, TA 2) que es, claramente, Fq, 8q1. Entonces una fuerza generalizada es una 


magnitud de tal naturaleza que el producto Fa, 5q, es el trabajo hecho por fuer- 
zas impulsoras (sin incluir fuerzas “inerciales”, ni de restricción) cuando q, sólo 
varía en una cantidad igual a + 5q,. 


Las fuerzas generalizadas no son siempre fuerzas en el sentido corriente de la 
palabra. Por ejemplo, si q, es un ángulo 6, F, debe ser un momento (o torque) 
a fin de que F+69 sea un trabajo. Si q, es el área A, de la figura 2-6, F, ¿A = ¿W 
y naturalmente, F, debe tener las dimensiones de una fuerza dividida por una 
longitud. 


(c) Técnica para obtener expresiones para las fuerzas generalizadas. 


Puede seguirse uno de los tres métodos siguientes. 


¿ , a A de y 02 
Sustituyendo expresiones conocidas de F,, F, y F, junto con 3q* 00,” dq, 


(obtenidas tomando derivadas de (3.4)) en (3.17), se obtiene F, . Usualmente F,, Fy 
y F, no son constantes sino funciones de las coordenadas, del tiempo, de la velocidad, 
etc. En cualquier caso, las expresiones de estas fuerzas deben conocerse por la natura- 
leza del problema en consideración. Este método es directo pero puede resultar largo 
y monótono. 


Un segundo metodo, que en muchos casos es más fácil y más atractivo desde el 
punto de vista de lo que sucede físicamente, es el siguiente: Imagínese una de las 
coordenadas, q,, incrementada en una cantidad igual a +06q,, y todas las de- 
más coordenadas que aparecen en T, mantenidas constantes. Determínese ahora, : 
por cualquier sistema adecuado, el trabajo 8W,¿, hecho por todas las fuerzas im- 
pulsoras (sin incluir las de restricción). A continuación se resuelve la ecuación 


$W,, = F,,8qr (3.19) 


para obtener F'y,. Al determinar 38W,,, el trabajo se toma como positivo o como 
negativo, según si la fuerza o fuerzas tienden a hacer aumentar o disminuir la coorde- 
nada q,. 


Si la partícula tiene dos o tres grados de libertad, en ocasiones es más convenien- 
te suponer desplazamientos simultáneos 5q,, 5q2, óq3 y escribir el trabajo total 
correspondiente, 5Wbiota1, el cual tomará la forma 


8Wita = [:***]5q1 + |: -*:]8q2 + [: - ,-] 893 (3.20) 
en donde los paréntesis cuadrados aparecen en el lugar cofrespondiente a F. 


Los ejemplos siguientes aclararán esta técnica. 
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(d) De las fuerzas inerciales en las ecuaciones de Lagrange. 
La expresión “fuerza inercial” como se utiliza aquí, se refiere a (masa) x (acele- 
ración). Términos como m2, mr0?, 2mwx, etc., sirven como ejemplos. 


Una mirada al miembro izquierdo de (3.3) y a las ecuaciones siguientes hasta 


(3.18) muestra que las fuerzas inerciales apar£cen exclusivamente en 2 ar — CL 
; dtl aq, 0Qr 
Asimismo, es claro que en Fq, aparecen únicamente fuerzas aplicadas. En otras 
palabras, al escribir las ecuaciones del movimiento de Lagrange, para cualquier sis- 
tema, debe recordarse que el miembro izquierdo de (3.18) automaticamente tiene en 
cuenta todas las fuerzas inerciales y que al tratar de hallar expresiones para Fa,, sola- 
mente deben considerarse fuerzas impulsoras. (Nunca se incluyen en Fy_ fuerzas tales 


como la centrífuga, la de Coriolis, etc.) 






3.4 Integración de las ecuaciones diferenciales del movimiento. 

Un hecho desafortunado que todo científico aplicado debe afrontar, es que en la gran 
mayoría de los problemas las ecuaciones del movimiento son tan complicadas que no se 
encuentran métodos disponibles para su integración. En ciertos casos pueden hacerse 
aproximaciones justificables o suposiciones que tiendan a simplificar las ecuaciones y a re- 
ducirlas a formas integrables. 


Afortunadamente, sin embargo, aparecen como salvación los computadores, los cuales 
permiten obtener ahorá soluciones gráficas o numéricas para ecuaciones que por otra parte 
resultaban “insolubles”. En este texto se presentan parcial o totalmente. las integraciones 
cuando esto es posible y conveniente. Pero primordialmente la atención se concentra en 
plantear correctamente las ecuaciones del movimiento. 


3.5 Ejemplos ilustrativos. 
El valor pedagógico de unos pocos ejemplos es muy superior al de varias páginas de 
observaciones. Este es el mejor método para “explicar las explicaciones”. 


Ejemplo 3.1: 
Considérese el movimiento de un proyectil con respecto a un sistema de ejes rectangulares adherido a la 
Tierra. Considerando estos ejes como inerciales y tratando el proyectil como un partícula de masa m, se escribe, 


TS FE + 2) de donde, E = ma, (E) = mx, == 0 tr. 6 
Por tanto M2 = F,. En forma similar, my = F, y mz = F,. Despreciando la resistencia del aire, la única 
fuerza es la atracción de la gravedad en la dirección negativa de Z. Así pues, ¿W, = —mgóz y F, = —mE8. 
Obviamente, F, = F, = 0. “Entonces, finalmente, mY = 0, mi = 0, mi = —mg. Este ejemplo no demues- 
tra el potencial del método de Lagrange, pero sí muéstra que para el caso de una partícula tratada en función de 
coordenadas rectangulares, las ecuaciones de Lagrange se reducen a la misma forma que las de Newton. 


Ejemplo 3.2: Movimiento de una cuenta ensartada en un alambre parabólico rígido. 


Una cuenta de masa m puede deslizarse libremente a lo largo de un alambre parabólico cuya forma está dada 
por y = bx2. Como el movimiento está confinado a una línea, la cuenta tiene solamente un grado de libertad. 


Las dos ecuaciones de restricción serán: y = bx2 y2 = C. Dela expresión T = jm(x* + y? + 2*) puede elimi- 
narse la velocidad 2 y bien y 0%. Eliminando y, T = 4m2* (14 4b2x2). Aplicando la ecuación de Lagrange, 


ar = e 2,2 a aT o S 3 “Ll pS ar E Lp 93 
> mx(1 + 4b*x?), dE (27) = mx(1+4b%x%*) + 8mx*zxb”, iS ámx*xb 
Finalmente, eS a 

mx(1 + 4b*%x*) + 4mxtxbt = F, 


Para hallar F, se aplica (3.19) y como se observará, no resulta sencillamente igual a la componente x de 
una fuerza. Se puede suponer que el eje Y es vertical y que la única fuerza que actúa es la atracción de la gravedad 
(no es necesario considerar la fuerza de restricción). Si a la cuenta se le da un desplazamiento + óx, necesaria- 
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mente se moverá una distancia correspondiente sobre el alambre + ¿y, y el trabajo hecho entonces por la gravedad 


será ¿W = —mgóy. Pero según la ecuación de la restricción, ¿y = 2bx$x. Por tanto ¿W = —2mgbx óx = F,óx, 
F, = —2mgbx, y la ecuación del movimiento, completa, queda 
mx (1 + 4b%x*") + 4mxxb! = —2mgbx 


A manera de extensión de lo anterior, imagínese que por medio de un hilo sujeto a la cuenta, se tira de ella 
con una fuerza f. Supóngase que el hilo está en el plano de la parábola y que su dirección, dada por los cosenos 
directores a y $, se mantiene constante. Se tiene, que para un pequeño desplazamiento, 


¿8W = —mgóSy + af8x + Bf 8y véase la ecuación (2.35) 
Pero, de nuevo, ¿y = 2bx ¿x. Por tanto, 
¿8W = (— 2mgbx + af + 2bxf8f)8x% y F, = 2bx(8Bf — mg) + af 


El miembro izquierdo de la ecuación del movimiento continúa inmodificado. 
¿Nótese que todos los resultados anteriores pueden igualmente expresarse en función de y y y, en cambio de. 
x y x, eliminando desde el principio x de T, etc. 


Ejemplo 3.3: Movimiento de una partícula sobre un 
tablero horizontal liso, bajo la acción de un resorte. 


Un hilo sujeto a la partícula pasa por un orificio en 
una mesa horizontal lisa y está atado a un resorte débil, 
como se muestra en la figura 3-1. El extremo inferior 
del resorte está rígidamente unido a un punto tal que 
cuando m está en el orificio, el resorte no está estirado. 

El sistema tiene dos grados de libertad y usando 
coordenadas polares, T = y m(r2 + y? 92). La única 
fuerza que actúa sobre la masa es la del resorte. Así, pa- 
ra un desplazamiento arbitrario de la partícula, ¿W = 
—krgr en donde k es la constante usual de la ley de 
Hooke, del resorte. No existe ninguna fuerza actuando Fig. 3-1 
perpendicularmente a r. Por tanto, las ecuaciones de 
Lagrange conducen a 





1 mi=mrbt = kr, (2) F(mró) =0 


Utilizando (2) se observa que mr? 0 = P, = momentum angular = constante. Eliminando Y de (1), re- 
sulta una ecuación que incluye a ? y r únicamente y que puede ser integrada por los métodos corrientes. ; 
La solución de este problema en coordenadas rectangulares demuestra cómo en ocasiones, las ecuaciones del 


movimiento pueden ser considerablemente simplificadas, al hacer una adecuada selección de coordenadas. 
Escribiendo 


Am(3* + y”) y 8W = —kr3r = —k(x 8% + y 8y) 
se concluye que mx = —kx y my = —ky. O sea que el movimiento está compuesto de dos movimientos armóni- 


cos simples que forman ángulo recto y ambos poseen el mismo período. Por tanto, la trayectoria, en general será 
la de una elipse con el origen en su centro. 
a X 
Ejemplo 3.4: Un péndulo sostenido por una banda de 
caucho, (Fig. 3-2). 
Si el movimiento es en un plano, la pesa del péndulo, 
considerada como una partícula, tiene dos grados de liber- 


tad. Usando r y 6 como coordenadas, T = 4m (r2 + r262) 


de donde se sigue que mr — mr6? = F. y mr20 + 2mrrb = 
Fo. A continuación se ilustran dos métodos para obtener 
las fuerzas generalizadas. Imagínese que se le da a la pesa 
un desplazamiento ¿s arbitrario, en el que tanto 9 como 
r sufren cambios positivos. El trabajo hecho por la grave- ' ] 
dad y la banda de caucho está dado por Fig. 3-2 





5 Wir = —mgé8h — k(r — ro)5r 
en donde roy y k se refieren a la longitud, sin extenderse, de la banda de caucho y a su constante de la ley de Hooke, 
respectivamente. Los dos términos de la derecha se han escrito con signo negativo, porque el trabajo debe ser hecho 
contra la gravedad y contra la banda, a fin de obtener desplazamientos positivos de r y de 4. Pero como puede 
verse en la figura, 5h = r ¿0 sen $ — $rcos4 y por consiguiente, 

¿Win = —mgró30seno — [k(r — ro) — mg cos 6] ór 
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Así, el trabajo correspondiente a un cambio de r únicamente, es ¿W,. =  — [k(r — ro) — my cos e]gr = 
F,sr de donde F, = —k(r— ro) + mg cos 0 
En forma similar, Fg = —mgr senó0. 


Ahora se hallarán Fg y F, por aplicación directa de F,, = Po Y Proa e + Po . Teniendo en cuen- 
ta la gravedad y la tensión de la banda, se observa que las A x y : de la aa sobre la pesa, son 
F, = — k(r — ro) sen o, F, = mg -— k(r — ro) cos 9 


Por las relaciones x = r sen 9 y y = ros 0, se obtiene 0dx/0r = sen 9 y dy/dr = cos 6. Por tanto, 
F, = Po + P, Y > = —k(r— ro)sento + [mg — k(r — ro) cos 6] cos 6 
= —k(r—ro) + my cos 6 


que es idéntica a la expresión obtenida anteriormente. En la misma forma puede obtenerse Fg. 


3.6 Ecuaciones de Lagrange para una partícula, suponiendo un marco de 
referencia móvil, restricciones móviles, o ambas condiciones simultáneamente. 

Hasta ahora se ha evitado el estudio de sistemas que impliquen marcos de referencia 
móviles, restricciones móviles o una combinación de ambas condiciones simultáneamente. 
Sin embargo, como en la práctica se presentan numerosos problemas de este tipo, es impor- 
tante considerar cuidadosamente la deducción y aplicación de las ecuaciones de Lagrange a 
tales sistemas. 

Supóngase una vez más, que se trata de una partícula que puede moverse libremente 
sobre una superficie lisa. Además, se presume que la superficie, el marco de referencia que 
sirve para medir las coordenadas generalizadas qi y q2, o ambos, se mueven de alguna 
manera determinada. Siguiendo exactamente el mismo procedimiento del numeral 3.2, 
escribimos nuevamente, 

m(t8x + Y8y + 282) = F,5x + F,8y + F.82 
en donde óx, dy y 52 representan un desplazamiento completamente arbitrario y F,, 
F, y F, son las componentes de. la fuerza total que actúa sobre la partícula, incluyendo la 
fuerza de restricción. (El marco X Y Z se supone inercial.) 


Se indican las ecuaciones de trasformación que relacionan a x, y y 2 con q, q2 y t, de 


la siguiente manera 
a x= f1(q1,92,t), y= f2(q1,92,€) 2 = fa(q:, q2, t) (3.21) 


En estas ecuaciones aparecen sólo dos coordenadas generalizadas, y el tiempo entra explícita- 
mente debido a los movimientos asumidos. De aquí en adelante, las ecuaciones (3.21) con- 
sideran en forma completa la restricción y el movimiento supuesto. 


Como óx, óy y ó$z son todos arbitrarios, se puede, si se desea, determinarlos a partir 
de las ecuaciones (3.21) dejando que tanto pi como q, y q2 varien. En esta forma, 


ox ox 
$xr = 30 — 891 + sn 808 + SE —r6lt, etc. 


Sustituyendo en la primera ecuación de este numeral, y agrupando términos, se tiene 


so OX se 0Y .. OZ se OL .. OY e. 02 
m3 2 * Y + 2 qe. Jn + mía 302 + Ya 307 q2 


+ mea +iY yz Je = Pe + FL q + Fa dN (3.22) 


ot ot 091 


+ (ez + Pr +1 su)om + (Ez +, ER Fo 5) 
Y teniendo en cuenta que ¿q,, 5q2 y ¿t son arbitrarios, puede hacerse ¿q = 0 y 5t =.0. 
Entonces (3.22) se reduce a 


.. OL e. Y .. 02 az La F F Í 
m3, ++) = (Pez + Fra A + => sa, 
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Finalmente, aplicando las relaciones (3.9), (3.10) y (3.11) como en el numeral 3.2 (que son 
válidas aunque (3.21) contenga explicitamente el tiempo), se obtiene una ecuación de Lagran- 
ge que tiene exactamente la misma forma de (3.15). De la misma manera, haciendo ¿$q, y 
ót = 0 se llega a (3.16). Por consiguiente, los marcos de referencia móviles, las restricciones 
móvutles, o la combinación de ambas condiciones, no producen ningún cambio en las ecuacio- 
nes de Lagrange; (3.18) continúa siendo la forma general. 


3.7 De la energía cinética, las fuerzas generalizadas y otros tópicos, cuando 
el marco de referencia, las restricciones, o ambos se mueven. 


(a) Básicamente, la energía cinética, como se ha dicho con insistencia anteriormente, debe 
referirse a un marco inercial (véanse los numerales 2.8 y 2.9). Sin embargo, siguiendo el 
procedimiento descrito e ilustrado en esta referencia, es posible expresar a T en función 
de las coordenadas móviles, cuando éstas han de usarse. Por otra parte, deben eliminar- 
se las coordenadas superfluas. 


(b) La observación siguiente sobre las fuerzas O es muy importante. 
Nótese que en la relación (mz + PL + F, 250 = Fq8qr = SW, las 


derivadas de x, y y 2 se toman con respecto a q, únicamente dejando fijo t y todas 
las demás coordenadas. Así, es muy claro que óW,, es el trabajo ejecutado por la 
fuerza actuante, cuando, con las condiciones mencionadas, se le da a q, un desplaza- 
miento +6q,. En otras palabras, las fuerzas generalizadas se determinan suponiendo 
el marco de referencia y las restricciones en reposo y luego procediendo exactamente como 
se explicó en el numeral 3.3 (b) y (c); y como se ilustró en el numeral 3.5. Si sucede que 
algunas, o todas las fuerzas, son funciones del tiempo, como ocurre con frecuencia, debe 
seguirse aún el procedimiento anterior. Como todo desplazamiento, determinado por 
las ecuaciones (3.21) con t constante, está de acuerdo con las restricciones, el trabajo hecho 
por la fuerza de restricción es igual a cero. Por tanto, como es usual, esta fuerza debe 
ser ignorada. 


(c) Se observará que considerando ¿q = 0, ó6q2 = O y et Xx O, obtenemos, a partir 
de (3.22), la relación 


0 | .»0Y , =»02 02 
mi ae + YE + s3)o = (2 + Pa ¿+ Foz )a (3.23) 


Como el lector puede demostrar fácilmente, el lado derecho de (3.23) es, sencillamente, 
el trabajo hecho sobre la partícula por la fuerza total (incluyendo la fuerza de restricción) 
cuando el marco de referencia, las restricciones, o ambos, desplazan su posición ligeramen- 
te en el tiempo st. Sin embargo, como (3.23) es redundante en cuanto se refiere al 
planteamiento de las ecuaciones del movimiento, no recibirá por ahora ninguna consi- 
deración adicional. 


3.8 Ejemplos ilustrativos. 
Ejemplo 3.5: y 





Fig. 3-3 
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El siguiente ejemplo sencillo debe servir para clarificar algunas ideas básicas. Una varilla rígida lisa, como 
se muestra en la figura 3.3, se hace girar con velocidad angular constante, en un plano alrededor del origen de los 
ejes X y Y. Una cuenta de masa m puede deslizarse libremente sobre la varilla, bajo la acción de una fuerza F, 
que incluye la fuerza de restricción. Por medio de la aplicación directa de la ecuación de D'Alembert (3.3) se plan- 
tea la ecuación del movimiento, que para este caso es, sencillamente, 


m(x8r +y8y) = F.tx + F, 8y (1) 

La cuenta tiene sólo un grado de libertad. Tomando a r como coordenada, se puede escribir 
Z = Prcosul, y = rsenut (2) 
Por tanto, $5x = é$rcosut — Tu Stsen ut, $y = 8rsenut + ru áét cos vt (3) 


en donde tanto r como t pueden variar. Igualmente pueden hallarse en forma inmediata las expresiones para 
% y Y, a partir de (2). Eliminando ¿x, 5y, Y y Y de (1), se tiene 


m(* — ra*)8r + 2mriw* $t = (F,cosut + F,senct)j8r + (F, cos wt — Fesen wt)ru 8t (4) 

Pero como ór y ót son arbitrarios, resulta claro que 
mí? — ru )8r =  (F.cos ut + F, senot)8r (5) 
(2mrrut)st = - (F,cos vt — Fsen wt)ru 8t (6) 


Al examinar la figura se observa que el miembro derecho de (5) es justamente el trabajo hecho por la fuerza: 
total a lo largo de un desplazamiento ¿r sobre la varilla (no un desplazamiento ¿s). Pero como el desplaza- 
miento tiene en cuenta la restricción, el trabajo hecho por la fuerza de reacción de la varilla sobre la cuenta es 
igual a cero. 


La ecuación (5)wes la ecuación del movimiento y es exactamente igual a la que se obtiene al aplicar adecuada- 
mente la ecuación de Lagrange. (Esto debe hacerlo el estudiante.) 


La ecuación (6) corresponde a (3.23). Por inspección en la figura 3-3 se demuestra que el lado derecho de (6) 
es el trabajo hecho por F' (incluyendo la fuerza de restricción) para un desplazamiento rwót. 


Ejemplo 3.8: 

Con referencia a la figura 3-4, la plataforma gira- 
toria D tiene una velocidad angular determinada por el 
motor M,. Adherido a la plataforma se encuentra el 
mecanismo impulsor M2 que hace girar la varilla 
lisa pa, alrededor del eje horizontal en p,.de alguna ma- 
nera en particular. La varilla pa y las verticales pb y 
oc se encuentran todas en el mismo plano. Una cuenta 
de masa m puede deslizarse libremente a lo largo de la 
varilla, bajo la acción de la gravedad. 

Suponiendo que « y 6 son funciones conocidas 
del tiempo, el sistema tiene un grado de libertad. To- 
mando r como coordenada, se plantea la ecuación del 
movimiento, y se encuentra F. 











Se concluye fácilmente que 
T -= jm[r* + 6! + ate + r senó)!] (1) 


Esta expresión es válida independientemente de la. forma como varien con el tiempo « y 0. Supóngase que a 
w, = constante, y que la varilla se hace oscilar, por medio del mecanismo Mz, alrededor de la vertical pb, según 
0 = 0 Sen wat. Por consiguiente, 


T = ¿4m(P + rió cos o,t + 1 [s + 7 sen (9, sen 0, 6)]*) (2) 


que incluye únicamente a r, Yy t. Aplicando la ecuación de Lagrange, se llega a 
mr — márolul cos! wyt + us + r sen (0, senu,?)] sen (9, seno,t)) = Fr (3) 


Con el fin de hallar una expresión para F,, se ignoran por completo los movimientos de la plataforma y de 
la varilla; es decir que durante el desplazamiento -+5r, t permanece constante (6 y « permanecen constantes). 
Por tanto 

dW, = -—mgcosd ór = — my cos (0, sen w, t) Sr o sea F, = —MJ cos (9, sen w, t) 


Debe notarse que si la varilla no tiene un movimiento obligado sino que puede girar libremente alrededor 
de p, el sistema tiene entonces dos grados de libertad. En este caso, despreciando la masa de la varilla, (1) continúa 
siendo la expresión correcta para T. Las ecuaciones del movimiento correspondientes a r y 6, pueden escribirse 
en forma inmediata, y se ve que " 


F, = — my cos 9, Fo = myr senó 
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3.9 Determinación de la aceleración por medio de las ecuaciones de Lagrange. 
Como se demostró anteriormente (numeral 2.12), la componente a' del vector acelera- 
ción a, sobre una línea cuyos cosenos directores son ! m y n, está dada por 


ar = Il+4m+2n (1) 
Si debe hallarse a' en la dirección de la tangente a una curva en el espacio en un punto p 
determinado, 
A Wi 
ds” ds?” ds 
en donde ds es el elemento de longitud de la curva en p, dado por 
ds? = dx? + dy? + d2* (3) 


Entonces, partiendo de las ecuaciones de la curva en el espacio, pueden hallarse !, m y n. 


Supóngase que se desea determinar una expresión general para la componente de la acele- 
ración en la dirección de la tangente a la coordenada q, teniendo en cuenta que las coorde- 
nadas generalizadas q:, q2 y q3 se relacionan con las rectangulares por medio de 


x= x(q1, 92, 93,8), Y = Y(Q1,92, 93,1), 2 = 2(q1, Q2, Qa, t) (4) 


La línea coordenada de q, se determina haciendo que permanezcan constantes q2, Q3 y 
t en (4) y dibujando la gráfica por puntos de x, y y z para valores variables de q,. En 
forma semejante se obtienen las líneas coordenadas de q2 y q3. Tomando las derivadas 


de (4), mientras Q2, 3 y t permanecen constantes, se obtiene dx = == dq, etc. En- 
tonces (3) se convierte en q 


2 2 
_Tfox 0Y 97 
q97 E (5) +(5%) +(32) les (5) 


en donde ds es un elemento de longitud medido sobre la curva de q;,. 


Según (2), 
'A Sa —_—_ los (6) 
dq [(9x/0q1)? + (dy/dq1)? + (92/9q1)]2 — hióqs 
en donde el significado de h, es bien claro, y donde se ha escrito dx/dq, como dx/0q,, 
puesto que q, 3 y t se consideran todavía constantes. En forma semejante, m, = e 
y ni = a -] Igualmente, los cosenos directores de la tangente a la curva coordenada de 
2, SOn y 12 a _1lóoy _ lar 
hz 0q2” — ha 0q2* di ha 02 (7) 
Designando a' como aq, la ecuación (1) se convierte en 
_ 1/.0% «0Y , «02 
dq, = naa rre ia) (8) 


Teniendo en cuenta las etapas que condujeron al miembro izquierdo de (3. 15), evidentemente 
puede escribirse (8) en la siguiente forma 


- Afa/(ar_ ar mn 
a = hilado) o 
en donde 7” = 4(4?+y?+2*), expresada en coordenadas generalizadas. En general, 
 1|dfaT'N oT'| | 
tr = E (E)- al La) 


Es esta una manera sencilla y fácil de obtener las expresiones generales de las compo- 
nentes de la aceleración en la dirección de las coordenadas. Véase el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 3.7: 

Considerando el sistema de coordenadas esféricas, se trata de obtener la conocida expresión de ag, la compo- 
nente de la aceleración según la dirección de la tangente a una de las curvas coordenadas de $, por medio de la 
utilización de (3.24). 





Para estas coordenadas (véase la ecuación (2,39)), 7” = Hr + yi92 + risentó $*) de donde 
, ? .. .. e 
(E) — - = Yo + 2rró6 — re? seno cos 0 
3 2 | 2 e] 
hg = (5 + (32) + (3) | =  [(rcosó cos) + (r cososeng) + rsen?g]? = y 


Por tanto, a, = rg8+ 276 — rg? senó cosó. En forma similar pueden obtenerse inmediatamente a, y as. 


Si el movimiento de un punto (o una partícula) está restringido'a una superficie móvil, 
después de eliminar una coordenada superflua, las ecuaciones (4) serán 


x = x(q1,q2,t), y = y(Q1,q2,t), 2 = 2(q1, qa, t) (10) 
que en realidad son las ecuaciones de la superficie en cualquier instante. 


Y si ahora se hace que q y t permanezcan constantes, las ecuaciones (10) representan 
una curva q, sobre la superficie. Por otra parte, es claro que dx/ds, por ejemplo, es la 
expresión de uno de los cosenos directores de la tangente a esta curva, en un punto cualquiera. 
Por consiguiente, si se escribe T' en función de q,, 02, Q1, 92 y t, la ecuación (3.24) da las 
componentes del vector aceleración según la dirección de las tangentes a q1, q2, sobre la su- 
perficie, en un instante determinado. 


Una vez más, es importante recordar que, básicamente, las aceleraciones halladas de 
esta manera, son relativas al marco X, Y, Z. 


3.10 Una consideración adicional sobre las ecuaciones de Lagrange. ' 
Con el objeto de clarificar aún más el sentido físico de las ecuaciones de Lagrange, con- 
sidérese lo siguiente: 


Escribiendo T = im(r* + 120? + yej? sen? 0), según el numeral 3.9, se sigue que 


112 ar ce E mas (véase el ejemplo 3.7) 
ha | de 


00 00 
Asimismo, el lector puede demostrar fácilmente que 
1 dx dy 02 _ 1 _ 


en donde, si f es la fuerza que actúa sobre m, f, es la componente de f en la dirección en que 6 
aumenta. (Nótese que fa: es una fuerza verdadera y no un momento; además, a, es una ace- 
leración lineal.) Por tanto resulta claro que la ecuación de Lagrange conduce sencillamente 
a mas= fo, en coordenadas esféricas. En la misma forma, pueden escribirse las ecuaciones 
correspondientes a r y f, como ma, = f, y ma, = f,, y lo mismo para cualquier otro 
sistema de coordenadas que pueda usarse. 


Si existe alguna restricción sobre la partícula, las ecuaciones de trasformación toman 
la forma de las ecuaciones (10). Siguiendo el razonamiento dado al final del ejemplo 3.7, se 
concluye que las ecuaciones de Lagrange correspondientes a q, y q2 pueden escribirse como 
MA, = fa, y MAyq, = Fús. 


Así pues, la interpretación física de las ecuaciones de Lagrange, para un sistema de una 
partícula, es muy sencilla; y además, se observa que en cada una de las ecuaciones se tienen 
en cuenta automáticamente las componentes de la aceleración. 
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Lo anterior es válido para cualquier sistema de coordenadas y cualquier tipo de restric- 
ciones. Considérese, por ejemplo, una partícula sobre una plataforma giratoria montada 
en un ascensor acelerado. Supóngase que se desean obtener las componentes de la aceleración 
de la partícula, expresadas en función de ciertas coordenadas cuyo marco se encuentra adhe- 
rido a la plataforma, y que se requiere tener en cuenta los movimientos de la Tierra, del 
ascensor y de la plataforma. Aun en este caso tan complicado, es fácil escribir T' para la par- 
tícula y (3.24) da los resultados buscados, en forma inmediata. El estudiante debe comparar 
este método con el sistema vectorial normal. Véase el problema 3.34. 


3.11 Experimentos sugeridos: 

Como se mencionó anteriormente, al final de varios de los capítulos, se enumeran unos 
pocos experimentos que han sido hallados dignos de la atención, del tiempo y de los esfuerzos 
de los estudiantes. Estos experimentos contribuirán a inculcar una apreciación tangible de 
la dinámica que el papel y el lápiz no podrían lograr por sí solos jamás. 


Experimento 3.1: 


Determínese el período del péndulo que se muestra en la figura 3-6 (véase el problema 3.7). El punto p se 
soporta por medio de un hilo largo y ligero colgado de su extremo superior de un cielo raso suficientemente alto. 
Al moverse el péndulo, p describe el arco de un gran círculo, pero para movimientos pequeños, éste puede conside- 
rarse como una línea recta horizontal. Si se determinan con cuidado los valores de k y m, los resultados experi- 
mentales y los calculados concuerdan con buena precisión. 


Puede repetirse el experimento ajustando la cuerda vertical, de modo que p quede algunos centímetros por 
encima de la horizontal ab, quedando entonces los resortes en forma de V invertida. Naturalmente debe hacerse 
una aproximación para calcular la fuerza ejercida por los resortes, suponiendo pequeños movimientos (úsese el 
desarrollo de Taylor). 


Resumen y observaciones 


1. Deducción de las ecuaciones de Lagrange: Una partícula sin coordenadas 
móviles, ni restricciones móviles (numeral 3.2). 


(a) Se ha desarrollado la ecuación de D'Alembert a partir de la segunda ley de Newton 
y del concepto del trabajo virtual. (Se ha observado que el trabajo virtual es un ins- 
trumento simple pero poderoso que se utiliza como medio para llegar a un fin.) 

(b) La ecuación de D'Alembert, expresada en coordenadas generalizadas, conduce direc- 
tamente (con la ayuda de ciertas operaciones matemáticas sentillas) a las ecua- 
ciones de Lagrange. 


2. Detalles importantes relacionados con estas ecuaciones (numeral 3.3(b) y (c)). 


(a) La energía cinética, T, debe expresarse en función de las coordenadas generalizadas 
que se hayan escogido, y de sus derivadas con respecto al tiempo. Deben ejiminarse 
de T todas las coordenadas superfluas. 

(b) Es importante entender con claridad el sentido fisico de las fuerzas generalizadas, 
no solamente para facilitar el uso de las ecuaciones de Lagrange, sino también para 
lograr una apreciación de lo que ocurre. 


3. Deducción de las ecuaciones de Lagrange: Coordenadas móviles, restricciones 
móviles, o ambas (numeral 3.6). 


(a) La deducción se basa de nuevo en la ecuación de D'Alembert y en el carácter arbi- 
trario de los desplazamientos virtuales 5x,, 5y, y 62,. Las ecuaciones resultan 
con la misma forma anterior. 


(b) T es ahora función de las q,, q, y t. 
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3.1. 


3.2. 


3.3. 


3.4, 


3.5. 


3.6. 


(c) Como anteriormente, se halla F¿_, dejando el tiempo constante. El sentido físico de 
esto (numeral 3.7) debe ser entendido por las mismas razones mencionadas en 2(b). 


La aceleración determinada por medio de las ecuaciones de Lagrange (nume- 
ral 3.9). 

Como se muestra en el numeral 3.9, la componente de la aceleración de un punto o 
partícula, en la dirección de una tangente a una curva q, en cualquier punto, puede ob- 
tenerse, en forma inmediata, partiendo de la ecuación (3.24). 


Interpretación física de las ecuaciones de Lagrange (numeral 3.10). 

Para un sistema de una partícula, las ecuaciones del movimiento de Lagrange pue- 
den reducirse a ma, = f,, en donde a, es la componente de la aceleración lineal de 
m, en la dirección de la tangente a la curva de q,; y f, es la componente de la fuerza 
total sobre m (sin incluir la fuerza de la restricción) que actúa según la dirección de la 
misma tangente. Por consiguiente, las ecuaciones anteriores se reducen a la simpleza de 
las ecuaciones de la segunda ley de Newton, independientemente del sistema de coorde- 
nadas usado. 


Problemas 


Suponiendo que el movimiento está restringido al plano Q,Q» (Fig. 2-5) y que la gravedad actúa en la 
dirección negativa del eje vertical Y, establézcanse las ecuaciones del movimiento de un proyectil en fun- 
ción de las coordenadas q, y q». 


Resp. m|G1 +42 c08 (8 —a)] = —mgseda y m[ 42 +41 cos (8 — a)] = —mg sen $ 


Una cuenta de masa m está restringida a moverse a lo largo de un alambre liso rígido que tiene la formá 
de la hipérbola xy = C = constante. Demostrar que la energía cinética puede expresarse como 


T = jm + 2) 


Escríbanse las ecuaciones del movimiento y demuéstrese que si el eje Y es vertical, la fuerza generalizada 


correspondiente a x es F, = mygC/x** 


Nótese que un punto cualquiera puede localizarse en el plano X Y, al especificar C y y en la relación xy = C. 
Por tanto, considerando a C como una variable, puede usarse como coordenada. Demostrar que para el 
movimiento en un plano, la energía cinética de una partícula puede escribirse como 


, C—CAN' 
y ga TU — a 
qm [5 + (35%) | 
y que si se considera que la gravedad actúa paralelamente y. en la dirección negativa del eje Y, 
F, = + mgC/x, y Fc = — myl/x 


En lugar de las coordenadas polares usuales, r y 4 (para movimiento en un plano) considérense como 


coordenadas r y sen 6. Haciendo x = rcos 6, y = rsen 4 y llamando q a sen 9, se tiene x = rvl—q 
y y = rq. Demostrar que la energía cinética de una partícula en coordenadas r, q está dada por 


T = ¿m(+ as 5) 


Una cuenta puede moverse restringida a una espiral cónica lisa, como se ilustra en la figura 3-5. Suponiendo 
que p = az yque 4 = —bz, en donde a y b son constantes, demostrar que la ecuación del movimiento es 
2041402) 4 au? = -y 


Plantear las ecuaciones (11) y (12) del ejemplo 1.2, por medio del método de Lagrange. 
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3.7. 


3.8. 


3.9. 
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La masa m del péndulo que se muestra en la figura 3-6, está suspendida por medio de un hilo inexten- 
sible del punto p. Este punto puede moverse libremente sobre una horizontal bajo la acción de los resortes, 
los cuales tienen una constante k. Despreciando la masa de los resortes, demostrar que el péndulo oscila 


con un período igual a 
P = 4 | mg + 2kr 
25 a 








Fig. 3-5 Fig.26 


Un disco sólido uniforme, de masa M y radio R, tiene una pequeña masa m adherida a su superficie a 
una distancia r del centro. El disco puede rodar libremente, sin resbalar, sobre una recta horizontal. De- 
mostrar que 


T = ¿0(MR* + 1 + mR' — 2mrRcoso + mr”) 


en donde / es el momento de inercia del disco, con relación al eje perpendicular a su superficie que pasa 
por el centro; y 4 es el desplazamiento angular del disco a partir de la posición de equilibrio. Demostrar 
que si el disco se desplaza ligeramente de la posición de equilibrio y se libera, oscilará con un período igual a 


Pr SN EPT 
mgr 


La partícula de masa m que se muestra en la figura 3-7, puede moverse libremente a cualquier punto, bajo 
la acción de dos resortes idénticos. Cuando m está en equilibrio en el centro de los ejes coordenados, la 
longitud S de cada uno de los resortes es mayor que su dimensión normal l, (sin extender). Demostrar 
que F, = 0 y que para pequeños desplazamientos alrededor de la posición de equilibrio, 


F, = —2k(1 — lo/S)z, FP, = —2k(1 — l0/S)y, F, = —2Qkz 


Establecer las ecuaciones del movimiento e integrarlas. 








Fig. 3-8 
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3.10. 


3.11. 


3.12. 


3.13. 


3.14. 
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La masa m de la figura 3-8 es atraída hacia la masa estacionaria M por medio de la fuerza gravitacional 
F = —GmM/r. A una distancia inicial ry se le da a m una velocidad inicial vy en el plano XY. 
Establézcanse las ecuaciones del movimiento en coordenadas r y 9. Demostrar que el momentum angular 
Po = mr*9 = constante. Con el auxilio de esto, integrar la ecuación de r y demostrar que la trayectoria 
es una cónica. 


Las componentes rectangulares de la fuerza sobre una carga (Q), que se mueve en un campo magnético y 
eléctrico, están dadas por las relaciones (5. 14). 


(a) Un cañón electrónico dispara un estrecho haz de electrones, todos con la misma velocidad (e, Yo, Zo en 
el origen de los ejes cuando t = 0) en un campo magnético uniforme (sin campo eléctrico) y en una 
dirección que forma un ángulo inicial $4 con las líneas de flujo. Establecer las ecuaciones del movi- 
miento, integrarlas y demostrar que la trayectoria descrita por el haz es una helicoide cilíndrica. 
.(Tómese B en la dirección de Z.) 


(b) Establecer las ecuaciones del movimiento suponiendo un campo eléctrico uniforme paralelo al campo 
magnético. ¿Cuál será ahora la trayectoria? 


Una cuenta de masa m puede moverse libremente a lo-largo de un alambre circular liso que gira con velo- 
cidad angular constante «, alrededor de un eje vertical perpendicular a la superficie del círculo y que 
pasa por su periferia. Una segunda cuenta se mueve bajo la acción de la gravedad a lo largo de un circuito 
idéntico pero estacionario y contenido en un plano vertical. Demostrar que las dos cuentas tienen exacta- 
mente el mismo movimiento. ¿Cuál magnitud, de la ecuación del movimiento de la primera cuenta 
corresponde a g de la segunda ecuación? 

Considérese la localización de m con coordenadas polares r y 6, en el ejemplo 3.2. Tomando Y como la 
coordenada independiente, demostrar que 


tan 0 . 
a = 8 y que y = 2 








Por tanto T puede escribirse en función de 4 y 9. Demostrar que la fuerza generalizada es 


Fe , 2F, tano 


Fo bcostó ' bcost04 


en donde F, y F, son las componentes de la fuerza que actúa sobre m. Resulta claro que $ no es una 
coordenada conveniente para determinar el movimiento de m. Repítase el procedimiento para el proble- 
ma 3.2. 

En la figura 3-9, la cuenta de masa m puede deslizarse libremente a lo largo de la varilla lisa, bajo la 
acción de la gravedad y del resorte. Se hace girar el eje vertical con una velocidad angular constante «. 
«Demostrar que la ecuación del movimiento es 


mr — mro*sentoe = k(l—l) — kr — mgcos6 


y que la masa oscila con un período igual a 


mo | j k(l — lo) — my cos 6 
P = 2r rro alrededor de la posición r = e 


en donde l= r + s y kl es la longitud normal del resorte (sin extenderse). 






Í = constante 


SL 


A 


(a) 
Fig. 3-9 Fig. 3-10 





3.16. 


3.17. 


3.18. 


3.19. 


3.20. 


Demostrar que 
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Supóngase que el bloque B que se muestra en la figura 3-10, al cual se halla adherido el resorte, se hace 
oscilar verticalmente según la relación s = A sen wt. Sea (a) la representación de la posición del sistema 
sin ningún movimiento aplicado a B y m en equilibrio bajo la acción de la gravedad y del resorte. Sea 
(b) la representación de una posición general del sistema. Demostrar que el efecto del movimiento de B 
es la aplicación de una fuerza a m igual a RA sen wt. Demostrar además que el movimiento de m está 
dado por 


Ak 
q = Casen(yk/mt + 8) + mim = ay not 


Un disco pesado uniforme, de radio R, rueda por un plano inclinado sin resbalar. Los ejes X y Y están 
adheridos a la superficie del disco con el origen en el centro. Una partícula de masa m puede moverse 
libremente en el plano del disco bajo la acción de la gravedad y de un sistema de resortes cuyos detalles 
no es necesario especificar. Por consideraciones elementales puede decirse que despreciando la pequeña 
masa de la partícula, el centro del disco se mueve con aceleración lineal a = ¿g sen a, en donde a es 
el ángulo de inclinación del plano. Demostrar que la energía cinética de la partícula en coordenadas po- 
lares r y 0 (6 medido a partir del eje X adherido al disco) está dada por (8 se mide entre X y una 
recta fija normal al plano inclinado) 


T = ¿met + ” + r(B — py + 2atr sén (B-0) + 2atr(8 — 9) cos (8 — 0)] 
en donde 6 = (a/R)t. Comparar esta forma de T con la expresión general (2.55). 


El hilo que soporta la masa del péndulo (Fig. 3-11) pasa a través 
de un pequeño orificio en el tablero B, el cua. se hace oscilar PIPIPITIPTAPRAA, 
verticalmente según el eje Y de tal manera que s = AÁ 8en ut. 
A A 
T =  ¿Im[2A*%* costut + (l — A senout)' p' | | 
paa 24*t,* cos? wt c08 4 , ns O Á sen et 
— 2(1 — A senut) Ave cos wt sen 9] 


en donde | = r + s = constante. 





Escribir la ecuación del movimiento. Demostrar que 
F¿ = —mgrsens = —mg(l — A senut) seno 





9 
Haciendo referencia al ejemplo 3.6 y a la figura 3-4, supóngase 
que % = w = constante, que la masa de la varilla pa es despre- 
ciable y que el mecanismo impulsor Mz se remplaza por un: Fig. 3-11 


sistema de resortes que tiende a conservar a pa en posición ver- 
tical, por medio de un torque —C6. Establecer las ecuaciones 
del movimiento correspondientes a r y a 6. Obsérvese que la 
expresión de T (ecuación (1), ejemplo 3.6) es aún válida. 


Demostrar que si la espiral del problema 3.5 (Fig. 3-5), gira alrededor de su propio eje con velocidad angular 
constante w, 


T = Im[2( +1) + au — b2)”] 
Demostrar también que si la espiral tiene una rotación dada por wt + jat?, 
To = Imaz + aZ2lo + at— d29 + 2" 


Obsérvese que en ambos casos la fuerza generalizada correspondiente a 2 es igual a —mg. 


Supóngase que el disco que se muestra en la figu- 
ra 3-12 puede sufrir cualquier movimiento rota- 
cional por la acción de un motor (que no se mues- 
tra) conectado a su eje. El hilo al cual se halla 
sujeto m se ha fijado y enrollado alrededor del 
disco. La posición angular del disco está dada por 
a, medido desde el eje X, que está fijo, hasta 
una recta trazada en la superficie del disco. La 
posición angular del hilo (que se supone siempre 
tangente a la polea) está dada por 9. La longi- 
tud inicial del hilo es igual a ry, según se indice. 
Demostrar que para la masa m, 


T = ]m[Rte* + (ro + Ro — Ra)?ó*] 
F9 = — myg(ro + Ro — Ra) seno 





CAP. 3] ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LAGRANGE PARA UNA PARTICULA 59 


y que la ecuación del movimiento es 
miro + Ro — RaJ9 — 2mR6a + mRé? = — my seno 
en donde « se supone que es una función conocida del tiempo. 


3.21. En la figura 3-13 se muestra un alambre rígido parabólico que gira de una cierta manera alrededor del 
eje Z2 al mismo tiempo que la plataforma a la cual se halla adherido el sistema X>», Y2, Za se mueve 
con aceleración constante a, paralela al eje Y,. La cuenta de masa m puede deslizarse a lo largo del alam- 
bre liso bajo la fuerza de la gravedad. (a) Demostrar que 


To = jm[? + 7 + a + 2fatsenp + 2ráatcosó + 4bir*7"] 
Suponiendo $ = w —= constante, plantear la ecuación del movimiento correspondiente a r, y demostrar 
que F, = — 2mybr 


3.22. Al girar el alambre del problema anterior, genera una copa parabólica. Supóngase que m está restringida 
a moverse en contacto con la superficie interior de una copa estacionaria que tiene tal forma. La expre- 
sión de la energía cinética es exactamente igual a la que se escribió para el problema 3.21 salvo que 4 
debe considerarse ahora como una coordenada independiente. Escribir las ecuaciones del movimiento 
para este caso. Demostrar que F, es igual a la del problema anterior, y que F, = 0. 





Fig. 3-13 Fig. 3-14 


3.23. Al soporte del péndulo, mostrado en la figura 3-14, puede dársele el movimiento giratorio que se desee 
por medio de la manivela. Demostrar que T' para el péndulo es 


T = jmiso + 116? + r(a — $) sento — 2ereó coso seng + 2sra(a — $) sen O cos q] 
en donde r, 6 y ¿4 son las coordenadas esféricas medidas con respecto a los ejes X, Y y Z, los cuales están 
adheridos a la barra horizontal ab y giran solidariamente con ella. En este problema se toma r constante. 


Suponiendo que r puede variar (una banda de caucho) repetir lo anterior. Escribir T como la suma 
de tres términos correspondientes a los de la ecuación (2.55). 


3.24. Suponiendo A = w, = Constante, da = (3 = Constante, demostrar que la energía cinética de la partícula 
de la figura 2-21, con movimiento confinado al plano X,Y,, está dada por 


T = jmir* + ro + (280, senlo,t + a)]r + [27%(0, + 01) + 280,7 cos (u,t + a)la 
+ [*lo, + 01)? + 280, (v, + 0,)r cos (ost + a) + 8%) 


Nótese que la anterior tiene la misma forma de la relación (2.55) en donde las cantidades correspondien- 
tes a A, B y C resultan evidentes. 


3.25. Una plataforma giratoria Pz, está montada en una segunda plataforma también giratoria, P,, la cual 
a su vez está montada en un ascensor. P, se halla impulsada por un motor a velocidad constante w,. En 
forma semejante P, gira con velocidad constante w», con relación a P,. El péndulo simple montado 
en P, de longitud !, puede oscilar en un plana que contiene al eje vertical de rotación de Pz, y su punto 
de suspensión. El ascensor tiene una aceleración constante hacia arriba, a. Hallar la ecuación del movi- 
miento del péndulo 


m[P 6 + lcos0 (8, — senó)(w, + wm)? + a, al cosó cosuw,t + alseno] = — mgl sen 6 


Nótese que el miembro izquierdo de la ecuación anterior es sencillamente, (ml)as, en donde ag es la ace- 
leración lineal de m con relación a un marco inercial, en la dirección positiva de 6. (Véase la ecuación 
(3.24).) 
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3.26. 


3.27. 


3.28. 


3.29. 


3.30. 
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Li Ys, Za 


»É cs 





¿1 Ascensor 





X1, Y,,Z, Estacionario 


Fig. 3-15 Fig. 3-16 
Un marco de referencia X, Y, Z está adherido al interior de un automóvil. El eje Y se dirige hacia ade- 
lante, el eje Z verticalmente hacia arriba y el eje X a la derecha. La posición de una partícula debe loca- 
lizarse en coordenadas esféricas r, 6 y $, medidas con relación al marco mencionado. 

Suponiendo que el auto se mueve a lo largo de una vía circular a nivel, de radio R, con aceleración 
tangencial constante, a, escribir y plantear las ecuaciones del movimiento para una partícula libre sobre 
la que actúa únicamente la gravedad. 


Se hace girar con velocidad angular constante «, el eje vertical que se muestra en la figura 3-16. El eje 
posee un brazo de longitud r, rígidamente adherido, como se indica. Escribir una expresión para T y 
las ecuaciones del movimiento de la partícula, con relación al sistema rotatorio, X3, Y2, Z2. Para una 
indicación y las respuestas, véanse las ecuaciones (14. 15). 


Considerando las coordenadas cilíndricas r, 4 y 2, la relación 2 = br? representa una “copa” para- 
bólica si b es constante. Las coordenadas x y y de un punto de la copa en particular pueden escribirse 
COMO Xx = FrC08 4 y y = r asen g. A fin de acostumbrarse a toda suerte de coordenadas, supóngase 
que b es una variable, en cuyo.caso b,r y ¿ pueden considerarse como las coordenadas para localizar un 
punto en el espacio. Por tanto, las tres relaciones anteriores son las ecuaciones de trasformación que rela- 
cionan las coordenadas rectangulares con las b,r y q. 


Demostrar que en este sistema de coordenadas, la energía cinética de una partícula está dada por 
T = ¿m[r(14 48%) + 09! + D% + 4brbr] 


Para el caso en que la gravedad actúa en la dirección negativa de Z, demostrar que 
F, = —2mgbr, Fr = —mgr, F¿= 0 


Determinar una expresión para la aceleración de m, como se muestra en la figura 3-9, en la dirección de 


los incrementos de r. Supóngase que se le da aceleración angular constante al eje vertical $ = c. (Véase 
el problema 3.14.) 


Demostrar que con estas mismas condiciones, . -* 
e 


A eN . 
dr = P — rotitseento, as = —roiisenó coso, aj = 2rct sene + resen o 
son las componentes de la aceleración, a,, ag y a, con relación a un marco inercial. 


¿Cuáles serán las componentes de la fuerza de reacción en las direcciones de los incrementos de Y y 
de ¿4? Obsérvese que para obtener los resultados anteriores, en realidad se han introducido 0 y $ como 
coordenadas superfluas. (Véanse las observaciones al final del numeral 3.2.) 


Haciendo referencia a la figura 2-5, resulta claro que para el movimiento en el plano XY, el vector acele- 
ración general del punto p, tiene una componente en la dirección del eje Q,, dada por aq, = zl+ ym, 


en donde | y m son los cosenos directores de este eje. Demostrar que esta expresión se reducea ay, = q1 + q 
cos (8 — a) y que esta última puede obtenerse directamente de la ecuación (3.24). 
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3.31. 


3.32. 


3.33. 


3.34. 
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Refiriéndose al problema 3.22 y aplicando los métodos del numeral 3.9, hallar la componente de la acele- 
ración de la tangente a una curva (sobre la copa) para la cual r == constante. Comparar el resultado con 
la ecuación del movimiento correspondiente a ¿, obtenida en el problema 3.22. Repetir el proceso para 
una curva en la cual 4 = constante y comparar con la ecuación del movimiento correspondiente a r. 


Con referencia a la figura 2-21, las ecuaciones (2.32) y (3.24) determinan las expresiones generales para 
las componentes x2 y y2 de la aceleración de m. ¿Las aceleraciones así obtenidas, serán en realidad 


relativas al marco X,, Y,? ¿Qué fuerzas F,,, Fy, se requerirían para conservar a m fija con respecto a 
Xa, Ya? | 


Haciendo referencia a la figura 3-16, escribir las expresiones de las componentes del vector aceleración 
general de m según las direcciones de los ejes X2, Ya y Za, pero relativas a los ejes inerciales X,, Y, y 
Z,. (Véase el problema 3.27.) 


Una plataforma giratoria está montada en el suelo con el eje de rotación vertical. Un marco de referencia 
rectangular está adherido a la plataforma, y la posición de una partícula con relación a este marco se 
determina por las coordenadas esféricas. Hallar las expresiones en coordenadas esféricas de las compo- 
nentes de la aceleración, a,, ag y a,, con relación a un marco inercial de referencia, teniendo en cuenta 
la rotación de la Tierra, así como la de la plataforma. (Véase el numeral 14.7(b).) 





4.1 Observaciones introductorias. 


Por razones pedagógicas, el análisis de las ecuaciones de Lagrange del capítulo 3, se ha 
restringido a sistemas que contengan solamente una partícula. Ahora se deducirán estas ecua- 
ciones (y al final adquirirán la misma forma de la ecuación (3./8)) para el caso general de un 
sistema que consiste en muchas partículas con un número finito cualquiera de grados de 
libertad y en el cual pueden existir restricciones móviles o marcos de referencia móviles o 
ambos. A continuación, el resto del capítulo se dedica a las técnicas de aplicación de las ecua- 
ciones de Lagrange a varios tipos de sistemas diferentes y al importante aspecto de lograr un 
entendimiento del significado físico de las relaciones matemáticas empleadas. 


4.2 Deducción de las ecuaciones de Lagrange para un sistema de partículas. 


En primer lugar se establecerá la forma general de la ecuación de D'Alembert. Consi- 
dérese un sistema de p partículas cuyas masas m,,mz,...,m, sufren la acción de las 
fuerzas F,,F2,..., F,, respectivamente. Debe entenderse que F,, por ejemplo, repre- 
senta la suma vectorial de todas las fuerzas de cualquier origen (incluyendo las fuerzas de 
restricción) que actúan sobre m;,, etc. Así, suponiendo masas constantes y un marco de 
referencia inercial, las ecuaciones de “partícula libre”, para cada una de ellas, serán 


Fy, = Mi Íi, Py, = MiYi, Fr, = M1 21 


od RARE (4.1) 
F;, = Mp Yo, F,, = MpY, F,, = Mp2 


en donde F:,,F,, y F.,son las componentes rectangulares de F,, etc. Es importante obser- 
var que como se ha supuesto que F,,F», ete. ., incluyen las fuerzas de restricción, las rela- 
ciones (4.1) son válidas, aunque las partículas tengan cualquier tipo de restricción. 


Suponiendo ahora que cada una de las partículas sufre un desplazamiento virtual, cuyas 
componentes son 87,84, y 82, etc., se procede a ejecutar las siguientes operaciones matemá- 


ticas sencillas. Multiplicando Fz, = m1X1 por 82,, Fy, = Mi y, por 8y1,etc., en todas las re- 
laciones (4.1) y sumando todo el conjunto, se obtiene, 


> mi(%, 8%: + Yi 8ys + 2:82) = z (FP. 8%; + FySy + F,821) (4.2) 
= =]1 

relación que si se interpreta en forma adecuada, conduce a resultados de gran alcance. 
(Véase la ecuación (3.3).) Nos referiremos a la ecuación (4.2) como. ecuación de D'Alembert. 


Aquí deben hacerse varias observaciones importantes, semejantes a las que siguieron a la 
ecuación (3.7). 


(a) Con respecto a la validez de (4.2) no e necesario que 5x,,5y, y 652, representen 
desplazamientos, ni que sean magnitudes infinitesimales. En realidad pueden rempla- 
zarse por cantidades completamente arbitrarias como a,,b, y c;. 


(b) Sin embargo si se supone que representan desplazamientos de las partículas, resulta claro 
que el miembro derecho de (4.2) es sencillamente una expresión general del trabajo 
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total ¿W hecho por las fuerzas F,,F2,... en los desplazamientos ¿x,,6y1,621,... 
de todas y cada una de las partículas. Es decir, 
¿7 o= Y (F, sm + Fa sy + F. 82) (4.3) 
t=1 


(c) Lo anterior es válido aunque los desplazamientos imaginarios (virtuales) no estén de 
acuerdo con las restricciones; es decir, que las restricciones pueden considerarse ligera- 
mente “distorsionadas”. En tal caso, naturalmente, ¿W incluye el trabajo hecho por 
las fuerzas de restricción. 


(d) Pero si se considera que los desplazamientos están de acuerdo con las restricciones, el 
trabajo hecho por las fuerzas de restricción se anula. (Véanse los numerales 2.13 y 2.14.) 
En otras palabras, las fuerzas de restricción quedan efectivamente eliminadas de (4.2) 
y de (4.3). 


(e) Con las condiciones enunciadas en (d), la relación (4.2) se denomina principio o ecuación 
de D'Alembert. 


Aunque a primera vista no lo refleje, la ecuación de D'Alembert es el principio más ge- 
neral de todo el campo de la mecánica clásica e incluye la estática como caso especial de la 
dinámica. Las ecuaciones del movimiento de cualquier sistema con un número finito de 
grados de libertad, pueden obtenerse directamente de (4.2), en cualquier sistema de coorde- 
nadas, mediante la aplicación de las ecuaciones de trasformación apropiadas y de las ecuacio- 
nes de restricción. Las ecuaciones de Lagrange son apenas una forma más conveniente de 
(4.2). Todas las demás formulaciones como las ecuaciones de Hamilton, el principio de Ha- 
milton, el principio de Gauss de la mínima restricción, etc., pueden obtenerse a partir de las 
ecuaciones de D'Alembert. 


Continuando con la deducción, supóngase que el sistema tiene n grados de libertad, en 
donde n < 3p, y que las 3p — n ecuaciones de restricción son de tal naturaleza que todas las 
coordenadas superfluas pueden eliminarse de las ecuaciones de trasformación, 


Y = 2(Q1, Q2, . - -, Qn, t) 
Y Yi(Q1, 02, . . . , Qn, É) (4.4) 
- 21 z:(Q1, (2, . . - y Qn, t) 


!l 


Con respecto a estas ecuaciones, deben tenerse en cuenta los siguientes hechos. 


(a) Las relaciones (4.4), son ecuaciones de trasformación de las que se han eliminado previa- 
mente las coordenadas superfluas, denominadas anteriormente, ecuaciones “reducidas”. 
Aquí se consideran únicamente sistemas holonómicos. (Véase el numeral 9.12.) 


(b) Debido a las restricciones, el número de coordenadas generalizadas que aparece en (4.4) 
es 3p—-n menor que el número de coordenadas rectangulares. 


(c) La aparición de t indica que pueden existir restricciones móviles, o un marco de referencia 
móvil, o ambos. | 


(1) Estas ecuaciones tienen en cuenta todas las restricciones, en el sentido que los desplaza- 
mientos 5x,,%y, y ó6z, que se obtienen aplicando las relaciones 


0%; 0 


_ 9 Edd pá 
ÓL;¡ -— 01 $01 + aq + + 


0%; 
0Qn 





89, etc. (4.5) 


(conservando a t constante) a (4.4), están de acuerdo con las restricciones. 


(e 


Na? 


Así, si 5x,,0y, y 6z, se determinan de esta manera, se puede estar seguro que el 
trabajo ejecutado por las fuerzas de restricción suma cero. Por tanto, las fuerzas de restric- 
ción pueden ser ignoradas. (Véase el numeral 2.14.) 
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Sustituyendo las relaciones (4.5) en (4.2) se obtiene, después de agrupar términos, 


.. Ox .. 1) .. 0Z .. d E .. 
»> mi + y A + 21 50, J90 + aii »> ml Et + E a Joan 


í=1 901 091 9q 0Qn 
ds (4.6) 
Es 0X; 0Yi 
== E + Fr Droga +¿(n 5 dn Fr eres 
Pero como q1,42,-..,q, Son todas variables independientes (fisicamente esto sig- 


nifica que las partículas del sistema pueden desplazarse libremente de tal manera que, sin 
violar las restricciones, una cualquiera de las q puede tomar cualquier valor independiente- 
mente de los valores de las demás), pueden considerarse arbitrarios todos los ¿q. Entonces 
supóngase que todos se hacen cero, excepto, por ejemplo, ¿q,, con lo cual la ecuación (4.6) 
se reduce a 


.. de, .. oy: .. OZ; mn 2 OL; 
= Emfeda + Yi mA + 2 e) ra = nz +FnA +) 60 (4.7) 


Utilizando aquí las relaciones correspondientes a (3.9), (3.10) y (3.11) y siguiendo el mis- 
mo procedimiento del capítulo 3, (4.7) puede escribirse, 


g mi ; 0 m 
¿Wa = ls : 53 SA EA Yi+ a) Tae (d+ Yi+ 5) 


> , 
q (4.8) 
_ 9%; Yi 924 Y, 
== Po E + Era + Pas.) 991 
Ecuaciones idénticas se obtienen de igual manera para Q2,G3,..-,G,- Es decir, 
d [oT 9T 
di sE) - qa Fe (4.9) 
en donde r=1,2,...,n y las fuerzas generalizadas Fq,, son 
0X; ¡ OZ: 
Fy, = Era + Proa, + Pase) (4. 10) 


Nótese que (4.9) tiene exactamente la misma forma que (3.18). 


4.3 Expresión de T en forma adecuada. 


t 


Aunque T = 5Y mi(32 + y2+ 22), en donde el marco de referencia es inercial y exis- 


ten 3p coordenadas rectangulares, puede considerarse como la expresión básica de la energía 
cinética, su forma final a la cual se le aplicarán las ecuaciones de Lagrange, debe ser expresada 
en función de q;,Q2,-.-.,QGn» las coordenadas generalizadas, sus derivadas con respecto 
al tiempo, y posiblemente t. Las etapas requeridas para esto se han explicado e ilustrado en 
el numeral 2.7. Como se demostró allí y en los ejemplos que siguen, con frecuencia resulta 
provechoso expresar primero T en función de un número cualquiera de coordenadas adecua- 
das. Luego, por medio de las ecuaciones de trasformación y de las ecuaciones de restricción, 
puede ponerse en forma final excluyendo las coordenadas superfluas. 


4.4 Significado físico de las fuerzas generalizadas. 


Una vez más, como se indicó en el capítulo 3, una fuerza generalizada Fq,, correspon- 
diente a la coordenada q,, es una magnitud (no siempre una fuerza en el sentido usual de 
la palabra) tal que F,, 5q, es el trabajo hecho por todas las fuerzas aplicadas al incremen- 
tar únicamente q, (dejando constantes el tiempo y todas las demás coordenadas) en una 
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magnitud igual a +65q,. Sin embargo, en este caso más general es importante caer en 
cuenta que para un sistema de p partículas con varias restricciones, un incremento de sólo 
q, Puede requerir un desplazamiento de varias o de todas las partículas. Por consiguiente 
¿Wa, debe inclutr el trabajo hecho por las fuerzas aplicadas a todas las partículas, que como 
resultado de +5q, cambiarían de posición. », 


En prueba de las afirmaciones anteriores obsérvese que (4.3) es una expresión general del 
trabajo cuando a todas las partículas se les da un desplazamiento infinitesimal arbitrario. 
Pero si se supone que sólo q, varía, (4.5) se reduce a 
0Yi 021 


00, —— $0», Í2; = dqr dr 


OX; 
0qr 





$: = Yi = 





y por tanto, (4.3) se hace 
2d 02; 
Wa, = sr in + Era, + pa 32) sg, 


que según (4.10) es, sencillamente, Fay, 5q,. (Véase Ñ ejemplo 4.1.) 


Todas las fuerzas inerciales (véase el numeral 3.3 (d)) se han tenido en cuenta, en el lado 
izquierdo de (4.9). Por las razones expuestas e ilustradas en la última parte del capítulo 2, las 
fuerzas de restricción (para el caso de restricciones “lisas””) se anulan en (4.10). Por tanto, en 
los análisis de las técnicas y de los ejemplos que siguen, estas fuerzas se ignoran. 


45 Técnicas para hallar expresiones para las fuerzas generalizadas. 


Expresiones para F¿, pueden encontrarse por cualquiera de las técnicas que siguen, las 
cuales pueden aplicarse a cualquier tipo de fuerzas aplicadas y son básicamente iguales a las 
explicadas en el numeral 3.3(c). (En ningún caso se incluyen fuerzas inerciales.) 


(a) de aplicarse directamente la relación (4.10). Las componentes rectangulares Fx, Fy, 

F,,, de la fuerza F, que actúa en m,, deben determinarse a partir de las fuerzas co- 

e del sistema. Utilizando (4.4) pueden obtenerse las expresiones explícitas para 
0x:i/0Q», 0Yi/0Qr y 02i/0Q+. Con frecuencia este método resulta muy monótono. 


(b) Suponiendo que todas las restricciones móviles, o todos los marcos de referencia móviles, 
o el conjunto de todos ellos, son estacionarios, y que todas las coordenadas, excepto q, son 
constantes, se incrementa q, en una magnitud -+5q,. 


En seguida, estudiando el problema entre manos, se escribe una expresión del bra: 
bajo, ¿5W¿,, hecho por todas las fuerzas aplicadas a las partículas que deben cambiar 
de posición como resultado de +4q,. Usualmente esto puede hacerse directamente, 
sin necesidad de utilizar las componentes rectangulares de la fuerza. Entonces, por la 
relación 

| Wa, = F4,5qr (4.11) 
puede obtenerse F,_ en seguida. 

Al aplicar este método, con frecuencia resulta provechoso escribir primero ¿W,, en 
función de un número cualquiera de coordenadas y luego expresarlo en términos de q, 
2) ---» 4»: : 

(c) Siguiendo el procedimiento descrito en (b), en muchos casos es posible e incluso prove- 
choso, escribir una expresión del trabajo total ¿Wo cuando varían simultáneamente 
todas las coordenadas. Como puede notarse en (4.6) y en los ejemplos que siguen, esto 
puede escribirse en la forma 


Wi = [:: 8% - + [:**-Jobqa + -+** + [--* +]. 89m (4.12) 


en donde los paréntesis cuadrados pueden ser constantes, pero usualmente son funciones 
de las coordenadas, de la velocidad, del tiempo, etc. Resulta claro que el paréntesis cua- 
drado [....], es sencillamente Fy¿,. Así, todas las fuerzas generalizadas pueden leerse 
directamente en (4.12). 


66 ECUACIONES DE'LAGRANGE PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS [CAP. 4 


Una observación adicional: Para un sistema que tenga por ejemplo, cuatro grados de 
libertad, se hace que Fu, Fu) Fo y Fo, indiquen las fuerzas generalizadas correspondientes 
a Q1,02,93, y q4 respectivamente. Supóngase ahora, que se inicia de nuevo el problema 
remplazando a q3 y q4 por otras coordenadas diferentes q¿y Qí. Las fuerzas gengralizadas 
quedan entonces Fy, Fo Fo y Fu, pero Fa, y Fo, del segundo caso son en general, 
diferentes de F'y, y F¿, del primero, aunque correspondan a las mismas coordenadas. (Véase 
el ejemplo 4.1.) 


(Debe mencionarse aquí que cuando las fuerzas son conservativas, usualmente es más 
conveniente determinar F¿, a partir de la función de la energía potencial (véase el capítulo 5). 
En muchos casos de fuerzas disipativas, el método de la “función de la potencia” resulta bene- 
ficioso (véase el capítulo 6). Sin embargo, independientemente del tipo de las fuerzas aplica- 
das, cualquiera de las técnicas (a), (b) o (c) pueden ser utilizadas.) 


4.6 Ejemplos ilustrativos de la aplicación de las ecuaciones de Lagrange 
a sistemas que incluyen varias partículas. 


Ejemplo 4.1. Un sistema de tres partículas. 


Considérese la disposición que se muestra en la figura 4-1. Si se 
supone que sólo puede haber movimiento vertical, el sistema tendrá 
dos grados de libertad. Entre las distintas posibilidades, se toman 
Y: Y y2 como coordenadas. Ignorando las masas de ¡as poleas, 


T o = jmúi + jmé + jmsl 


Pero como puede verse fácilmente, $a = Yi — Ya y ds = Yi + Ya. Por 
tanto 
T = dm + jm — a)? + Amas + de)" 
que incluye ahora a yí y Ya, únicamente. (Nótese que yz es una 
coordenada no-inercial.) 
La ecuación del movimiento correspondiente a y,, se obtiene 
como sigue: 
aT 
dv 





= Migr + malY: — Ya) + ma(y, + ys) 





d TY _ ds .. 9T 
5 (2) =  (Mm3+ M2 + Ma) Y, + (ma — ma) ya, ri 7 


Por tanto, (m+ma+m) Y + (mm) = Fy, Fig. 4-1 

Para obtener una expresión de Fy, se aplica la ecuación (4.11). Así, se determina el trabajo hecho por las 
fuerzas impulsoras (la gravedad), despreciando las fuerzas de restricción (tensiones en los hilos), cuando se incre- 
menta y, en una cantidad +6y, (bajando ligeramente m,) y haciendo que yz permanezca constante. Se 
obtiene Wy, = +mM18 dy, — (m2 + ma)g 8y,. El segundo término de esta expresión se origina en el hecho 
de que como yz permanece constante, es preciso levantar a ma y my en una cantidad igual a aquella en que 
se ha bajado a m,. Por tanto Fy, = (m, — m2 — m3)g y la ecuación del movimiento completa, correspon- 
diente a y,, es 


(M¿+m+m)Y + (mi —m)Y = (mi—ms— mag (1) 
Para obtener la ecuación del movimiento de yz, se observa que 
d aT 0.0 o. 
(E) = (mis + Ms) Ya + (ms — ma) Ya y == 


Se obtiene una expresión para Fy, haciendo que yz aumente en una cantidad +5y2, con y, constante. Es 


claro que el trabajo ejercido por la gravedad es sWy, = (m— m3g 3ya = Fy, 5y3. Por último, la ecuación del 
movimiento de yz tendrá la forma 


(me + M3) Ys + (mim) = (mi — mag (2) 


Las relaciones (1) y (2) pueden solucionarse simultáneamente para obtener Y, y Ya, y las ecuaciones resultantes 
pueden integrarse en seguida. 
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Como sencillo ejemplo de (4.12), nótese que 
Wi = (mi¡8Y: — Ma 881 — Ms 583)g (3) 
Pero $82 = 5y, — Ya Y 553=5y1 + 5y2. Por tanto, eliminando ¿sz y óS3, 
SW cotas = (m m- mag $Y1 + (ms: — mag dYs 
en donde pueden leerse directamente Fy, y Py, 


Como extensión de este ejemplo, úsense como coordenadas y, y s2. Como sz + 83 — 2y, = constante, 
ja = 2Y: — 82. Entonces, 


T = ¿Img + qua + ¿jmo(2y: — 8s)* 
de donde 
(m, + 4ms) Y — 2M38 = Fy, (4) 
(ma + my) 82 => di Un == Fs, (5) 


Para encontrar Fy, se hace que sa ARE constante (no se permite que m2 cambie de posición) y se 
supone que y, se ore menta a y, +8y, (m, se mueve ligeramente hacia abajo). Pero como puede verse, por 
simple inspección, esto requiere un desplazamiento hacia arriba de mz en una magnitud igual a 2óy,. Por 
consiguiente, 

Wy, = +m19 8y, — 2m39 5y1 o sea que Fy, = (mi — 2m9g9 


(Nótese que las expresiones de Fy, en (1) y en (4) no son iguales.) En forma semejante, se sigue que Fs, =- 
(m3 — m2)g. 


Empleando (4.12), se puede usar (3) de nuevo. Eliminando ¿sa por medio de 8s3 = 28y, — 582, 


Wi =  (m—2mg 8y1 + (ms — ma)g 881 


obteniendo así, de nuevo, las mismas expresiones para Fy, y Fs,. 


Debe observarse que cuando una de las n coordenadas varía, 
dejando fijas las otras, las demás coordenadas que no entran en el EA 
problema, pueden, naturalmente, variar. Por ejemplo para encontrar ed PEDÍ 
Fy, (véase la primera parte del ejemplo anterior) se dejó fijo ya y se 


hizo variar y¡. Al hacer esto, s¡,52 y s3 variaron. 


Ejemplo 4.2. Enfasis adicional sobre las fuerzas generalizadas. 


En la figura 4-2, despréciense las masas de las poleas, supóngase 
únicamente movimiento vertical y ténganse en cuenta las fuerzas 
que actúan externamente f,,...,fj y la gravedad. Por ejemplo, 
nótese que para un desplazamiento +65q, (dejando fijas todas 
las demás coordenadas), m, se mueve hacia abajo una distancia 
5, y ms se mueve hacia arriba una distancia igual a 45q),. 
Siguiendo este razonamiento, 








Fa, ls (m9 + f1) —. 4(msg + fs) E 
Fa, mo + f: — (msg + fs) 
Fa, = —(m2+ mg — f2 — fa + 2(msyg + fs) 
Fa, = Msg + fs — (mig +f,) 
Usando ahora como coordenadas q,,q2,5 y 4, demuéstrese 
que 
Fa, = m9 + fi — (mag + Mag + fa + f3) — 2(msg + fs) 


1 
Fs = (mi + mag + fs + fa — 2(msg + fs) 





Fa, y F¿ son iguales a las anteriores, sin embargo, nótese la diferencia 


en la forma de Fg. en los dos casos. E 
e; EG 






E A ÍA LA - 
En general la expresión Fa depende de cuáles son las otras 
coordenadas empleadas. Fig. 4-2 
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Ejemplo 4.3. Movimiento de una palanqueta en un plano y eN 
vertical. ¡ 









Las partículas de masas m, y m2 que se muestran en Despréciese la masa 
la figura 4-3 están adheridas rígidamente a una varilla ligera de la varilla 
y pueden moverse libremente en el plano XY, bajo la acción 
de la gravedad. Suponiendo que no hay rotación alrededor 
del eje de la varilla, y aplicando el teorema del centro de masa, 
se escribe 7 

ro DT + só 


en donde (x, y) son las coordenadas del centro de masa, J es 
el momento de inercia de la palanqueta con respecto a un eje 
que pasa por el centro de masa y es perpendicular a la varilla, 
y 6 es el ángulc señalado. Como el sistema tiene tres grados 
de libertad, y x,y y 0 son coordenadas adecuadas, T tiene 
ya la forma apropiada. 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange, se contluye inme- 
diatamente que 
(mim) = F, (mitm)i = F, e 18=F, Fig. 4-3 
Dejando constantes a y y 0 y alméntando x a x+x, resulta claro que el trabajo hecho por la gravedad, 
¿W,=0. Por tanto F,=0. En forma semejante, F,=-— (m, + m2)g y Fo =0. Por consiguiente, las 
ecuaciones del movimiento, en forma final, son 


% =0, Y =-—9, g=0 


Esto quiere decir que el centro de masa tiene el sencillo movimiento de un proyectil (despreciando la resistencia 
del aire) y que la palanqueta gira con velocidad angular constante 6. 


Ejemplo 4.3A. Extensión del ejemplo 4.3. 

Se trata de plantear las ecuaciones del movimiento de la palanqueta usando como coordenadas x,,y, y 0. 
Puede escribirse T como T = jmi(%i + Yi) + jma(2 + y2). Pero se observa que xz =x, +1co30 y que 
Ys = y, + Lsen9. Derivando estas relaciones y eliminando %a y Ya, se obtiene 


To M4 + E (Pó — 21d6 seno + 2lj1Ó cos 0) 
Aplicando las ecuaciones de Lagrange se obtienen los siguientes resultados: 
(m, + ma) %1 — maló seno — mal8* coso = Fs, 
(mi + ma) Ys + maló coso — mal dseno = Fy, 
m(*9 — lz, seno + ly, coso) = Fo 
De aquí se sigue fácilmente que Fz, = 0, Py, = —(m,+ ma2)g y Fp = —magl cos 6. 


Es importante notar que al cambiar las coordenadas, la forma de las etuaciones del movimiento puede variar 
mucho. Además, aun cuando algunas de las coordenadas se conserven (4 en este caso), las fuerzas generalizadas 
cambian, como se demostró en el ejemplo 4.2. 


Ejemplo 4.4. Péndulo con soporte deslizante. Y: 
El péndulo de la figura 4-4 está suspendido de un bloque de masa Ñ 
my, que puede deslizarse libremente sin fricción a lo largo del eje hori- 
zontal X. Si se supone que r es constante y que todo el movimiento está 
confinado al plano XY, el sistema tiene dos grados de libertad. Se 
usarán como coordenadas x, y 0. Iniciando con las coordenadas 


YX1,X%2 Y Y2, Se ve que 
T = ¿m,2 + jm(2; + y) 


Pero x3 = x,+r sen 9 y y2 = r cos 6. Eliminando Xa y Ya 











g. de l. = 2 


de T, se obtiene finalmente a —— 
T = ¿mái+ jma(a + 27210 cos0 + 1? 8”) Fig. 4-4 
de donde (mi, + ma) E, + mar 6 cos 6 — maró? sen $ = F,, Y Mar T,coso + mir = Fo En la forma usual, 


se encuentra F, =0 y Fgj9 = —moagr sen 0, y así se completan las ecuaciones del movimiento. 
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Si se supone que el movimiento es de tal naturaleza que f es siempre una cantidad bien pequeña, puede 


remplazarse cos $ en T' por la unidad, sen 4 en Fg por € y puede despreciarse el término en 9*. Las ecuaciones 
del movimiento se convierten entonces en 


(m, + ma) £, + mar 6 = 0 
mari + mi? = —magr0 


La primera ecuación puede integrarse en forma directa. Eliminando %, de la segunda ecuación por medio 
de la primera, se obtiene una forma fácilmente integrable. Los resultados finales son 


at = Cit + Cy, y 0= A sen (vt + 8) 


en donde C,,C2,4 y á son cantidades arbitrarias que se determinan por las condiciones iniciales específicas, 


m + : o e o 5 ó 
y = A ARE O 2 ma - Supóngase que cuando t=0, x,= xo, 11=%0, 0=009 y 6=00. Sustituyendo estas 
condiciones en las formas integradas, se obtienen cuatro ecuaciones de las cuales se deduce que 





e Ma 7 9? 0 (A) 

Ci =« eL A = MY = 2 % = z 
1 o + pon 90, C; %o + e 90, Á 0 + y tan 5 : 

: 0 


con lo cual se ilustra el método general para determinar las constantes de integración a partir de las condiciones 
iniciales dadas. 


Ejemplo 4.5. Las masas de la figura 4-5 se mueven verticalmente bajo 
la acción de la gravedad y los resortes. 


Aplicando el teorema del numeral 2.10, se ve que 


A e 


2 2 
Pero por la definición del centro de masa, m,q; = M2Q2 + ma3Q93. 
“Derivando esto y eliminando q, de T, se tiene 
SS Mo, Mi [ Mz o ma + ñ Mai e, Mai .2 


en donde M = m, + ma + m3. Como el sistema tiene tres grados de 
libertad y como y, q2 y q son coordenadas adecuadas, se concluye 
que la segunda forma de T' no contiene coordenadas superfluas. 

Al aplicar las ecuaciones de Lagrange se obtienen fácilmente las 
siguientes ecuaciones del movimiento: 








42m .. e. 

2 (m, + ma) q3 + E q = F q) 
MiMg o ma(ms + ma) .. En . Fig. 4-5 
E + — Fay My dá 


Lo que sigue es una clara demostración de la naturaleza de las fuerzas generalizadas y de la técnica de hallar 
sus expresiones. Por inspección se demuestra que para un desplazamiento general de todo el sistema (véanse las 
ecuaciones (4.12)), 


Wir  =  —ki(qi + q2 — liMiq. + 8q2) — ka(qs — Q1 — ld: M8q3 — 8q2) — My Sy 


en donde k, y ksa son las constantes elásticas y !, y lz son las longitudes normales (sin estirar) de los 
resortes superior e inferior, respectivamente. Utilizando una vez más la relación del centro de masa ¿q, = 


Ma m 2 
7 592 a óq3; y eliminando q, y óq,, 


SW votar == | Boton Emma (uta, + da _ 1) + ksa (Qs — q — | 92 


. —k + 
+ | e (ta, + m9 = 1) => ka(qs — q — ») | $1 — Myg Sy 
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Esta ecuación tiene la forma de (4.12) y por tanto resulta claro que los coeficientes de $q2,5q, y sy son las 
fuerzas generalizadas Fa, Fa, y F, respectivamente. Así se han completado las ecuaciones del movimiento. 
(Véase el problema 4.5.) 


A manera de extensión del ejemplo, se determinan a continuación las fuerzas generalizadas por aplicación 
directa de (4.10) que, para este sistema, toma la forma 


- pp od dy 
Fa, E Py, 04» + Fy, 0q» a Fs, 04 


en donde q, puede representar a y, a q2 0a qa. Fy, es la fuerza vertical total que actúa sobre m,, etc. Por 


inspección de la figura se demuestra que (como q, = —4, + e 4) 


A 
] 


—mY — la 2 y + 2, + qua 1) 


- ma A Ma o 

Fy, = —m9 + am q + mm qa + Q3 1) ka(qs — qa — l1) 
Fy, = —mM39 + ka (qa — Qs — ls) 

Por otra parte, Y = Yy+ na + a Ya = Y — 4», Ys = Y 4Gs 


Entonces, por ejemplo, Fa, está dada por 


- pin EY Aya 
Fa, = Fy, $9 + Fy, q + Py, 90: 
Pero dY —- A JU — —-1 y dYa — O. Así, esta relación se reduce fácilmente a la hallada anteriormente 
041 mi” 0q1 0912 


para Fa,- En forma semejante Fa, y F, pueden obtenerse en seguida. 5 


La ecuación del movimiento correspondiente a y demuestra que el centro de masa cae con una aceleración 
constante g. Las otras dos ecuaciones se integran fácilmente y pueden ser puestas en la forma 


11 Qa + bu qa + 41 Q3 + biqs = Á 
aa qa + bx11qa + aa + bags = B 


en donde A, B, las a y las b, son constantes. Aquí no se continúa el estudio de estas ecuaciones ya que en el capítulo 
10 se tratan en detalle los métodos de integración aplicables a estas formas. 


Ejemplo 4.6. El péndulo doble de la figura 2-10. 


Supóngase que los hilos que sostienen las masas son inextensibles y que el movimiento está confimado a un 
plano. La expresión (2.42) se reduce a 


TS rió + > [138% + r28* + 2rir266$ cos (4 — 0)) 
De donde a = mirdó + martó + marirad cos ($ — 6) 
He) =  (m,+maJri8 + marra$ cos(p — 0) — marirag($ — 6) sen ($ — 6) 
Asimismo, = = Marir109 sen ($ — 0) 
(mM, + ma)Jri 8 + marira $ cos ($ — 0) — marirap sen(p—0) = Fs 


En forma semejante la ecuación correspondiente a ¿ es 
marió + marurs8 cos(p—0) + marir2ó* sen(pg-0) = F4 


Para hallar Fog supóngase que se incrementa el ángulo $ en una cantidad igual a +69, dejando constante ¿. 
Esto significa que las dos masas deben ser elevadas ligeramente. Por tanto, 


¿W = —(m,+ mo>)gr,sengs9 y Fg = —(m, + ma3)gr, seno 


CAP. 4] ECUACIONES DE LAGRANGE PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS 71 


Con 6 fijo, la masa m, no se mueve y ¿W¿ = — magra seng só, de donde Fy = — magra seno. Así, 
se tienen las ecuaciones del movimiento completas. Si el movimiento es muy pequeño (9 y ¿ siempre pequeños) 


estas ecuaciones del movimiento se reducen a la misma forma de las del ejemplo 4.5, y por consiguiente pueden 
integrarse. (Véase el capítulo 10.) 


Ejemplo 4.7. Un sistema que se mueve con aceleración lineal constante (Fig. 4-1). 


El punto de apoyo del sistema de poleas de la figura 4-1, se mueve hacia arriba con aceleración constante a. 
En este caso, 


Tr = jmi(l— ys) + jms! + jmas! 
en donde l= at, Y +8 Y = at y 83 = 241 + 8a. Por tanto, 
T = ¿jm(at-Yy) + jmalat+ 0 — 3)? + ¿mslat+ 3 + Ys) 
y entonces, las ecuaciones del movimiento serán ' 
(Mm, + m2 + M3) Y + (ma—Ma) Ya + (ms + ma—mija = Py, 
(ms —m) Y + (me + ms) Ya + (ma— maja = Fy, 


Como para determinar las fuerzas generalizadas se deja fijo el tiempo, Fy, = (m,—m2-— m3)g y Fy. = 


(m2 — m3)g tal como en el ejemplo 4.1. En realidad, en el caso de: este sencillo ejemplo de aceleración lineal 
constante, las ecuaciones del movimiento son las mismas excepto que, efectivamente, g se ha aumentado a g:+ a. 


Como extensión de lo anterior, el estudiante puede escribir fácilmente las ecuaciones del movimiento supo- 
niendo que h varía de cualquier forma determinada, con respecto al tiempo. (Véase el problema 4.16.) 


Ejemplo 4.8. Un sistema que se mueve con rotación y aceleración lineal. 


Considérese el sistema que se muestra en la figura 4-6. Un pequeño tubo que contiene las masas m, y maz 
conectadas por medio de resortes, está montado formando un ángulo a sobre una plataforma giratoria. El plano 
vertical que pasa por el centro del tubo pasa también por el eje de rotación de la plataforma. El conjunto está 
montado en un elevador que se mueve con aceleración hacia arriba, a. Obtendremos las ecuaciones del movi.- 
miento de m, y mz en función de las coordenadas q, y qa. 


Eje Z 


Fig. 4-6 





En coordenadas cilíndricas, fijas a la superficie de la Tierra y supuestas inerciales, 
To = ¿m(+r0+2) + jm(3 +0! +2) 
Tomando el origen de estas coordenadas en el centro de rotación del disco, se ve que 


41 = 8 + queosa, 61 = ut, 2, = qísena + Jal 
72 = 8 + q2008a, 01.= ut, 22 = qasena + jat* 


Por medio de estas relaciones puede expresarse T' fácilmente como 


T = Aimi[di + 2quat sena + (s + qucosaJu* + att] 
+ img: + 2quatsena + (8 + qa cosaJu* + art] 


Las únicas coordenadas que aparecen en T son q, y q2 y debe observarse además que t'aparece en forma 
explícita. 
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Al aplicar las ecuaciones de Lagrange, se obtiene 


mi[ q, + asena) — Miutes + queosa) cosa = Fa 
ma[Q2 + asena) — miut(s + qacosa)cosa = Fq 


Ignorando el movimiento del sistema, el trabajo hecho por la gravedad al incrementar ligeramente a q,, 
únicamente, es : o 


Wa, = —m1g sena ¿q — ki (q: — 11) 89: + Kks(q2 — q — la) 8q, 
en donde !, y l¿ representan las longitudes normales de los resortes primero y segundo respectivamente. Así, 
Fq = —mgsena — (ki + kg + aga + Kilo — Hala | 
En forma similar, 
Fa, = —magasena — (kx + kadq2 + Kks2qu + kelo + ks(l + la) 


Con esto se completan las ecuaciones del movimiento. Por inspección puede demostrarse que la aceleración del 
elevador tiene el efecto de incrementar a g en una magnitud igual a a. 


Ejemplo 4.9. Ecuaciones del movimiento cuando partes de un sistema se obligan a moverse de una manera 
determinada. 


Con lo que sigue se ilustra un tipo de problema que algunas veces se encuentra en la práctica. 


Se supone que en el sistema de la figura 4-1 se ha introducido un mecanismo adherido al piso que ejerce una 
fuerza variable sobre m2 de tal manera que sz varía con el tiempo, de una manera determinada. Se trata de 
determinar la ecuación del movimiento para el resto del sistema, despreciando las masas de las poleas. 


Debido a este imovimiento forzado (es decir, como sz es una función conocida del tiempo) y suponiendo 
movimiento vertical únicamente, el sistema tiene ahora sólo un grado de libertad. Bien y, o yz pueden servir 
como coordenada adecuada, y suponiendo que los hilos están siempre tensos, $, + Ya + S2 = C, y si + y1 = Ca. 
Por tanto, Ya = Yi — 81. Así pues, se escribe, 

TY = jm y? + ¿mesi + ¿ms (24 — 82)” 
A fin de hacer el ejemplo más específico, se supone que la fuerza aplicada a m, es tal que sz = So + Á sen wt, en 
donde sy es una constante; en tal caso, 
T = jmúl + qmuA?ds costut + jms(29: — Au cos ut)! 
y la ecuación del movimiento será 
(mi + á4ma) Y + 2m3¡Aw* senut = Fy, 
(Nótese que no es necesario conservar el segundo término de T por ser función de t solamente.) Al aplicar la ecua- 
ción $Wy, = Fy, 5Y,, dejando a t constante, se encuentra Fy, = (m, — 2m3)g. Con esto se completa la ecuación 
del movimiento. Se observa que Fy, aquí, no es igual a la del ejemplo 4.1. 

A manera de ejemplo adicional considérese el sistema de la figura 2-15, que tiene cuatro grados de libertad. 
Supóngase ahora que una fuerza exterior que actúa sobre el eje de la polea superior hace que s, varíe de una ma- 
nera determinada; y otra que actúa sobre m2 le imprime otro movimiento conocido. El sistema tiene ahora 


sólo dos grados de libertad, y suponiendo que los hilos se conservan tensos, puede escribirse T en función de Ss, Sa 
y t, por ejemplo. (Véase el problema 4.19.) 


4.7 Fuerzas y movimientos de las partículas cargadas en un campo 
electromagnético. | 
Constituye una rama importante de la dinámica, el estudio del movimiento de las 
partículas cargadas y las masas, a través de campos eléctricos y magnéticos. Sin embargo, 
salvo en el caso especial de sistemas de coordenadas inerciales y velocidades relativamente 
bajas (que supondremos a continuación), el problema debe resolverse por métodos relati- 
vísticos. Este tema constituiría por sí mismo un capítulo de buen tamaño. 


Con las suposiciones anteriores, las componentes rectangulares de la fuerza sobre una 
partícula con carga Q, que se muéve con velocidad (%,y,Z) a través de un espacio en donde 


existe un campo electrico E, de componentes (E,, E,, E,) y un campo magnético BÍB,, 
B,, B,), están dadas por 


F, = QE.+Q(YB:-¿By), F, = QE, +Q(¿B.-%B), F.=QE.+Q(2B,- GB) (4.13) 
en donde E y B pueden ser funciones de las coordenadas y del tiempo. 
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Utilizando estas expresiones de F,, F, y F, en (4.10), el procedimiento para plantear 
las ecuaciones del movimiento es tal como se ha hecho en los ejemplos anteriores. 


Ejemplo 4.10. Ecuaciones del movimiento de una palanqueta cargada en un espacio con campo eléctrico y 
magnético. 
Las pequeñas esferas de la figura 4-3 portan cargas —Q, y +Q), respectivamente, distribuidas uniforme- 
mente. Supóngase un campo magnético en la dirección del eje Z y un campo eléctrico E, en la dirección de X, siendo 
ambos uniformes en el plano X Y. Considérese únicamente movimiento en el plano XY. 


Al moverse la palanqueta, m, sufre la acción de una fuerza 


F., — —QE — QiBy,, Fr, = QBx, 


y algo semejante para m2. Por tanto, para un desplazamiento virtual general, 


5Wus = —(Q65E + Q.By,) $%, + QBx, 8y + (QE + Q.Bys) ÍY2 — Q:Bx: $Y2 


Tomando a x, y y 06 como “coordenadas generalizadas (véase, el ejemplo 4.3) por las relaciones xi = x — 
[, cosó, yy = y — l, sen0, etc., se concluye que A = 2+ 19 senó, óx. = óx + l¡senó 50, etc. Por tan- 
to, la expresión anterior puede escribifes finalmente como 


¿Win =  [(Q1-— QUE + B(Q: — QUy + B(Qol: + Q.1,)0 cos 60] 5x 
+ [B(Q.— Quz + B(Qui, + Qul2)6 sen 0] 8y 


— (Qul, + Quls) [E seno + Blx coso + y seno)] 89 


en donde pueden leerse directamente las expresiones de las fuerzas generalizadas. (Ya que tiene la forma de (4. 12).) 
T, y por tanto las ecuaciones del movimiento, tienen exactamente las mismas formas que en el ejemplo 4.3. (Véase 
el problema 4.20.) 


4.8 Consideraciones sobre el significado fisico de las ecuaciones de Lagrange. 


Las observaciones del numeral 3.10 relacionadas con una sola partícula se extienden a 
continuación para un sistema de p partículas. 


Supóngase que en las ecuaciones (4.4) t y todas las coordenadas, menos q,, se conservan 
constantes. Entonces, estas ecuaciones se convierten en 


x= 2i(Qr), Yi = YilQr),  ?i= 2:(Q») (4.14) 


Como x,, y, y 2, son las coordenadas rectangulares de la partícula individual m,, exis- 
tirá un conjunto de tales ecuaciones para cada una de las p partículas. Es decir, que (4.14) 
representa p conjuntos de ecuaciones. 


Si se permite que q, varíe y se hace la gráfica de las coordenadas x,, y, y 2,, (4.14), 
de una cualquiera de las partículas m,, se obtiene una curva (en general, una curva en el 
espacio tridimensional) que representa una trayectoria posible para m,, de conformidad 
con las restricciones. Nos referiremos a esta curva como a la línea de q, para m,. Es claro 
que la localización y forma de tal curva depende de los valores constantes asignados a t y 
a las demás coordenadas, así como de la naturaleza de las restricciones. En este sentido 
puede existir un número ilimitado de líneas de q, para una partícula cualquiera. Pero en 
un instante determinado y para ciertos valores dados a las demás coordenadas, puede tra- 
zarse una línea específica de q,, relativa al sistema de ejes X, Y, Z. De la misma manera 
las líneas de q, pueden trazarse para cada una de las partículas. 


Las ideas anteriores no presentan ninguna dificultad puesto que se refieren a líneas y 
superficies tridimensionales comunes. Como un ejemplo sencillo, considérese el péndulo 
doble de la figura 2-10. Las ecuaciones (2.13) corresponden a (4.4). Las líneas de f para m, 
y para m2 pueden trazarse en el plano XY para diversos valores constantes de ¿. En la 
misma forma pueden trazarse las líneas de ¿4 para m2. (No existen líneas de ¿ para m;.) 
(Véase el ejemplo 4.11.) 
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El significado anterior de las líneas de q, cumple un útil propósito en lo que sigue. 
Designando por ós,, al desplazamiento lineal de m, a lo largo de una línea de q,, se 
observa que sus componentes ¿óx,, 5y, y óz, son justamente los desplazamientos vir- 
tualés considerados en las ecuaciones (4.2), (4.3), etc. Los cosenos directores, !,,, M,, Y Ni, 
de la tangente a la línea de q, en cualquier punto, están dados por 
9%; _ ÓYi _ Ó2i 
lr $8Sir” Mir = 8Sir? q $8Sir 





(4.15) 





en donde el elemento de trayectoria es 887 = (8x7 + 8y?+ 82/)2. (Nótese que és, es 
exactamente el mismo desplazamiento (lineal) que se supuso dado a m, con el objeto de 
determinar ¿W,, en la ecuación (4.11).) Pero por (4.4), con t y todas las q fijas excepto q,, 





OL; ; 
Íx, = Era ¿q,, etc. Asi pues, 
Ox 2 dy 2 0% 2-1/2 
1 1 
E oi o9s dé = 4.16 
ÍSir (e) + 3 an e) 0Qr Rsr 8Qr ( ) 
1 ox; 1 oy 1 02; 
= == — = =— = = 4.17 
Finalmente, li hr 00 * Mir lr 3qr* Me = dar (4.17) 
Como la componente v' de un vector v, en la dirección de una recta con cosenos directores 
l, m y n está dada por v' = lv, + mv, + nv,, se deduce que f,,, la componente de la 
fuerza aplicada F,, que actúa sobre m, según la tangente a su línea de q,, es 
1 0%; Yi 02; 
Se = ES + Pra + Paz) (4.18) 
En igual forma, la componente a,, de la aceleración a, de la partícula m,, en la dirección 
de la misma tangente es, , ; , 3 | 
- 150% , ¡y go 
ltr = har (a Ena + Y 39, + taz) (4.19) 


Ahora, multiplicando y dividiendo los dos lados de (4.7), (habiendo remplazado a 5q, 
por $q,), por h,, y utilizando la relación 5s,, = h,,6q,, se observa que las ecuacio- 
nes de Lagrange pueden escribirse como 


po Milir ÓSir = > fir 5Sir = Fo, 5Qr (4.20) 


Teniendo en cuenta el sencillo significado de a,,, f,, y 6S,,, se observa con claridad 
una simple interpretación física y geométrica de las ecuaciones de Lagrange, por medio de 
(4.20). 


Por otra parte, nótese que, como puede verse en (4.19), una expresión de a,,, la acele- 
ración lineal de m, en la dirección de su línea de q,, puede obtenerse en forma inmediata 


a partir de 
a 4.21) 
E. > Mir dt 5Qr 0Qr (4. 
en donde T, = imi(4? + y?+27) se expresa en coordenadas generalizadas por medio de 
las ecuaciones (4.4). 





Ejemplo 4.11. 


Considérese el sistema que se muestra en la figura 4-7. Las partículas de masas m, y m2 están suspendidas 
de los extremos de un hilo que pasa por los pequeños anillos lisos en a y en b. La masa m, puede moverse en con- 
tacto con el cono C, en tanto que mz debe moverse únicamente en contacto con el plano vertical P (por la acción 
de dos superficies planas, paralelas y lisas que no se muestran en el dibujo). El cono está fijo, pero el plano P se hace 
oscilar alrededor del eje vertical B, según « =-A sen ut, en donde a se mide a partir del eje X. 
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la notación general, se escribe q, = r,, q2 = $4 y q3 = 02. En función de estas coordenadas, las ecuaciones (4.4), 
como puede verse fácilmente en la figura, tienen la forma, para m,, 


Como r, + F2 = € = constante, y 0, = constante, el sistema tiene tres grados de libertad. De acuerdo con 


1 = (1 COS Qa sen 01, Yi = Q1 sen Q3 sen 6,, Zz1 = h— quí c08 91 (1) 






| Ja = Á sen vt 











Líneas de q, y q3 
para m,, indicadas 
en el cono. 


Lineas de q, y q3 para m,, 
indicadas en P. 


g.del. = 3 


Representación gráfica de las líneas 
de q, y qa para m,, y de las 

Y bh —T líneas de q, y qa para m3. 
X/ Qi ='", q =$, a = 02 
ri+r=c 


Fig. 4-7 


y para ma, 
= (! + (c— q1)sen q3] cos (A ser ut), 


[2 + (e — q1) sen q3] sen (A sen ut), (2) 
23 = h-— (c—q1) cos q5 


a 
1] 
| 


> 
Il 


Nótese que en este ejemplo en particular no todas las coordenadas aparecen en todas las ecuaciones de (1) y (2). 


Al hacer variar a q, y trazar las relaciones (1) y (2) para diferentes valores constantes de q, q3 y t, se 
obtienen las líneas de q, de m, (rectas sobre el cono) y las líneas de q, de m> (rectas radiales sobre P). En 
forma semejante se obtienen las líneas de q de m, y las de qa de m2. Como q no aparece en (1) no exis- 
ten las líneas de q¿ para m,. Asimismo, es evidente que no hay líneas de q para mz. Nótese que a,, es 
la componente de la aceleración lineal de m, a lo largo de una de sus líneas de q, sobre el cono, y que az, es la 
aceleración de mz a lo largo de su línea de q, en P. Asimismo, az3, por ejemplo, es la aceleración de m2 en 
la dirección de la línea de q, en el plano P. Las expresiones de estas aceleraciones pueden encontrarse aplicando 


(4.21) a 


T = ¿mid + qlálsento) + ¿md + (oyó + (1+ (0— qu) sen q3)*A** cos* ut] 


76 


ECUACIONES DE LAGRANGE PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS [ CAP. 4 


4.9 Experimento sugerido. 


Determinación de las frecuencias del movimiento del sistema de “dos partículas” que se muestra en la fi- 


gura 4-8. 


El equipo necesario es sencillo y los resultados obtenidos son interesantes. Los valores de las masas y de las 


constantes elásticas no tienen características críticas; los que se muestran en el diagrama son solamente sugeridos. 


a q y q2 que indican los desplazamientos verticales de m, y m3 de sus po- 
siciones de equilibrio, se plantean las ecuaciones del movimiento. Estas ecuaciones 
de segundo orden con coeficientes constantes pueden integrarse fácilmente por me- 
dio de métodos comunes. Las soluciones mostrarán que al iniciar el movimiento 
de alguna manera arbitraria, cada una de las masas sufrirá la combinación de dos 
movimientos armónicos simples de diferentes frecuencias f, y f2. (Las dos ma- 
sas oscilan con las mismas frecuencias pero con diferentes amplitudes.) 


se procede de la siguiente manera: Aplicando un movimiento oscilatorio a m, 
(o a m2) con la mano, luego de cierta práctica, es posible excitar bien f, o fa 
únicamente. Se aseguran los buenos resultados si se tiene en cuenta que cuando la 
frecuencia aplicada es aproximadamente igual a f, oa f,, se requiere muy poco es- 
fuerzo para lograr oscilaciones grandes. Al retirar la mano, el sistema continúa osci- 
lando en uno de sus modos naturales. El tiempo cubierto por cincuenta oscilaciones, 
determinado con un cronómetro confiable, produce un buen valor experimental 


Suponiendo movimiento vertical únicamente y utilizando como coordenadas 







ki 3 x -109 dinas/cm : 


Para obtener una comprobación experimental de las frecuencias calculadas, M =15kg 


kg = 105 dinas/em 


¿Mm = 500 gramos 


de la frecuencia. Cuando se ha logrado suficiente precisión en las mediciones de 
mj, Ma, kr y kz, los valores experimentales y calculados para f, y f2 con- Fig. 4-8 
cuerdan estrechamente. 


miento de m, y ma para f,, o para fa, 


Por observación directa es fácil hacer una comprobación cuantitativa de las amplitudes relativas del movi- 


Es posible lograr una comprensión adicional considerable sobre el comportamiento de los sistemas oscilantes 


al observar m, y mz luego de haber iniciado el movimiento de alguna manera arbitraria, de modo que las 
dos frecuencias resulten excitadas simultáneamente. 


E 


Resumen y observaciones 


Deducción de las ecuaciones de Lagrange en su forma general (numeral 4.2). 


Se han deducido aquí las ecuaciones para un sistema de p partículas con n grados 
de libertad y 3p — n grados de restricción. Las coordenadas y las restricciones pueden 
ser móviles o estacionarias. 


La deducción se basa nuevamente en la ecuación de D'Alembert y en la suposición 
que las fuerzas de restricción no ejecutan trabajo cuando los desplazamientos están de 
acuerdo con las restricciones, siguiendo el mismo esquema del capítulo 3. Ñ 


Forma adecuada de la energía cinética (numeral 4.3). 
T es ahora la suma de las energías cinéticas de p partículas, y se expresa en función 


de q1, G2,-..,Qn, 01,02, ...,4n y t, una vez eliminadas las 3p — n coordenadas 
superfluas. 


Significado físico de las fuerzas generalizadas (numeral 4.4). 

El significado físico de la definición ampliada de F¿,, como se señaló en el numeral 
4.4, es aún bien sencillo. Es importante tener una comprensión clara de este concepto ya 
que esto facilita mucho la aplicación de las ecuaciones de Lagrange. 


Determinación de las expresiones de F, (numeral 4.5). 


Se han descrito tres técnicas que son esencialmente la misma, pero en ciertas cir- 
cunstancias una de ellas puede resultar más conveniente que las otras. 


CAP. 4] 


ECUACIONES DE LAGRANGE PARA UN SISTEMA DE PARTICULAS 17 


5. Interpretación física de las ecuaciones de Lagrange (numeral 4.8). 


4.1. 


4.2. 


4.3. 


4.4, 


| d(oT 
concluye que di 2%. = 


Ya que las cantidades ós,,, f,, y a, tienen significados bien elementales, se 
9T 


ema = Fa, (que en función de las cantidades anteriores puede 


escribirse $ MiQir ÍSir = y fir 8Sir) posee una sencilla interpretación física. 
í=1 i=1 


Problemas 


Supóngase que en el esquema de la figura 4-1 la polea superior está colgada de un resorte espiral de cons- 
tante k, en lugar de la barra B. Despreciando las masas de las poleas, demostrar que 


T = imúl—yY + im+y—y)* + jms(l+ y + ys) 
Escribir las ecuaciones del movimiento y demostrar que 


Fy, = (m,—ms— myy, Py, s (ma — maJg, F, = kKC-—l—ho) — (mi, + ma + ms)g 


en donde h + l =- C = constante, y ho es el valor de k cuando el resorte no ha sufrido elongación. 


Demostrar que para el sistema de masas y poleas de la figura 4-9, 


T = ¿m(i+d)? + qm(—%)* + 4MP* + 40/R5E 
Escribir las ecuaciones del movimiento correspondientes a y y y, 
en la forma usual, y luego demostrar que 


B as .. .. 
y = e (aa) + 9, By + Cy = Cy 


en donde A = Mm, + m2 + M, B=m, + ma + /R? y C m 
mi, — ma; y además, yy es el valor de y cuando el resorte no ha 
sufrido elongación. Integrar estas ecuaciones y describir brevemente 
el movimiento. 


Como extensión al ejemplo 4.4 escribir las ecuaciones del movimien- 

to cuando: | 

(a) Por la acción de algúna fuerza exterior se obliga a moverse a 
m, según la relación x,  Bz sen uw;t. 

(b) Se aplica a m, una fuerza horizontal periódica, F m= B, sen 
wat. 

(c) Un resorte espiral, colocado horizontalmente, conecta a m, con 
el punto p. 





Fig. 4-9 


Demostrar que en la figura 4-5, si se usan las coordenadas y, 5, y s2, QM = s,¡(mz + m3) + 32m3, 
q2 M = s¡m; —S2M3, y como 


r = 1My* + jm.a; + jm + jm (4, == 


esta ecuación puede expresarse fácilmente en función de Y, 81, 82. Demostrar que las fuerzas generalizadas 
correspondientes a y, s, y s2 son F, = —Mg, Fs, = —kRi(si — 1) y Fs, = —R2lsz — l2) en donde 
M =m, + m2 + ma, y l y l son las longitudes normales de los resortes, respectivamente. 

Al aplicar (4.11) para determinar Fy,, por ejemplo, demostrar con la ayuda de un diagrama los 
desplazamientos virtuales que debe sufrir cada una de las masas. 


Las fuerzas generalizadas, aquí implicadas, son completamente sencillas; pero véase el problema 4.5. 
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4.5. Demostrar que si se usan las coordenadas y, y, y y2 para representar la configuración del sistema de 
la figura 4-5, las fuerzas generalizadas correspondientes serán 


a E M|(me.+ms mm, _M,_ 
Fy = Mg + ks po ( mí ) ya + ma YE Y | 
Ma + M 
Fy, = —kiy—yi—l) — a Ya + Y e | 
Fy, = +Hkl(y-—y:—l) — Ka ES IE> ya + me Ys e Ey = | 


4.6. En la figura 4-10, el plano XY es horizontal. Un eje fijo S, se extiende en la dirección de Z. Las varillas 
A y B se encuentran sostenidas por cojinetes lisos montados en el eje, el uno sobre el otro. Un resorte de 
reloj con constante de torsión k, conecta a A con B, según se indica en la figura. Los momentos de inercia 
de las varillas son [ e Ll, como se muestra. Las varillas pueden girar alrededor del eje bajo la acción 
del resorte. Utilizando a 6, y a como coordenadas, demostrar que 


IT / .. o o 
FRA = —ka, y que (1, +13)0,— la = Po, = constante 





Integrar estas ecuaciones y describir brevemente el movimiento. 
Demostrar que si 0, y 62 se consideran como coordenadas, las fuerzas generalizadas "son Fo = 


Fo, = —Rk(01 + 062). Supóngase que el resorte se encuentra en su configuración normal cuando A y B 
son colineales. 





Fig. 4-10 Fig. 4-11 


4.7. (a) El bloque de masa m que se muestra en la figura 4-11, puede deslizarse a lo largo del plano inclinado 
sobre el carro, bajo la acción de la gravedad y del resorte. El cuerpo del carro tiene una masa M,, 
y cada una de las ruedas una masa M, un radio r y un momento de inercia /, con respecto al eje. 
Sobre el carro se ejerce una fuerza constante f. Despreciando la fricción de los cojinetes, demostrar 
que 


4 .. mM e e .M o mo k Yo — Y 
(20 + 444 m) 3 + hi = f, sentaY Y ing” = mg + E ( — qo 


en donde qo es el valor que q cuando el resorte tiene su longitud normal. 
(b) Plantear las ecuaciones del movimiento en función de las coordenadas x y q. Demostrar que F, = f 
y que F, = +mg sen 90 — k(q — Qo). 


4.8. Si un mecanismo impulsor liviano (por ejemplo, un pistón operado por medio de aire comprimido) hace 
que el bloque de la figura 4-11 oscile a lo largo del plano inclinado, de tal forma que sus desplazamientos 
con respecto al plano vienen dados por A sen wt, demostrar que 


T = FM, + 4M + 41/r + mx + Im(—2xAu cos wt cos 9 + A?w* cos? wt) 
y que si se supone que f no actúa, el movimiento del carro estaría determinado por 
(M, + 4M + 41/r? + m)z — mÁuvcosó cogwut = constante 
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Las partículas de masas m, y mz respectivamente, están conectadas por medio de un hilo en el que 
se ha intercalado un resorte, como se muestra en la figura 4-12. El hilo pasa alrededor de una polea livia- 
na y las partículas pueden deslizarse libremente en el interior de los tubos lisos. Los tubos, junto con el eje, 
tienen un momento de inercia J, con relación al eje vertical. 


(a) Utilizando las coordenadas 9, r, y r2z y suponiendo que no existe ningún torque aplicado al eje 
vertical, demostrar que 


(I+ mn + m,r2)0 = Py = constante 
—k(r1 + 12 — c) 
—k(51 + Y c) 


(b) Suponiendo que el eje se encuentra impulsado por un motor a velocidad constante 4 = w, escribir 
las ecuaciones del movimiento para m, y maz. 


se ., 
MiT71] = MiST16" = 


o. o 
Mai Tr — Mar10? 








Fig. 4-12 Fig. 4-13 


La varilla rígida y liviana que sostiene la “partícula” de masa m,, está suspendida en el punto p y puede 
oscilar alrededor de este punto, en un plano vertical, bajo la acción de la gravedad. La cuenta de masa mz 
puede deslizarse a lo largo de la varilla lisa, bajo la acción de la gravedad y del resorte. Demostrar que 
las ecuaciones del movimiento son 


(miri + mar) 0 + 2maraT20 + (mir, + mara)g seno = 0 
Ma Ya NN marsó* — MaJY cosÓ + k(r2 — lo) = 0 


en donde ly es la longitud normal del resorte. 


ed 


/ 


Un motor se encuentra conectado a tres poleas, como se muestra en la figura 4-14. La primera polea, in- 

cluyendo la armadura del motor, tiene un momento “dé inercia I,, y las otras dos, I, e L, como se 

indica. Los resortes (que equivalen a ejes elásticos para acoplar las poleas) poseen constantes elásticas 

k, y k2, respectivamente. 

(a) Despreciando la fricción de los cojinetes, establecer las ecuaciones del movimiento, suponiendo que 
el motor ejerce un torque r(t) que es una función conocida del tiempo. 


(b) Establecer las ecuaciones del movimiento suponiendo que independientemente del movimiento que 
sufran los discos segundo y tercero, el motor posee una velocidad constante. 





Fig. 4-14 
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4.12. 


4.13. 


4.14. 
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El disco D, se encuentra sujeto al eje vertical de un motor que ejerce un torque r,, como se muestra en 
la figura 4-15. Sobre la superficie de D, se ha montado otro motor cuyo eje vertical le sirve asimismo 
de eje al disco Dz, y ejerce un torque sobre él, 7. Demostrar que 


T = F41,01 + F1:(6, +6," + 4Mar0; 
1,0, + 0, (1 + Mw" +13) = Fog, = 7, 
1,(6, + 0,) + Fo, = 7s 
en donde f, incluye el momento de inercia combinado de D,, la armadura del primer motor y el es- 


tator del segundo. l incluye a Da y.a la armadura del segundo motor. Mz es la masa de D, más la 
de la segunda armadura. 


Demostrar que si se utilizaran 9, y a como coordenadas, se tendría que Fo, = 1 —72 y F, = 72. 
Nótese que las relaciones anteriores son válidas aunque los momentos 7, y 72 varíen con el tiempo. 






dos 





Rectas fijas con 
respecto a la 
tierra 
7 Ta, 
Fig. 4-15 Fig. 4-16 


El motor eléctrico que se ilustra en la figura 4-16 puede deslizarse libremente a cualquier posición sobre un 
plano horizontal liso. El centro de masa del marco y el de la armadura quedan ambos en el eje de rota- 
ción. Las masas del marco, la armadura y el brazo ab son M,, M2 y Ma, respectivamente. El marco 
y la armadura tienen como momentos de inercia, I e /,, respectivamente. El brazo tiene un momento 
de inercia Í,, con respecto a un eje vertical que pasa por su centro de masa en p. Demostrar que 


To = FM+M:4+ MI +9) + 48] + 43 +13 + Msr)ó] + Marb, (cos 0, — Fsen0)) 


en donde x y y son las coordenadas rectangulares del centro del motor (X y Y están situados en el mismo 
plano en el que el motor se desliza) y 0, y 062 son los desplazamientos angulares del marco y la arma- 
dura, respectivamente, con relación al eje X. | 

Demostrar que si se desprecia la fricción, F, = 0, F, = 0, Fyg, = —r y Fo, = Tr en donde -, el 
torque del motor, puede ser considerado como una función del tiempo. 


En el sistema de piñones que se muestra en la figura 4-17,1os ejes S,,...,S, están sostenidos por los 
cojinetes fijos b,,...,b,¿. Los piñones A, D, E y F son solidarios con sus ejes. Una extensión del eje Sy 
forma una manivela, según se muestra. El piñón C puede girar libremente en la manivela. B es un “molde 
de pastel” (se muestra en un corte) que tiene dientes de engranaje g, en su borde exterior, y g' en el borde 
interior. B puede girar libremente sobre S,. Se observa que si, por ejemplo, se deja fijo D mientras se hace 
girar A, C y la manivela (y por tanto E y F) giran. 

Los momentos de inercia de los piñones, incluyendo el eje al que cada uno se halla sujeto, son los 
indicados en la figura. Los radios de los piñones son r,, r2, etc. Adheridos a los ejes Sz y S, se en- 
cuentran los resortes de torsión cuyas constantes respectivas son k, y kz, según se indica. Si se mide 63 
con respecto a la manivela C y todos los demás ángulos con relación a líneas verticales fijas, demostrar que 


ro = qa (2) la + ¿(tros — 4 


1| 1, + MR* la / : A ó 
¿o + an a)| (r,6, + RO, + 7,0,)* 


Escribir las ecuaciones del movimiento y hallar las expresiones de Fo, y Fo, suponiendo que cada uno 


+ 


de los resortes ejerce un torque proporcional al desplazamiento angular del eje al que está sujeto. 
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Io sr Engranaje exterior 


AN 





Engranaje interior 


-Sa 







N 





Kks 
F A, 
Resortes de torsión 





Fig. 4-17 l, 


4.15. Supóngase que las masas m, y mz de la figura 4-3, sufren atracción hacia el origen (posiblemente 
debido a una gran masa esférica que no aparece en la figura) con fuerzas f, =cmi/ri y fx: = cmafr; 
respectivamente, donde c es una constante y r, y rz son las distancias radiales de m, y maz al ori- 
gen. Por inspección se puede decir que para un desplazamiento general de la palanqueta, SWota = 
—(emi/r?) 81, — (cma/r?) $r2. Usando como coordenadas x, y y 0, como en el ejemplo 4.3, demostrar que 


Wis = — eo — l¡ 0309) + o + l cos.) [52 
— dE (y — li seno) + A + ls sens) | Sy 


— e[ Betat sen 6 — yl, cos 9) + (ula cos 0 — xls sens) | 39 


en donde !, y l¿ son las distancias medidas sobre la varilla, desde m, y mz respectivamente, al cen- 
tro de masa. Nótese que 8W:otwa tiene la misma forma de la ecuación (4.12). Los coeficientes de ¿x, óy 
y 50 son las fuerzas generalizadas F,, F, y Fg respectivamente, luego de expresar r, y r2 €n 
función de x, y y 0. 


Escribir 5W ota nuevamente, utilizando como coordenadas a r,, «a y 6, en donde « es el ángulo 
entre r, y el eje x. Escribir también T en función de estas coordenadas. 


4.16. Supóngase que en la figura 4-1 se ha removido la barra B, y que por medio de una fuerza f(t) aplicada al 
eje se le hace oscilar según h = hy + A sen wt, verticalmente. Establecer las ecuaciones del movimiento 


del sistema. ¿Aparecerá f en las fuerzas generalizadas? Explicar. (Supóngase que los hilos están siempre 
bajo tensión.) 


4.17. Suponiendo que la plataforma rotatoria que aparece en la figura 4-6 está montada en un carro (en cambio 
de un elevador) el cual se mueve horizontalmente con aceleración constante a, demostrar que 


T = Imjfat + (8 + qu cosaju* + q2— Zatu(s + qu cos a) sen ut + 2atg, cos a cos wt] 
+ jmala*t* + (8 + qu cosaJo* + q: — 2atu(s + q2 cos a) senut + 2atgs COS a Cos wt] 
en donde la línea desde donde se mide 9 lleva la dirección de a. La distancia recorrida por el centro del 


disco, desde algún punto fijo en esta línea, está dada por s = jat2. Establecer las ecuaciones del movi- 
miento y demostrar que F q, Y Fa, son las mismas que en el ejemplo 4.8. 


4.18. Una palanqueta puede moverse libremente en el plano X2 Y, del marco giratorio que se muestra en la 
figura 3-16. Sobre m, y mz actúan fuerzas conocidas (fz,,fu) y (fz,»fu,), respectivamente. Usando 


las coordenadas correspondientes a x, y y 6 de la figura 4-3, plantear las ecuaciones del movimiento 
suponiendo velocidad angular constante w, para el eje vertical. (Véase el numeral 14.6.) 
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4.19. 


4.20. 


4.21. 


4.22. 


4.23. 


4.24. 


4.25. 
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Un mecanismo sujeto a Á, en la figura 2-15, ejerce una fuerza vertical f, sobre el eje de la polea superior. 
Un segundo mecanismo adherido a B ejerce una fuerza fz sobre mz. Supóngase que estas fuerzas son de tal 
naturaleza que tanto s, como y, varían de una manera determinada, con el tiempo. (Por ejemplo, s, = $9 + 


A, sen (ut + 5) y y = yot + jat2.) Suponiendo que los cables están siempre bajo tensión, demostrar 
que las ecuaciones diferenciales correspondientes a sa y S¿, son 
(12/R3 + M3) 83 + ms81 + k(C—y—8:—81) —- mg = 0 
(Mi + 1/R] + 4m3) 8, + (Mi + 2m) y — k(C—y—8:—84) + (M,+2m)g = 0 


en donde C es una constante y s,, $,, y y y se escriben como funciones determinadas del tiempo, según 
las formas de los movimientos supuestos. 


Las masas del péndulo doble de la figura 2-10 llevan cargas eléctricas Q, y Qz, respectivamente. Se 
establece un campo magnético perpendicular al plano XY. Considérense todas las coordenadas variables. 


(a) Hallar las fuerzas generalizadas F+., Feo Fog y F,, teniendo en cuenta las fuerzas debidas al mo- 
vimiento de las cargas en el campo. Despréciense las fuerzas gravitacionales. (Véase el ejemplo 4.10.) 


(b) Determinar las fuerzas generalizadas cuando r, y r2 son constantes; cuando r, es variable y r, 
constante; y cuando rz es variable y r, constante. 


e 


La palanqueta de la figura 4-18, con cargas 
iguales +Q y —Q distribuidas uniforme- 
mente en las pequeñas esferas, puede moverse 
libremente en el espacio. Por medio de un gran 
condensador de placas paralelas (paralelas al 
plano X Y) conectado a una fuente de potencial 
alterno, se establece un campo eléctrico alter- 
no, uniforme E, = Ej sen w,t. Asimismo un 
juego de grandes piezas polares planas sumi- 
nistra un campo magnético tal que B, = 
Bo sen wat. 


Escribir expresiones adecuadas para las 
componentes rectangulares de la fuerza sobre 
cada una de las cargas y determinar las fuer- 
zas generalizadas correspondientes a x, y, 2, 8 
y 4. (Véase el ejemplo 4.10.) Fig. 4-18 





(a) En la figura 4-9 considerar una partícula cualquiera, de masa m, (y coordenadas x, y y,) en 
la polea, y demostrar, usando la ecuación de D'Alembert que 


S (E, 8%: + Ys 3ys) = My8y + 16 80 
$ 
(b) Por aplicación directa de la ecuación de D'Alembert establecer las ecuaciones del movimiento co- 


rrespondientes a y y y, para el sistema de la parte (a). Comparar estos resultados con los obte- 
nidos previamente. 


Suponiendo que el eje vertical de la figura 4-12 se obliga a girar según la relación 6 = wot + jat?, esta- 
blecer las ecuaciones del movimiento correspondientes a r, y r2, por aplicación directa de la ecuación 
de D'Alembert. (Véase el problema 4.9.) 


Obtener las ecuaciones del movimiento dadas en el problema 4.10 por. aplicación directa de la ecuación 
de D'Alembert. 


Considerar la palanqueta de la figura 4-3, analizada en el ejemplo 4.3. Demostrar que usando las coorde- 
nadas x,y y 6: para m,,h,, =h,, =1y hy =l; ypara m2,h3, = ha, =1 y hzg = da. 


Aplicando ahora la relación (4.21) a 
Jm [2* + y? + 16? + 21,0(% seno — y cos 6)] 


y a una expresión semejante para T2, hallar Gx, iy, 019 Y Mx,0d1y, y G19. Establecer el significado 
geométrico de cada una. Aplicando (4.20), escribir las ecuaciones del movimiento del sistema, correspon- 
dientes a x, y y 0. 
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4.28. 
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Demostrar que para el péndulo doble del ejemplo 4.6, 
hijo =Y 1» Pro =3135 Ryg=0, Ray = 73 


Gp = r,0, Ora = r,0+ $ cos ($ — 0) — r,9* sen ($ — 6) 
fo = —m,g sen 6, fis = — m,y seno, 889 = 889 = 1,59 


Luego demostrar que (4.20) correspondiente a 09, 
M,0,4 58,9 + MyAjgb5j) = fi98816 + f10 S8s0 


es la misma ecuación del movimiento para 6, obtenida en el ejemplo 4.6. Interpretar los resultados 
fisicamente. 
Establecer la ecuación del movimiento correspondiente a ¿, de la misma manera. 


Demostrar que las fuerzas generalizadas correspondientes a S,, S2, 33 y Sa, de la figura 2-15, son 
Fa, = (M, + Mi + mi, + maz + mag — Kka(8: — 081) Fs, 
F,, = (Mi+ mi + ma)g — Ki(81 — 081) F 


= May — Ki(81 — 083) 


= (mi, — m)g 


Ejercicio complementario sobre la determinación de fuerzas generalizadas. 

Para el estudiante que cree necesitarlo, los ejemplos siguientes serán una gran contribución para la 
comprensión clara de las fuerzas generalizadas y las técnicas para hallar sus expresiones. 

En las figuras 4-19 y 4-20. se enumeran varios conjuntos de coordenadas, todos ellos apropiados 
para la determinación del movimiento del sistema. Hallar las fuerzas generalizadas correspondientes a 
las coordenadas de cada uno de tales conjuntos. Repetir el ejercicio para aquellos sistemas para los cuales 
se han indicado ciertos movimientos específicos. 


Hilo tirado hacia arriba 2 _— Cuenta de masa m en 
con aceleración constan- un alambre parabóli- 
te, a. | co rígido. 


Componentes 


conocidas 


fer fy 


(a) Coordenada x 
(5) Coordenada y 


| a = constante 


El marco X Y gira con respecto a Y y tie- 

, ne aceleración vertical a. Escríbase T y 

Compárense las fuerzas generalizadas la ecuación del movimiento en función 
con el caso en que a = 0. de x. 


Los discos D, y D, están montados | 
Varilla uniforme. Movimiento restrin- sobre cojinetes. Las constantes de torsión 
gido al plano vertical. La fuerza aplicada de los resortes son k, y kz. 61 y 602 
tiene componentes conocidas F, y F.. se miden con respecto a líneas horizon- 
La longitud de la varilla es igual a 21. tales fijas. Tómese a = 673 — 01. 
(a) x1,y, y 0; (b) x2,y2 y O. (a) 61 y 62; (b) 6, y a. 


Fig. 4-19 
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(a) 61, 62 
(b) $1, a 
Repítase, suponien- 
NA do rotación con 
“5 relación a AB. 


(a) Yi, Ya 
(b) Y q 
(c) Y, q 


Repítase, suponien- 
do que el marco 
XY posee acelera- 
ción vertical, a. 


AS 


Dos barras uniformes que pue- 
den oscilar libremente en' un 
plano vertical alrededor de la 
varilla horizontal P. 


(a) y1,q2; (b) y,,y2;5 (c) q1, q2 

¿Qué otros conjuntos de coordenadas 
pueden usarse? Escríbase T y las ecua- 
ciones del movimiento para el caso 


(b). 


Repítase lo anterior suponiendo que 
todo el sistema cae libremente bajo 
la acción de la gravedad. 








. y otros sistemas para los cuales puede existir una 
“función de potencial” 


5.1 Ilustración de algunos principios básicos. 


Con el objeto de introducir e ilustrar los principios básicos sobre los cuales se funda 
este capítulo, considérense los siguientes ejemplos: 


(a) Una partícula adherida a un extremo de un resorte espiral cuyo otro extremo se ha fijado 
al origen de coordenadas, puede moverse sobre un plano horizontal X Y, .liso. Se trata de 
calcular el trabajo ejecutado por el resorte, a lo largo de un desplazamiento de la par- 
tícula, desde un punto de referencia xo,Yo, hasta un punto general x, y. Suponien- 
do que el resorte sigue la ley de Hooke, y que no ejerce ninguna fuerza perpendicular a su 
longitud, las componentes rectangulares de la fuerza sobre la partícula, están dadas por 


F, = —k(U—L)Mza/l), F, = —k(U—I)My/l) 


en donde k es la constante elástica del resorte, l y lo son sus longitudes cuando está 
estirado y cuando no lo está, respectivamente, y x y y son las coordenadas de la partícula. 
Sustituyendo en la expresión general, 


Z, Y 
w - S (F,¿dx + F,dy) 


o-Yo 


y teniendo en cuenta que [2 = x? + y?, se concluye fácilmente que 
(a de + y 


T.,Y 
W = S kedo — hydy + ha ETT 


o Yo 
lo cual puede. escribirse también, 


= -f_ dape? + 92/27 + 37)] (5.1) 
Lo: Yo 


Por tanto, Y = -—4k(at+y?-2ly27+y?) + ¿(o h+y2- 2LbyxF+ y?) (5.2) 

Aquí es preciso hacer las siguientes observaciones. En primer lugar, en (5.2) resulta 
evidente que W es una función de xo,yo y x,y únicamente (depende únicamente de 
los puntos extremos de la trayectoria). O si se considera xo,yo como un punto de refe- 
rencia, W es una función de x y y únicamente, aparte de una constante aditiva. El 
trabajo hecho por el resorte, entonces, no depende de la longitud o forma de la trayectoria 
recorrida por la partícula desde xo, yo hasta: x, y. Resulta claro, además, que para 
cualquier trayectoria cerrada, W= 0. En segundo lugar, la naturaleza de F, y F, (a 
manera como dependen de x y de y) es tal que dW es una diferencial exacta (véase (5. 1)). 
Si se escribe dW = an + dy y se compara con dW= F,dx +F y dy, re- 
sulta evidente que F: = Wo y que FF, = 06W/0y. Puede verificarse que estas relacio- 
nes son correctas derivando (5.2). 


Como un segundo ejemplo del mismo tipo, supóngase que F, = 3Bx?y? y que 
F, = 2Bx3y, en donde B es una constante. En este caso, dW = F,dx + F,dy = 


d(Bx3y?) o sea, W = +Bx?y? — Bajyi una cantidad independiente de la trayec- 
toria, para la cual, F, = 9W/0x y F,= 0W/0oy. 
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(5) Considérese ahora el trabajo hecho por una fuerza de fricción F, ejercida por un plano 
rugoso sobre una partícula, para un desplazamiento desde x0,Yp9 hasta x, y. Supo- 


niendo que solamente la gravedad actúa en dirección normal al plano, F = umg 
(u = coeficiente de fricción) con una dirección opuesta al desplazamiento elemental 
ds = (dx? + dy2)?. Se tiene entonces F, = —umgldx/ds) y F, = —umgldy/ds). 


Así pues, utilizando dW = F,dx + F, dy, 
W = —umg / 1+(dy/dxy]"" de (5.3) 
* 


La cantidad bajo el signo integral no es una diferencial exacta, y por tanto es nece- 
sario especificar y = y(x) antes de poder realizar la integración. W depende de la tra- 
yectoria y (5.3) no conduce a una función de x, y tal que F,=0W/0x% y F,= 9W/9y. 


Como ejemplo final, supóngase que F, = axy y F, = bxy en donde a y b son cons- 
tantes. En este caso, dW = axydx + bxydy la cual tampoco es exacta. Por consiguiente, 
W también depende aquí de la trayectoria. 


Los ejemplos anteriores enunciados en (a) y en (b) ilustran casos sencillos de fuerzas 
“conservativas” y “no conservativas”, respectivamente. 


5.2 Definiciones importantes. 


(a) Fuerzas conservativas; sistemas conservativos. 


Si las fuerzas son de tal naturaleza (si dependen de las coordenadas de tal ma- 
nera) que al desplazar el sistema de una configuración a otra, el trabajo ejecutado 
depende únicamente de las coordenadas iniciales y finales de las partículas, se dice 
que las fuerzas son conservativas y que el sistema es conservativo. 


(b) Energía potencial. 


El trabajo hecho por fuerzas conservativas al trasladar el sistema de una confi- 
guración general A (en donde las coordenadas de las partículas son x,,y1,21, 
x2,Y2,22, €tc.) hasta una configuración de referencia, B, (siendo ahora las coorde- 
nadas 0X1,0Y1,021, o0oX2,0Y2,022, €tc.) se define como la energía potencial 
V (x,,y¡,2,) que tiene el sistema en Á con respecto a B. Nótese que V se define 

_ aquí como el trabajo hecho desde la configuración general a la de referencia, y no en 
sentido inverso. 


Ejemplos comunes de fuerzas conservativas, son: Fuerzas gravitacionales entre masas, 
fuerzas debidas a todo tipo de resortes y de cuerpos elásticos (suponiendo materiales ““perfecta- 
mente elásticos”) y fuerzas entre cargas eléctricas estacionarias. Como fuerzas no conserva- 
tivas se incluyen las de fricción, las de resistencia al movimiento de un objeto dentro de un 
fluido, y en general las que dependen del tiempo o de la velocidad. 


5.3 Expresión general de V y prueba para las fuerzas conservativas. 


Considérese un sistema de p partículas sobre el que actúan las fuerzas conservativas 
F,,F2,..., F,. Por la definición anterior, resulta claro que 


oFp 0Vi 0% p 
Vv = S Ss (P;, de; + Py, dy; sn F, d2;) 
=1 


Lio Yi» z i 


Ej» Yi» 2; 


P 
E Y) (Fa dx + Fy dy + Fo d2;) (5.4) 


0%» o0Vi- 0% f= 1 


La integral (5.4) es, en realidad, una expresión general para el trabajo (independiente de 
la naturaleza de las fuerzas). Para que el resultado sea independiente de la trayectoria se 
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requiere que la cantidad bajo el signo integral sea una diferencial exacta. Es decir, que se debe 
cumplir oV E _av 0 ov 

] = Fy, = Y? F, = A j (5.5) 
Si ahora se deriva F,, parcialmente con respecto a ya, y Fy, con respecto a x3, por ejemplo, 


drá, 
AS EE n0r oFz, a dv oFy, _ o.vV oF 2, _ oFy, 


O sea, = 
0Ya 0%3 














0Ya Ml 0Ya 03 á 0L3 aa 0XL3 0Y4 á 


oF., aF,, oFa, or, 
SA = , etc. (5.6) 
| Yr 0%”  Ótr 0% 
Puede demostrarse que estas relaciones constituyen las condiciones necesarias y suficientes 
para que la cantidad bajo el signo integral en (5.4) sea exacta. Naturalmente, las relaciones 
(5.6) pueden ser también usadas como prueba para determinar si las fuerzas dadas son, o no, 
conservativas. 











Así, en general, 


La mayor utilidad de la función de la energía potencial radica en el hecho que cuando V 
se expresa en función de coordenadas generalizadas, las fuerzas generalizadas se obtienen por 
medio de F,, = —0V/0q,. (Véase el numeral 5.6.) (Nota: A fin de integrar (5.4) es necesario 
conocer las expresiones de Fz,,F'y, y Fx, Pero si ya se conocen, ¿con qué objeto se ha de hallar 
V, para luego determinar las fuerzas a partir de F,, = —09V/0x%,, etc.? Esto parece absurdo. 
Sin embargo existen ventajas, la menor de las cuales no es la que se deriva del hecho que 
para fuerzas conservativas, F,, = —09V/dq, .) 


5.4 Determinación de las expresiones para V. 


Básicamente toda expresión de V se obtiene evaluando la integral (5.4). Sin embargo los 
siguientes aspectos son importantes: 


(a) Esta integral puede evaluarse en cualquier sistema de coordenadas (rectangulares o de 
otro tipo) y luego, si se desea, puede expresarse en función de otras coordenadas por medio 
de las ecuaciones de trasformación adecuadas. Debe tenerse especial cuidado en dársele 
el signo algebraico que corresponde a las componentes de las fuerzas. 


(b) La energía potencial es una cantidad relativa y el valor de 0V/0q, no se afecta por la pre- 
sencia de una constante aditiva, por tanto tales constantes pueden ser eliminadas. 


(c) Con frecuencia sucede que si la energía potencial de un sistema se debe a resortes, grave- 
dad, cargas eléctricas, etc., es posible expresar de inmediato la función de V, utilizando 
cualquier número de coordenadas adecuadas, empleando expresiones sencillas ya sufi- 
cientemente conocidas de la energía potencial de cada uno de los resortes, etc. (Véase el 
numeral 5.5(4).) La forma final de V, incluyendo apenas el número n de coordenadas 
adecuadas, puede obtenerse por medio de las ecuaciones de trasformación pertinentes. 


(1) Al tratar de aplicar (c) puede originarse un interrogante relacionado con el signo alge- 
braico de ciertos términos de la energía potencial. En este caso conviene recordar que si 
se debe hacer trabajo, por la acción de algún agente externo, a fin de trasladar la partícula 
de una posición general x, y, z, a un punto de referencia, xo,Yo, 20, su energía po- 
tencial relativa a xo,Yo,20 es negativa; y en caso contrario, será positiva. 


5.5 Algunos ejemplos sencillos para ilustrar lo anterior. 


(1) La energía potencial del péndulo de la figura 5-1 puede tomarse con respecto a las rectas 
asb,,a2b2,a3b3,etc., y en tales casos, V = + mgh, —mgs, — mg (| + s), respectivamente. 
Si se usa 4 como coordenada, pueden eliminarse h y s, dando, 


V = mgr(1 — cos 0), mg(l — rcos 6), —mgr cos 6 
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(2) 


(3) 


(4) 
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que son todas iguales, con excepción de un término constante. (Los términos aditivos 
constantes pueden siempre ignorarse.) 


Como y = rcos 0, la energía potencial en función de y es, sencillamente, V = — mgy 


A 
Pi ps 
AA 
Y Fig. 5-1 Fig. 5-2 


La expresión común para la energía potencial de un resorte estirado es V = 14k(! — lp)2 
en donde k es la constante elástica, y 1 y ly son las longitudes del resorte cuando está 
estirado y cuando no lo está, respectivamente. Así, refiriendo la energía potencial de la 
figura 5-2 al punto p,, V = +4¿kx%. Pero si se refiere al punto fijo pz, y se tiene en 
cuenta que V es el trabajo hecho por el resorte desde el punto general x, hasta p,, se 
concluye que V = — [4k(s — lo)? — 4kx3]. Una vez más, las dos expresiones serían 
iguales, si no fuera por el término constante de la segunda. 


Si se desea, puede expresarse V en función de x2z por medio de la relación s = 
x1 + x2+ lo. En este caso, V = +4k(s — lo — x2)2 o, despreciando uno de los tér- 
minos constantes, V= —k(s — lo)x2 + 4kxi. 


Considérense las esferas cargadas uniformemente Á y P— s — 
B de la figura 5-3. Considerando a A localizada en el ue 
origen y suponiendo que ambas se encuentran en 
el vacio, se concluye inmediatamente, integrando, que 
la energía potencial de B con respecto al infinito es 
V = +Q,Q/r. Pero refiriéndose al punto p V = 





—[Q,Q2/s — Q1Q2/r] la cual se convierte en la Fig. 5-3 
misma expresión anterior si se le suprime el término 
constante. 


Un sistema más complicado: Con referencia a la figura 5-4, una esfera de masa m, con 
una carga distribuida uniformemente, +Q),, está sujeta a los resortes, según se indica. 
Una segunda carga, +Q», está localizada en el eje X. 


Y 





Demostración de una técnica útil para hallar V. 
Fig. 5-4 
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Suponiendo que la esfera superior puede moverse en el plano vertical X Y (dos grados 
de libertad) bajo la acción de la gravedad, de los resortes y de la repulsión eléctrica, se 
trata de expresar a V para este sistema, en función de r y 4. 


' En primer lugar se escribe V como en el numeral 5.4(c) utilizando cualquier número 
de coordenadas, sin tener en cuenta cuántas de ellas son superfluas. En seguida pueden 
eliminarse todas las coordenadas, excepto r y 6. Por inspección se obtiene, 


Y = Phil oli)? + Fha(la— ola)? + Q1Qu/la + mgh 


en donde l,,l2 y oli1,ol2 son las longitudes de los resortes estirados y sin estirar, 
respectivamente, y k, y ka sus constantes elásticas. (Se ha supuesto que los resortes 
no afectan los campos eléctricos en las inmediaciones de las cargas.) Nótese que V contie- 
ne las variables l!,,lo,la y h: Hay demasiadas coordenadas y no se incluyen las que 
se desean. Sin embargo puede expresarse V en función de r y 4 por medio de la relación 
l, = [r2 + si —2rs, cos9]1/2 y otras similares para l2 y l¿. Esta técnica para deter- 
minar V además de ser sencilla, con frecuencia resulta muy conveniente. 


5.6 Fuerzas generalizadas como derivadas de V. 


Como se explicó en el capítulo 4, todas las fuerzas generalizadas, sean ellas conservativas, 
o no, pueden expresarse por medio de 





2 0%; Yi 0%; 
Po Elrbia moda 
Suponiendo que las fuerzas son conservativas y utilizando las expresiones (5.5), esta ecuación 
puede escribirse 2. /0V om, 0Vég , 0V az 
Es, o y E 007 0Y: 69, de) 


Pero conocidas reglas de diferenciación indican que el miembro derecho de esta última rela- 
ción es igual a —9V/0q,. Por tanto, 


av 

e = “a (5.7) 
Por ejemplo, aplicando (5.7) a V = —mgr cos 6, la energía potencial del péndulo simple, se 
obtiene, Fs = —0V/09 —= —mgrseng. De nuevo, las fuerzas generalizadas correspondien- 


tes a r y 0, de la figura 5-4, vienen dadas por F', = —0V/0r y Fo. = —0V/08 en donde V es 
la forma final de la energía potencial estudiada en la última parte del numeral 5.5. 


Sin embargo, debe quedar claro que cualquier fuerza generalizada que puede hallarse 
por medio de (5.7), también puede encontrarse por los métodos del capítulo 4. Sin embargo, 
como puede verse con claridad en los ejemplos y en otras consideraciones que siguen más 
adelante, se obtienen considerables ventajas por el uso de la energía potencial y las rela- 
ciones (5.7). 

Además, como F'y, = —0V/0q,, el estudiante puede demostrar inmediatamente que, para 
f . 
uerzas conservativas, P Fo, - P Fa, 


a 0Qr (5.8) 


que es otra forma de expresar (5.6) en función de las fuerzas y las coordenadas generalizadas. 


5.7 Ecuaciones de Lagrange para sistemas conservativos (solamente actúan 
fuerzas conservativas). 


Utilizando (5.7), puede escribirse 








AE) oT 14 d(M)- A 0 


—=(=)- = -— osea —|—)- — 
dt 0Qr 0Qr 0Qr dt * 0q, 0Qr 
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Introduciendo la llamada “función de Lagrange” (o “función lagrangiana”), L, definida 
como L= T—V, la ecuación anterior se convierte en 
a aly _ aL 
dt $4 óqr 
El remplazo de T por L en 9T/9q, es válido, puesto que en los problemas usuales de mecá- 
nica, V no es función de q. La utilidad de (5.9) se hace evidente en los ejemplos siguientes 
y en sus aplicaciones en los capítulos restantes. 


= 0 (5.9) 


5.8 Sistemas parcialmente conservativos y parcialmente no conservativos. 


Debe advertirse aquí que si algunas de las fuerzas que actúan en el sistema no son con- 
servativas, las ecuaciones de Lagrange, evidentemente pueden escribirse, 


d /aL óL 
— == = 5.10 
dt E 0Qr Eo, ) 





en donde F'¿, debe encontrarse de la manera usual (véase el numeral 4.5) teniendo en cuenta 
únicamente las fuerzas no conservativas. 


5.9 Ejemplos que ilustran la aplicación de las ecuaciones de Lagrange 
a sistemas conservativos. 


Ejemplo 5.1. Una masa pendular suspendida de una banda de caucho. 


Suponiendo movimiento únicamente en el plano vertical y usando r y $8 como coordenadas, T ja 
jm(r2 + 1262) y V=ik(r — ro)? — mgrcos6, aquí el primer término :se basa en la suposición que la banda 
de caucho sigue la ley de Hooke. Así, L = +jmlr?+ 726?) — 4 k(r — ro)? + mgr cos0, de donde se concluye 
que mP— mrél + k(r—ro)-— mgcosó = 0 y que mir?9 + 2mrr0 + mgrsenó = 0. 


Estas son las mismas ecuaciones del movimiento obtenidas en el ejemplo 3.4. 


Ejemplo 5.2. Una partícula de masa m adherida a una varilla ligera, la que a su vez está articulada en p (Fig. 5-5). 


La energía cinética de este sistema es sencillamente, T = jmr282. Puede escribirse una expresión aproxi- 
mada para V, en el caso de pequeños desplazamientos angulares, con relación a la horizontal; tal expresión 


puede ser, 
v = 4k,( AD 8,0 — 11)? E Ako(! + 820 — Lo)? + mgro 


en donde !, y la son las longitudes normales de los resortes primero y segundo, respectivamente. Entonces 
L = jmr62 — fk(U+ 810 — 12 — ¿koll + 820 — la)? — mgró 
de donde se encuentra la ecuación del movimiento 
mr29 + k,8,¡(1 + 8,0 — 11) + Kkoso(l + 820 — lo) + mgr = 0 


Supóngase que los resortes se han ajustado de tal manera que la varilla. está en equilibrio estático si se tiene 0 = 0. 
Esto significa que k,s,(!—1,) + Res2(l—l2) + mgr = 0. Por tanto, la ecuación del movimiento se reduce 
a mr2g + (ts + ko85)0 = 0. Esta sencilla ecuación puede integrarse en forma inmediata, llegando a un mo- 


my? 1/2 
vimiento armónico simple cuyo período es 2 Puape) 
Ejemplo 5.3. El sistema de resortes y poleas que se muestra en la figura 5-6. 
Suponiendo únicamente movimiento vertical, sin dificultad se concluye que 
1 lz . 9 JE E Ja: Laso 
= =| — | — — m — — 


en donde los significados de los diferentes símbolos, están indicados claramente en la figura. 
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Fig. 5-5 Fig. 5-6 


Tomando la energía potencial gravitatoria con relación a la recta horizontal inferior desde donde se miden 
y, y Y2, y escribiendo la energía potencial elástica de la manera usual, 


V = mjgy, + Mmygya + Y (s, — 11)? + Jko(82 — lo)? 


en donde l, y l¿ son las longitudes normales. Pero s,+ y2 = C, y (y2-— 82) + (y2— y1) = C2 en donde 
tanto C, como C, son constantes. Eliminando s, y s=2 con estas relaciones, se obtiene, 


V = m9Y, + Mo9Y9 + AC, — Ya — 1)? + 4k2(2y2 — y, — Cg— lo)? 


que no contiene coordenadas superfluas. Con esto se completa la tarea de hallar L, y las ecuaciones del movimiento 
se obtienen en seguida. Si y, y y2 se toman con relación a las posiciones de equilibrio de m, y mz, respec- 
tivamente, las ecuaciones del movimiento se simplifican un tanto, y pueden ser integradas fácilmente. 


Como extensión de este ejemplo, el lector puede demostrar que utilizando los desplazamientos angulares de 
los discos, 6, y 62 como coordenadas, 


L = jl(m,+mpR?4+ 1,]67 + F(m¡R¿+ 1,63 + m,¡R¡Ro616, 
— mig(C¿ — Ri¡0, — Ry9)) — mag(Cz — Ry0y) 
= 4 ((C, — C3 + Ry01) — 1,1? — Y o[(C3 — Co — Rj01 + Ro09) — lo)2 


para lo cual se ha supuesto que cuando el sistema está en equilibrio, 0, == Mz == 0. 


Ejemplo 5.4. Energía potencial y fuerzas generalizadas en el pénaulo doble, (Fig. 2-10). 


Tomando la energía potencial con respecto a una recta horizontal que pasa por píxo, yo), 


V = —mygr,co0os6 — mag(r, cos 6 + Y, cos q) 
de donde, Fy = —9V/00 = — (m,+ ma)gr seno y F¿= —9V/0$= — magra seng 


Estas fuerzas son iguales a las halladas anteriormente. 


Como extensión de este ejemplo el lector puede demostrar que si se supone que m, y mz están suspendi- 
das de sendos resortes espirales livianos de constantes elásticas k, y kz, respectivamente, 


V = —mypgr, coso — Maglr, cosó + r¿cosg) + Jk,(r, — pri)? + jkolro — ora)? 


y luego podrá escribir las fuerzas generalizadas correspondientes a r,,ra,0 y q. 


Ejemplo 5.5. Energía potencial de una serie de masas conectadas “linealmente” por medio de resortes, (Fig. 5-7). 

Supóngase que, (a) las masas se encuentran sobre una superficie horizontal lisa, (b) los movimientos de 
todas las masas son “pequeños” y se hallan restringidos a direcciones perpendiculares a ab, (c) cuando las masas 
se encuentran en la posición de equilibrio sobre la recta ab, los resortes poseen su dimensión normal. La energía 
Potencial del primer resorte será, naturalmente, 


Y, = patria) = jlyi+ os] — 20 VI TA) 
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Suponiendo ahora que y, es menor que s,, se expresa 
2 4 6 
Y Y 
V, _ qa [1 + 28 _ 29 PE A A .--)] 
1 


Si se conservan solamente los tres primeros términos del desarrollo, la forma anterior se reduce a Vi, = (k,/88% wi . 


En forma -semejante puede decirse que la energía potencial del segundo resorte es igual a V, = (k9/88 y, — y)!, 
etc. Por último, la expresión aproximada para la energía potencial total, será 


Ky Kg kg ka 
Vo= —3u«d + —(a. — yt lata — 04 dl 
Es? y + Y Ya)t + goza Ya) + 8s3Ys 
ax Vo _ ¿E ka 3 
y por tanto, Fy,, = Y 20 = rd Ya), ete. 


Si las masas pueden moverse libremente en el plano, en este caso V incluirá las coordenadas x y y de todas 
las masas. 


g.del. = 3 
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Fig. 5-7 Fig. 5-8 


Ejemplo 5.6. Las esferas de la figura 5-8 poseen las carges Q,,Q2 y Q, distribuidas uniformemente. 


Si las cargas Q, y Q% son fijas y Q puede moverse libremente en el plano, considérense únicamente las 
fuerzas electrostáticas y obsérvese que V= +QQ,/r, + QQ2/r2, (véase el numeral 5.5(4)). Si se introducen 
las coordenadas r y 9, 


QQ, 00) 


Xi” => _om o E 
(12 + s2 + 2r8 cos 0)1/2 E (r2 + a? — 2r8 cos 0)1/2 


Por el desarrollo binomial, para Q, = —Q»2 y para r >» s, se concluye que V = —(2QQ,s cos 0)/r?; y para 
Q, = Q1 y r muy grande, V= 2QQ,7r. 


Ejemplo 5.7. El sistema de “dos cuerpos” bajo una fuerza central. 


Imagínense dos esferas (Fig. 5-9) cuyas masas son 
respectivamente m, y m2, que se mueven en el es- 
pacio bajo la influencia única de su mutua atracción 
gravitatoria. 

Los ejes X, Y y Z permanecen paralelos al sistema 
inercial X,, Y,,Z,. Las coordenadas del centro de 
masa (c.m.) con respecto a X,,Y,,Z,, son 2£,Y,2. 
Una simple integración demuestra que si se toma la 
energía potencial con respecto a r= w, V= —Gm,m>7r 
en donde G es la constante gravitacional. Aplicando el 
teorema del “centro de masa” el lector puede demostrar 
sin mucho esfuerzo que 


- A 





NN A A ogg 


L = M2 +$+2) Y, 


+ jul? + 1262 + r28en? 942) + Gm,myr 





Trayectoria de m2 vista desde mi. 


en donde M = m, + m3 y la “masa reducida”, Problema de 2 cuerpos bajo una fuerza central 
y == m,m2/(m, + ma). Fig. 5-9 
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Es posible encontrar muchos hechos interesantes en la solución de las ecuaciones del movimiento. Por 
ejemplo, el centro de masa se mueve en el espacio a lo largo de una recta, con velocidad constante. La trayectoria 
de m2, vista desde m, es una elipse, parábola o hipérbola, según que £€ = T4+ V sea menor, igual o mayor 


que cero. Suponiendo que el movimiento inicial es de tal forma que $0 = 0, se observa que como oL/0$ = 


pr? senóp = P¿ = constante, $ permanece constante indefinidamente. Entonces, en el caso general, el mo- 
vimiento es en un plano, y puede escribirse, (ignorando el movimiento del c.m.) 
L = jur? + 7%?) + Gm,my/r 


5.10 Expresión adecuada de la energía potencial del sistema de resortes 
(Fig. 5-10). 


Ñ (£s, Ya) E a 


Ka e ka (ma, Sá 


Cosenos directores A a 


as = X2/ la “— Cosenos directores 
Pa = Yal la a = Xy/l, 
B 1= YH, 

SU X 


la — “as, 5 Ba 


Ñ A OE = e 
a d xE d 
<= (Za, Ya) =- 
. c WN 
(za, Ya) 
Energía potencial de un sistema de resortes 
Fig. 5-10 


Los resortes se encuentran conectados en forma flexible a los apoyos a, b,c y d y asi- 
mismo flexiblemente unidos entre sí, por sus otros extremos, en p. Esta unión se puede 
mover libremente en el plano X Y. Se trata de determinar una expresión aproximada para V, 
suponiendo que x y y son siempre. pequeñas. 


La expresión exacta de la energía potencial del primer resorte es, sencillamente, V, = 
3R,(L, — L1)2, en donde L, es la longitud de pa y lí es la longitud normal del resorte. 
Pero, Li = (lja, — x)2 + (l,8, — y)?; tanto [, como los cosenos directores a, y fr, Se 
muestran en el diagrama. 


Aplicando ahora el desarrollo de "Taylor para n variables (véase la página 213) y conser- 
vando los términos de primero y segundo orden (el término (V)o7o puede excluirse por ser 
constante) se concluye, luego de algunas operaciones monótonas, que 


' ka, leal; 
Viproz, == —k(l— ly)0, + YB) + (0497) — yo (eB, — Ya Y (2) 
Entonces, para el caso de un grupo de S resortes dispuestos como en la figura 5-10, 
S , ke 4 
Vos) => Y [KM — Lila, + 18) + ql) — laa 0] 2) 


Al utilizar esta ecuación, deben dársele a los cosenos directores a signos algebraicos ade- 
cuados. 


Si la conexión p está en equilibrio en el origen (lo cual no se había supuesto hasta ahora) 
los términos de primer orden del desarrollo de Taylor se puntas aunque algunos o todos 


los resortes se encuentren estirados. Esto es así porque F, = —(09V/dt)o = 0, etc. Entonces 
(2) se reduce a 1 le 
V aprox.) SS 2 »> | ea + y”) a 7 8, — Ya; y (5.11) 
=1 


Para cualquier problema en particular, las constantes l,, «a, y $, pueden medirse con 
buena precisión. (Si se conocen las constantes elásticas de los resortes, sus longitudes norma- 
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les y las localizaciones de a, b,c, y d, la tarea de calcular la posición de equilibrio de p, y 
por tanto l,,a, y 6, es algo mucho más complejo que lo que podría esperarse y consti- 
tuye un buen trabajo para un computador.) 


Nótese que como a, = x,/l, y fB, = y,/l,, la das (5.11) puede escribirse, 


' Ss 
Via: + 5 »I ear + 4%) — A LA ya | (5.12) 
t=1 
Se denominan a,, b,, az, ba, etc., los extremos de varios resortes de espiral, de 
tal modo que los puntos a. están adheridos en forma arbitraria a diferentes puntos del inte- 
rior de una caja rígida, y los puntos b están todos juntos en una unión que puede moverse 
dentro de la caja. 


Si se toma el origen de un marco XYZ en la posición de equilibrio de esta unión, puede 
demostrarse fácilmente que (véase el problema 5.16), 


V taprox)  = 3 > E (Lo, + YB, + 2y)* + pts L .» (1? + y? + 2) | (5.13) 


en donde S es el número de resortes, k, la constante elástica, y «a,, 8, y y, son los co- 
senos directores de los ejes de los resortes cuando la unión está en el origen. 


Las aproximaciones anteriores, con frecuencia resultan útiles en el estudio de las pe- 
queñas oscilaciones, y por tanto nos referiremos a ellas en el capítulo 10. 


Ejemplo 5.8. 

La masa m de la figura 5.11, conectada a los re- 
sortes por medio del hilo, según se indica, puede mover- 
se sobre el plano horizontal liso ab, bajo la acción de la 
fuerza central suministrada por los resortes. Cada uno 
de los resortes tiene una constante elástica k. En este ca- 
s0, V = R(l, — ly)? en donde !, y ly son las longi- 





tudes de los dos resortes, estirados y sin estirar. Se repre- | 
A ; | Y 
senta por y el desplazamiento de la unión con respecto | AN j h 
a la posición p, en la cual los dos resortes se encuentran rá y N 
sin estirar, como se muestra en la figura. Así, se tiene la ./ | 
A S 7 
que 1, = [sí + (so + y)2]!/2. Excluyendo los términos OS k 8 Y 
constantes, V = RE — 2klol, o sea, q N | 
PT, Y Y 77 7, BERTA TT A A 
V = ky? + 2k8sqy — 2klo[si + (8. + y)?2]1/2 AAA TP TARA AA 
Si se aplica bien la ecuación (10.6) a la expresión 
anterior para V, o directamente (5.11), se encuentra que Fig. 5-11 
V (aprox.) = k(s/1Hy? = k(si/ Sr AS Yo)? 


ya que y = r — ro. Por inspección se observa que si r es igual o menor que ro, la tensión del hilo se hace igual 
a cero; pero para desplazamientos pequeños en los que r > ro, 


L = ¿im? 4062) — k(sYlD(r — ro)? 


5.11 Sistemas en los que la energía potencial varía con el tiempo. Ejemplos. 


Con frecuencia sucede que las fuerzas que actúan en un sistema son función del tiempo, 
así como función de las coordenadas. Además estas fuerzas pueden ser de tal naturaleza que 
satisfagan las relaciones (5.6). En este caso, es claro que al integrar (5.4), haciendo que t per- 
manezca constante, se obtendrá una magnitud V (una energía potencial que cambia con el 
tiempo) tal que F,, = —0V/0q,. De esta manera las relaciones (5.7) pueden aplicarse direc- 
tamente. Á continuación se incluyen dos ejemplos sencillos. 


Ejemplo 5.9. 
Supóngase que el hilo del cual pende la masa de un péndulo, pasa por un pequeño orificio en el soporte. Si 
se tira del hilo hacia arriba, a través del orificio, con una velocidad constante vu, la longitud del péndulo estará da- 
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da por r= rg — ut. Así, si se toma la energía potencial con relación a un eje horizontal que pase por el soporte, 
Y = —mglro — vt) cos 4 de donde —9V/d0 = —mg (ro — vt) sen 6 = Fg. Se puede comprobar que esta 
expresión es correcta, obteniendo de nuevo el valor de F¿ por los métodos del capítulo 4. . 


Ejemplo 5.10. 

El extremo de un resorte espiral liviano se hace oscilar alrededor del origen de coordenadas, de acuerdo con 
la relación 5 = Asen wt, en el sentido del eje X, sobre un plano horizontal liso. En el otro extremo del resorte 
se encuentra una partícula de masa m, la cual puede moverse en el plano bajo la acción del resorte. Se supondrá 
que el eje del resorte permanece recto y que no se ejerce ninguna fuerza perpendicular a este eje (no existe ningún 
momento flector). 


Por inspección se nota que F,, la componente x de la fuerza que actúa sobre m, está dada por, 


(1% — Á sen ut) 


F, = KI) cos(hx) = —klte — A seno +42 lo) E na t)2 + gaara 


en donde l es la longitud del resorte estirado, y lo la dimensión normal del mismo. F', se expresa por una ecua- 
ción similar. Nótese que F, y F, son, ambas, funciones de t, así como de las coordenadas x y y. 


Al aplicar la prueba (5.6) se observa que 9F,/0y = 0F,/0x. Por tanto puede determinarse una función de la 
energía potencial por medio de (5.4), haciendo t constante. Escribiendo V = 4k(l — l¿)? y remplazando | por 
[(x — A sen wt)? + y?]!/2 se obtiene V = ¿Rk[[(x — A sen wt)? + y2]1/2 — lo]2. Si se aplican las fórmu- 
las F, = —0V/0x, F, = —0V/0y, se llega a las mismas expresiones ya obtenidas. 


Nótese que si se quisieran utilizar coordenadas polares, podría expresarse V en función de r y 6 fácilmente, 
eliminando x y y, por medio de x = r cos 6 y y = r sen 0. Inmediatamente pueden obtenerse las fuerzas ge- 
neralizadas correspondientes a r y 0, tomando, F, = —9V/9r y F, = —0V/00. 


Podrían darse muchos casos semejantes a (5.9) y (5.10). Por ejemplo: Haciendo oscilar 
o girar en un círculo el soporte A de la figura 5-1; haciendo oscilar verticalmente el punto p 
de la figura 2-10; haciendo variar con el tiempo, de alguna manera determinada, las distan- 
cias s de la figura 5-8; etc. 


Debe observarse que como las cantidades que se han escrito como V, contienen a t, 
T + VA constante (véase el numeral 5.13). En otras palabras, si las fuerzas dependen 
explícitamente de t, no es posible escribir la integral de la energía. La razón para esto puede 
verse de inmediato, al considerar su significado físico. 


5.12 Función vectorial del potencial para una carga que se mueve en un campo 
electromagnético. 

Las componentes de la fuerza sobre una carga “puntual”, + Q, que se mueve con veloci- 

dad (x, y, 2) dentro de un campo eléctrico (E,, E,, E,) y en donde además existe una 


inducción magnética (B,, B,, B,) cada uno de los cuales puede ser una función de la 
posición y del tiempo, están dadas por 


f: > QE: eS QUB: — zB,) 
fu = QE, + Q(6B:-— 2B;) (5. 14) 
f. = QE.: + Q(<B, — yB;) 


y 


En un sistema mecánico en el que actúan tales fuerzas, la aplicación de (4.10), (4.11) o 
(4.12) conduce a las fuerzas generalizadas correspondientes. 


Sin embargo las fuerzas anteriores son de tal naturaleza que no es posible escribir un po- 
tencial escalar V, ni una función de potencia P, tales que F,, = —09V/0q, o Fa, = 9P/94,. 
Pero es posible escribir, en cambio, una función “potencial vectorial” que conduce a una nue- 
va forma de L de tal modo que (5.9) incluye así todas estas fuerzas electromagnéticas. Aquí se 
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menciona esta posibilidad únicamente con el fin de completar lo dicho, pero no se incluye un 
estudio de este tópico. 


Véase, por ejemplo: Roald K. Wangsness, Introduction to Theoretical Physics, John 
Wiley é: Sons, Inc., 1963, páginas 397 a 400. 


5.13 La “integral de la energia”. 


Con ciertas condiciones bien especiales puede demostrarse que la energía total de un sis- 
tema, es constante. 


Considérese un sistema para el cual L no contiene explícitamente el tiempo y sobre el 
cual solamente actúan fuerzas conservativas. (Para el estudiante debe resultar evidente que 
la primera suposición significa que no existen coordenadas o restricciones móviles y que V 
no tiene la forma vista en el numeral 5.11.) 


En tal caso, como L = L(q,, qn su derivada total con respecto al tiempo es 





4L A 
dt o y=1 dl 3 0Qr a do 
Introduciendo (5.9), esto puede escribirse como, 
dL “. OL... a AA Ñ dl d/2 A óL 
— = ——Qr ri ue es sencillamente, => = ==) 
di 2 + Aral) dt Ara, 
Integrando esta expresión una vez, 
ás = L+€ (5.15) 


m 


us o 
en donde € es la constante de integración. Escribiendo ahora T = Y ArqxQr (véase la 
ecuación (2.56)), ? 








9T e » óL 

dd» 224 kr Qk == ddr 
ya que V no incluye a q. Sustituyendo esto en (5.15), se tiene, 2 S A, 4,4, = L+€. La su- 
ma es sencillamente 27. Entonces 2T = T—V+ €, osea, 

T+V= € = constante (5.16) 


Esta “integral de la energía” o “primera integral” del sistema, desempeña un papel impor- 
tante en la solución de muchos problemas. 


5.14 Experimentos sugeridos. 

/ 

(1) Determínese el periodo de oscilación del sistema que se muestra en la figura 5-14, para 
movimiento vertical pequeño. (Véase el problema 5.7.) 


(2) Determínese el período de oscilación de la varilla de la figura 5.13, para movimientos 
pequeños. (Véase el problema 5.6.) 


(3) Determínense los dos períodos de oscilación del sistema de la figura 5-20 para valores 
pequeños de 4 y de 4. (Véase el problema 5.14.) 


El equipo para estos experimentos puede armarse fácil y rápidamente y los resultados 
obtenidos son satisfactorios y justifican plenamente el pequeño esfuerzo requerido 


CAP. 5] 


SISTEMAS CONSERVATIVOS 97 


Problemas 


Nota. Ignórense los términos aditivos constantes en V. 


5.1. 


5.2. 


5.3. 


5.4. 


5.5. 


Fig. 5-12 ? . - 


5.6. 


5.7. 


Determinar cuáles de las siguientes fuerzas son conservativas. Hallar V para las que resulten ser conser- 
vativas: 


(a) F,¿ =0, F, = —mg (b) F, = —kzx, F,y = —ky (c) F, = —ky, F, = +kx 
(d) F, = Azxy, F, = Bxy (e) F, = Ayz, F, = Azxz, F, = Azxy 
(f) F, = 8Br? seno cosp, Fy = Br coso coso, F¿ = —Br3 seno sen y 


lg) F, = f, (7), Fo = falo), F, e fa (6) (h) F; = —kz sen ot, F, = kty 


Demostrar que el trabajo hecho por las fuerzas del problema 5.1(c) al recorrer un rectángulo de lados 
2 — M1 Y Ya — Y1 €s 2k(x3 — x1My2 — y1). Demostrar que el trabajo hecho por las fuerzas 
F, = 3Bx2y? y F, = 2Bx?y, al recorrer el mismo rectángulo, es igual a cero. 


Determinar V para el sistema descrito en el problema 4.5. Demostrar que Fy_ = —9V/0q, conduce a 
las mismas expresiones de las fuerzas generalizadas que las obtenidas por medio de ¿W = Fo, 39. 


Escribir Y en función de 0, y 02 para la figura 4-10. Demostrar que Po, = —9V/00, y Fo, = 
—9V/d03 concuerdan con los valores hallados anteriormente para las fuerzas generalizadas. 


La masa m, de la figura 5-12, puede deslizarse en la varilla lisa horizontal bajo: la acción del resorte. 

Cuando la masa está en equilibrio, el resorte se encuentra aún algo estirado. Demostrar que para pequeños 

desplazamientos con respecto a la posición de equilibrio, la energía potencial es aproximadamente igual a 
k(s — lo) kelo 


== ——— > 42 a 
y e. “Tas 


xi 


en donde lo es la longitud normal del resorte. 


S 


| 

| 

| 

E 
% 


2) 






m 





e TS os 


Fig. 5-13 


La barra uniforme AB, de masa M y longitud !, de la figura 5-13, está sostenida por la articulación lisa 
en A. El extremo B se encuentra unido al resorte BC, el cual está aún estirado cuando 9 = O. Desprecian- 
do la masa del resorte, demostrar que para este sistema, 


V = —¿Mglcoso + 4k[(s? + 1? — 281 cos 6)1/2 — 1o]2 
Suponiendo que $ es un ángulo pequeño,-Aproximar el valor de la energía potencial V, por medio del 
desarrollo de Taylor y determinar el periodo de oscilación de la varilla. 


El conjunto de la barra y el bloque de la figura 5-14 posee una masa M. Los dos resortes son idénticos. 


(a) Escribir una expresión para la energía potencial V. ¿Conduce esto a una fuerza “lineal” actuando 
sobre M? 
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5.8. 


5.9. 


5.10. 


5.11. 
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(b) so = distancia de ab cuando el sistema está en equilibrio (s = 0). Si se conocen k, s,, M y la lon- 
gitud normal de los resortes lo (la misma para los dos resortes), demostrar que para hallar sy es 
necesario encontrar la solución de la siguiente ecuación de cuarto grado: 


4ktef — 4Mgke3 + (M2g2 + 4k?8| — 4k25)e? — 4Mgksisy + Mig = 0 
(c) Suponiendo conocida la longitud de equilibric, , de cada uno de los resortes, hallar una expresión 


aproximada de la energía potencial (véase la ecuación (2) del numeral 5.10) y determinar el periodo 
de oscilación alrededor de la posición de equilibrio. 


(d) Suponiendo conocida la dimensión sy, demostrar que l = 2klos0/(2kso — Mg). 





Fig. 5-14 Fig. 5-15 


El péndulo simple de la figura 5-15 está suspendida cerca de una gran esfera uniforme de masa M. Escri- 
bir la expresión de la energía potencial V, en función de 4, teniendo en cuenta la atracción gravitacio- 
nal entre M y m. Tómese la aproximación correspondiente al caso en que el ángulo $ es muy pequeño 
y en que la distancia l! es apenas mayor que R + r. Determinar el período de oscilación para pequeños 
movimientos, despreciando el campo gravitacional de la Tierra. : 


Las tres esferas que se muestran fijas en el eje X de la figura 5-16 llevan cargas uniformemente distri- 
buidas +Q, —2Q y +Q. Una cuarta esfera de masa m y carga +Q) puede moverse libremente en 
el plano X Y, bajo la acción de las fuerzas eléctricas. Suponiendo que las esferas se encuentran en el vacío, 
hallar una expresión exacta para la energía potencial V. Demostrar que si r >» s, ésta puede escribirse, 


Di E 20Q,8?cos209 QQ;e? sen? 6 
y3 3 





Fig. 5-16 Fig. 5-17 


Determinar las fuerzas generalizadas F, y F,, del ejemplo 5.3 (Fig. 5-6) por el método del capítulo 
4 y comparar esto con —9V/0y,, —0V/dy, respectivamente. 


Una varilla uniforme de longitud 2rz y masa M, está sujeta al extremo de un resorte espiral como se 
muestra en la figura 5-17. Suponiendo que el mov:miento se efectúa en un solo plano, demostrar que 


L = ¿M(ri+ 118? + 179? + 2 cos (p — 0) rir20$ — 2 sen (p — 0) rar19) 
+ $6? — Hk(r, — ro)? + Mgl(r;, cos 0 + ra cos q) 


en donde / es el momento de inercia de la varilla con respecto a un eje que pasa por su centro de masa, 
perpendicular a su longitud; y ry es la dimensión normal del resorte. 
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5,12. El hilo tensionado de la figura 5-18, está cargado con cuentas colocadas a espacios regulares. Suponiendo 
las diferentes cuentas desplazadas en las direcciones y,, y2, etc., y que los desplazamientos son tan 
pequeños que la tensión r permanece constante, demostrar que la energía potencial del sistema (des- 
preciando la gravedad) está dada por 


v = E lyq + va + 63 + v9 + Ys — YiVa — Va Vs — YgVa — Yao] 
n 
y que en el caso de n cuentas, puede escribirse V = 5 S 7 (Yr+1 — Y y)? en donde yo = yr41 = 0. 
r=0 


Demostrar que la energía potencial de un hilo uniforme, flexible, tensionado, que tenga una ligera 


L 
distorsión y == y(x), está dada por V = y (0y/dx? de. 
0 


Demostrar que para la distorsión Y = A sen xrx/l; V = A?2r27/4I. 


Fig. 5-18 





5.13. Tres piñones G,, Gz y Gz se encuentran acoplados por medio de resortes de torsión a los discos D,, 
D2 y D,, según se indica en la figura 5-19. Demostrar que la función de Lagrange para el sistema es 








j X, dl. ll IN. la. L. 
Ti: 1 a e 
L = aa q) tt 074 
bi 9,32 kada (5 2) E 2) 
Le 
| ls Í 10, kx | / 4 
d, íIZJEWWWWWWM== 7] - ElfE=)— 
y Gr 1. os 
Za 4 D; 
JO 
¡Ga 
| G, / 0, 
dy - hz: 
E / yA 
'-— Piñones 
Fig. 5-19 





5.14. Dos resortes de constantes elásticas k, y kz se ha- 
llan conectados al péndulo doble, según se indica en 
la figura 5-20. Cuando el sistema se encuentra en re- Y | 
poso, la masa m, está en p y los resortes están ten- | 
sionados. Los extremos inferiores de los resortes están | 
adheridos a los puntos a y b (de coordenadas cono- 
cidas (x,, y) y (x2, y2), respectivamente). 





(a) Demostrar que para los resortes (sin incluir la X 
gravedad), , ' A Ue Ñ (2, ya) 
Viexsctos = Pirlo — 11% + fHa(so — lo) AT RE a SW 
== Ñ MN 


en donde sí = (2,—2)2 + (y, + y)? 
8 = (22+2)2 + (yo + y)2 


O» 
Y) 

L 
SN 
e 
El 





¿Cómo podrá escribirse Vexacta en función de 6? - Fig. 5-20 
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(b) Aplicando la ecuación (2) del numeral 5.10, demostrar que para 9 pequeño, 


O E 
V taprox.) == 70, E kojri0? —uS LA (E ] ,) + koYa (2 7 2)] r,0? 
1 2 


A 
[0 + ar je 





5.15. Con referencia a la figura 5.21, supóngase que la posición de equilibrio de la varilla es ab y que |, y l, 
(con componentes l,, l,, s, y s,) representan las longitudes de equilibrio de los resortes. 





SLILILISS SIESAIAAARAPAIPA A SIARIA ABRA A PASPA AR RSISRP ARSS , ; EASIAIS, AAA RA ANA IIA RR RO PP IR ORRRRIRIIR RA MN AIPIPPR 
a Ñ Varilla uniforme, movimiento en un plano. Py ) 
A MON Posición de equilibrio, ab. Posición general cualquiera, p,p.. Y S - he 
No Ni Todos los ejes coordenados son estacionarios. í y y indican : / 
A " N los desplazamientos del c.m. con respecto a la posición de equi- cae al Sk 
Ni A Ne librio, y € indica la correspondiente rotación de la varilla. e y 
$ AS A 
X | / / 
N Y á 
A, 
/ Y / 
/ 
$ 
El ' Xi 
c.m.- : 
==> 
ES 
Ya 00 Xa 
Fig. 5-21 
% 
(a) Demostrar que la expresión exacta de la energía potencial del sistema, puede escribirse, 
Víexscta) =  Frrtl(l.— 21)? + (Ml, — 49912 — lo; 
+ ¿Hkoll(8, + 22)? + (8, — 42)2]112 — sq) + Mgj 
en donde lo y sy son las longitudes normales de los resortes. 
p) 
(b) Demostrar que las ecuaciones que relacionan a x,, y¡, X2, Y2, con Z,Y y 0, son 
2R cos (0 +0) + 2 = 2R cos0p + zx, 2R senl(0 +0) + Ya = 2R send + Ys 
P cos (09 + 0) + = R cos 67 + y F sen (07 + 0) +y = R seno + Y, 


Nótese que por medio de estas ecuaciones, Vexacta puede expresarse en función de 2, Y y 9. 


(c) Aplicando la ecuación (2) del numeral 5.10 y utilizando las expresiones anteriores, demostrar que 
para movimientos pequeños con respecto a la posición de equilibrio, 


Véapror) = Pts + kz — AlZ— Bsy]22 + 4[k, + ko — Alo — Bsz]5? 
+ ¿[kx R(1 — Iy/INL, cos 69 + ly sen0p) + koR(1 — 8p/8)(8, cos 07 — 8y sen 09) 
+ (k, + kg)R2 — (Al,l; — B3,8,)R? sen 07 cos 6p 
— (ALÍ + Bs?)R2sen? 05 — (Al + Bs2)R? cos? 6p]0? 
+ [41,1, — B3,8,123 
+ [(kz—k)R sen 07 + (Al,l, + Bs,5,)R cos 09 + (Al — Bey)R sen 09]20 
— [(k¿— k,)R cos 99 + (ALI, + Ba,8,)R senoy + (AlÍ— Bs3)R cos 0p]%0 
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en donde A = kilo/1? y B = kzso/s?. Demostrar asimismo que 
L = J102 + 3M(82 Y $?) ps V taprox.) 


en donde ]/ es el momento de inercia de la varilla, con respecto a un eje normal que pasa por el c.m. 


Suministrar una prueba detallada de la relación (5.13). 


Supóngase que el marco entero que sostiene el péndulo doble y los resortes de la figura 5-20, se mueve 
hacia arriba con una aceleración vertical constante, a. ¿Producirá esto algún cambio en la energía po- 
tencial de los resortes? ¿En qué magnitud debe considerarse incrementada la energía potencial gravi- 
tatoria? Escribir la nueva expresión para T. 


Se hace oscilar verticalmente el soporte ab de la figura 5-17, con respecto a la posición indicada, según 
y = A sen wt. Demostrar que la función lagrangiana del sistema es 


L = PMl[ri+r?02 + r292 + Alo? cos? vt 
+ 2r,r204 cos ($ — 0) — 2r,r,6 Sen ($ — 9) 
+ 240 cos wt (r, cos 0 — 1,0 senó — Yo¿ sen ¿$)] 


+ $19? — Hk(r, — 19)? + Mylr, cosó + rz¿cos $ + Á sen out) 
Comparar este resultado con el valor de L en el problema 5.11. 


Determinar el valor de L para el sistema del problema 5.11, suponiendo que el punto p se mueve con 
velocidad lineal constante v, en un pequeño círculo de radio a, que se encuentra en el plano vertical. 


Con referencia al ejemplo 5.7, demostrar que L puede expresarse como, 





Lo= Fi + y tó + 


en donde p, €es la distancia de m, al c.m., r = p, + pz Y Mip = Mpopa. 


El eje vertical de la figura 5-22 gira de una manera determinada, con los ejes X y Y adheridos y solidarios 
con el eje de giro. Teniendo en cuenta que la “partícula” de masa m puede moverse en el plano XY bajo 
la acción de los resortes y la gravedad, demostrar que 


L o= ¿m(R+a20l + 22 + y2] — mgy — flerlle? + (8 — y)2]112 — 132 — ¿lo[(e? + y2)1/2 — 15]2 
Suponiendo Ó = w == constante, demostrar que las condiciones que se requieren para obtener 
“movimiento estable” (x = constante, y = constante y L= y = 0) son 


k,2oL; ky%olo 
" ] Val + (yo)?  va+y 
mg + (k, +koy — lis + Floyd _ Ea y 


VEA Viga 





Disco circular delgado y uniforme 
de radio a y masa total M. 





Fig. 5-22 Fig. 5-23 
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5.22. 


5.23. 


5.24. 


5.25. 
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La energía potencial de m, debida a la atracción gravitacional del disco de la figura 5-23, para r > a, 
viene dada por, 


3 5 
vs o [e (2) (3 cos? 9 — 1) + al?) (35 costo — 30 cos o — 3) — 00] 





a Y 8 


Expresar L y las ecuaciones del movimiento de m. 


Con referencia al ejemplo 5.7, probar que los movimientos de m, y m> están restringidos a un plano 
cuya orientación con relación a un marco inercial, no varía. 


Demostrar que en función de coordenadas polares contenidas en este plano, 








Gm,ma 
= Ea 52 - 
donde se ha excluido el término debido al movimiento del c.m. Demostrar además que 
2 2 
Ma. . Gm; ma 
Pz — 2 
L A (1? + 1502) + Mr, 
en donde ri + ra = r y mir = mara; ri y ra están medidos del c.m. al m, y m2, respectivamente. 


Para un sistema cualquiera en el que no aparezca el tiempo explícitamente en L (véase el numeral 5.8) y 
en donde actúan fuerzas no conservativas, demostrar que la rapidez del cambio de la energía total del 
sistema está dada por 


d ds . 
q + = 2 F4, dr 
en donde las fuerzas generalizadas, F" > incluyen únicamente las fuerzas no conservativas. 


Supóngase que los apoyos a, b, c y d de la figura 5-10 se encuentran adheridos a una estructura rígida 
pero móvil, como por ejemplo el marco de un cuadro. El marco: se hace mover, girar, trasladar, etc., en 
cualquier forma, en su propio plano. Suponiendo que el sistema X, Y se halla sujeto al marco y que x y 
y se miden como se ha indicado, ¿cambiará de alguna manera la expresión (2)? 


Suponiendo que el marco oscila paralelamente al eje X alrededor de un punto fijo con respecto al 
espacio inercial, con un movimiento dado por s = A senwt; y suponiendo que hay una partícula m 
localizada en el punto p (la unión de los resortes), expresar el valor de L para la partícula. 


Nota. Para un buen ejemplo de V, véase el problema 13.15. 





(a) Procedimiento usual 
(b) Método de la “función de potencia” 


6 1 Definición y clasificación. 

-. — Dentro de la categoría de fuerzas disipativas se catalogan todas adiiellas que originan 
disipación de energía del sistema durante el movimiento. La “pérdida” de energía usual- 
-mente se presenta por la formación de calor. 


Con frecuencia ocurre en la práctica que la magnitud de la fuerza, f, aplicada a una 
partícula (o a un elemento de área) puede representarse con precisión, dentro de un cierto 
margen de velocidades, por medio de | EA 
0 f = av” (6.1 ) 
en donde u es la velocidad de la partícula, n es cierto número y a puede ser una constante 
o una función de las coordenadas, o del tiempo, o de éste y aquellas simultáneamente. Como 
se verá más adelante, esta forma representa un tipo de fuerzas disipativas importante y muy 
general (aunque no es el único). 


(a) Fuerzas de fricción. La fuerza de fricción necesaria para deslizar una superficie sobre 
otra, se supone proporcional a la fuerza normal entre las superficies, independientemente 
del área de contacto o de la velocidad, luego de haberse iniciado el movimiento. (No 
se estudiará aquí el caso de la fricción “estática”.) Así, la expresión anterior representa 
la fuerza de fricción en el caso en que n = 0 y a es igual al coeficiente de fricción multi- 
plicado por la fuerza normal. Se tiene un ejemplo en el que a es función de las coordena- 
das y del tiempo, si el coeficiente de fricción varía de un punto a otro y si la fuerza nor- 
mal que mantiene las dos superficies en contacto, cambia con el tiempo. i 


Si las dos superficies están en movimiento, la fuerza de fricción sobre una de Allbs 
tiene una dirección opuesta a la de la velocidad de esa superficie, con respecto a la otra.. 


(b) Fuerzas de viscosidad. Se dice que una fuerza es “viscosa” (o de viscosidad) cuando 
aplicada a un objeto varía como la primera potencia de la velocidad y se opone al mo- 
vimiento. La resistencia al movimiento de un objeto sumergido en un fluido de cual- 
quier naturaleza, o la resistencia que encuentra un polo magnético al moverse cerca una 
lámina conductora, constituyen ejemplos de fuerzas viscosas. La expresión (6.1) repre- 
senta tal fuerza con n= 1. 20 


(c) Fuerzas proporcionales a potencias superiores de la velocidad. La resistencia al movi- 
miento de un objeto dentro de un fluido no es simplemente una fuerza viscosa, excepto 
a velocidades pequeñas. Sin embargo es posible representarla por (6.1), al menos en un 
intervalo limitado. En ciertos casos, n puede ser considerablemente mayor que la uni- 
dad. (Véase también el numeral 6.6.) 


6.2 Procedimiento general para determinar F.,,. 


Se emplearán dos métodos diferentes. El primero, analizado e ilustrado en los numera- 
les que siguen, se basa en las relaciones generales (4.10) y (4.12). El segundo método, en el 
que F,, se obtiene a partir de una “función de potencia”, se da en el numeral 6.8. 





Suponiendo que se ha expresado f por medio de (6.1) y que su dirección es rua a 
v, se concluye que, como */v = coseno del ángulo entre v y X, f, = — au” (x/v) = 
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y = —ayun-1 y f, = —azun-1, Entonces, suponiendo que hay: p 
partículas y que n tiene el mismo valor para todas, ¿Wo y las fuerzas generalizadas se 
determinan como se resume a continuación: 


p 
SWita = - 2 U(T8L: + Yi8Yyi + 218z:)uj >” (6.2) 


De la misma manera, f 


que constituye la expresión general para 5Wota. Remplazando 2%; 8%; etc., por q1, d1, 
5q,, etc., se convierte en 


SWiota = [++ --] 891 + [: ---]8q2 + «... + [: + --]8qn (6.3) 


Aquí los coeficientes de ¿óq,, óq2,..., óq, son las fuerzas generalizadas. 


6.3 Ejemplos: Fuerzas generalizadas de fricción. 


En los siguientes ejemplos se supone que las fuerzas disipativas son provenientes de 
fricción en seco, en donde n = 0. 


Ejemplo 6.1. Movimiento de una partícula en un plano inclinado rugoso. 

Se dispara una partícula de masa m, hacia arriba sobre un plano inclinado rugoso, como se muestra en la 
figura 6-1. Se supone que la fuerza de fricción total, f = ¿mgco0s«a, es constante en magnitud y opuesta en 
dirección al movimiento. Como %/VxX? + y2, por ejemplo, es el coseno del ángulo entre la velocidad de m 
y el eje X, resulta claro que las componentes de la fuerza de fricción son 


(1D fi = —filvz? + q, (2) fi = —fúlvZ + y2 


que en este ejemplo son las mismas fuerzas generalizadas de fricción. Así, teniendo en cuenta también la gravedad, 
las ecuaciones del movimiento son . 


1 = £ .. e Y Le 
mv = MY COS a Epa a” my 4MY CO08 a Epa pya mg sena 


Nota importante. Si la partícula se proyectara hacia arriba a lo largo de una recta x = constante, con velo- 
cidad inicial yy (% = % = 0, todo el tiempo) la segunda ecuación se haría igual a m/ = — umgC08 a — ME 8€N a. 
Evidentemente la partícula alcanzará cierta altura y (posiblemente) iniciará su movimiento hacia abajo. Por la 
ecuación anterior podría pensarse que umgcosa tiene siempre la dirección negativa de Y, pero es bien sabi- 
do que al reiniciarse el movimiento la fuerza de fricción invierte su dirección y que umgcosa debe ahora 
considerarse como positiva. La fuerza es discontinua, y esta es una posibilidad de la cual se debe estar conciente 
al trabajar con fuerzas de fricción. (Véase el problema 6.12.) 






falf=, fu) 





Partícula en movimiento sobre Palanqueta que se desliza sobre 
un plano inclinado rugoso el plano rugoso horizontal, X Y 
Fig. 6-1 Fig. 6-2 
Ejemplo 6.2. Dos partículas conectadas por una varilla liviana y moviéndose sobre un plano horizontal rugoso 


(Fig. 6-2). 


Se trata de encontrar las fuerzas generalizadas de fricción. (No se tendrán en cuenta otras fuerzas que po- 
drían actuar simultáneamente.) La palanqueta tiene tres grados de libertad y se utilizarán como coordenadas x, 
y y 0, como se muestra en la ilustración. Las magnitudes de las fuerzas de fricción son: sobre m;,, f, = ym18, Y 


CAP. 6] DETERMINACION DE F¿, PARA EL CASO DE FUERZAS DISIPATIVAS 105 


sobre m2, f2 = um238. Suponiendo que la varilla no está en contacto con el plano, y aplicando la relación (6.2) 


ara n =0, . : : á 
p f, %, 8%, F,Y1 841 fa %a 8%, f2Y2 8Y9 


8 W iota1 = == e pa e . — . 0 — o o (1) 
VEA Vii Vir va+R 
en donde xi, Y, y x2, y2 son las coordenadas rectangulares de m, y ma, respectivamente, y ft VE + 7 , 


por ejemplo, es la componente de la fuerza de fricción sobre m,, en la dirección de x,. Pero en la figura se obser- 


EE Tr, = 2 +ldcosó y; = y+l,senó, ete. (2) 


Entonces x,, Y,, $x,, etc., pueden ser fácilmente eliminados de (1), quedando, 
(2 + Ló seno) 8x + (y — Ló cos 6) 8y + [la(x sen 6 — y cos 0) + 136) 50 
Víá + Ló seno)? + (y — La cos 0)? 
(2 — 1,9 sen 0) 8% + (y + 1,0 cos 60) 8y + [Uy c030 — % sen0) + 16] $0 
Es posible leer directamente en (3), las expresiones de-las fuerzas generalizadas F,, F, y F¿. Por ejemplo, 


ES fo (2 + l,6 seno) Ñ f, (% — 1,6 sen 0) 


Va + 1,9 sen0)? + (y — 104 cos 9)? V (% — 1,0 sen 6)2 + (y + 1,6 cos 0)? 


_En casos especiales tales como í = Y = 0 y 6 0 otambién, $ = 6 = 0 y xx 0, el lector puede demos- 
trar fácilmente que F,, F, y Fg se reducen a expresiones sencillas que pueden verificarse por medio de considera- 
ciones elementales. 


—3W = fa 
(3) 
+4 


En este ejemplo relativamente sencillo, resulta claro que las fuerzas de fricción pueden volverse aterradoramen- 
te complicadas, y por tanto que las ecuaciones diferenciales pueden ser, o muy difíciles, o imposibles de resolver, 
excepto por medio de un computador. 


Ejemplo 6.3. Un caso más general que el anterior. 


Supóngase que a cambio de las dos partículas que se muestran en la figura 6-2, hay p partículas dispuestas en 
cualquier forma sobre el plano X Y, y conectadas entre sí por"medio de un conjunto de varillas rígidas. La relación 


(6.2) se convierte en . . 
sw SES s fi(2,8%, + Y 54) (6.4) 
9 Y total RA (a? + y?)12 


Eliminando X,, 5x,, etc., para expresarlo en función de X, ¿x, Y, 3y, O y 50, puede escribirse (6.4), como 


Mora = [:"]8x + [:"]8y + [»---]88 (6.5) 
que es un caso especial de (6.3). | 


Así, los coeficientes de 5x, ¿y y 560 son las fuerzas generalizadas, F,, F, y F¿. Es importante observar 
que f, = y, (fuerza normal), son valores que se han supuesto conocidos. 


Ejemplo 6.4. Fuerzas generalizadas de fricción sobre una varilla delgada que se desliza en contacto con una 
superficie rugosa. 

Refiriéndose de nuevo a la figura 6-2, imagínese primero un gran número, p, de partículas distribuidas a lo 
largo de la varilla, todas en contacto con el plano rugoso. Las relaciones (6.4) y (6.5) conducen a las fuerzas gene- 
ralizadas. Al considerar una varilla continua delgada, resulta claro que la suma de la ecuación (6.4) debe rem- 
plazarse por una integral. El lector puede demostrar que la expresión integral para F,, por ejemplo, es 


a fo f (2 — 16 sen 6) dl 
Ñ —ly [22 + y2 + 1252 + 2Ió(y cos o —  send)]1/2 
en donde f es la fuerza de fricción por unidad de longitud de la varilla (que se supone conocida) y dl es un ele- 


mento de longitud de la misma. Se mide |, desde p hasta d/. Las longitudes por encima y por debajo de p, son, 
respectivamente, |, y l2. Se considera que todas las cantidades, excepto l, son constantes. 


(6.6) 


En la misma forma se obtienen las expresiones integrales para F, y Fj. 


Ejemplo 6.5. Fuerzas generalizadas de fricción sobre un tablero que se desliza en contacto con un plano rugoso. 


Al referirse a la figura 6-3, se observa que este problema es, sencillamente, una extensión del estudiado en 
el ejemplo 6.4. Utilizando las relaciones 


1, = 2 + X2C08 0 — Ya Sen 6, Y; = Y + Y 8enó + Ya coB 6 
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y recordando que en cuanto se refiere al movimiento del tablero, x y y2 son constantes, el estudiante puede 
demostrar que la expresión integral para F,, por ejemplo, está dada por 


__—dA = dxadys = elemento de área del tablero 












Tablero rugoso4 


Xy 
Tablero que se desliza en contacto con el plano rugoso, X, Y, 
Fig. 6-3 


f[(e2 + y2)6 + (yx —Zyg) coso — (2x2 + Yyo) sen 9] dx, dy 


Fo 5 -f . . . . . . e . . (6. 7) 
[22 + y2 + (25 + y2)02 + 20 cos 0(yxz — Zyz) — 28 sen 0(2x2 + YY 9)]1/2 


en donde todas las cantidades son constantes, excepto x2 y yz, y la integral se toma de tal manera que cubra todo 
el tablero en contacto con el plano X, Y,. La magnitud fdx2,dy, es la fuerza de fricción sobre el elemento 
de área dx2dyz y f es una constante conocida. Expresiones semejantes se encuentran para F, y F,. 


El cálculo de estas integrales no es sencillo. Una manera más manejable de hallar las fuerzas generalizadas 
de este tipo, y otras diferentes, se encontrará en el numeral 6.8. 


6.4 Ejemplos: Fuerzas viscosas generalizadas. 
Haciendo n = 1, la expresión (6.2) resulta aplicable y se reduce a 


p 
3Wiota = = 2 ale Sa + YiSy; + 21821) 


Ejemplo 6.6. Fuerzas viscosas sobre una palanqueta. 


Supóngase que las fuerzas que actúan en m, y maz de la figura 6-2 son viscosas en cambio de ser de 
fricción. Por tanto, 
Wiota = —01%,8%, — 014,84, — Uy 8%, — U9Ya 5Y2 


Para eliminar %,, 5x,, etc., se usan las relaciones x, = x + !, cos 6, y, == y + !, sen 0, etc., y se obtiene, 


4 


SWiota = —[(a, + az + (aglo — ayl,)6 senó6] 3x — [(a, + a»)y — (azla — a,1,)6 cos 0] 5y 
—[(azl2 + a,11)0 + (ago — a,L,)x sen 9 — Y cos 9)] 89 


en donde puede leerse directamente F,, F, y Fj. 


Ejemplo 6.7. Fuerzas viscosas sobre una superficie plana. 


Imagínese que el tablero de: la figura 6-3 se mueve ahora paralelamente y cerca al plano estacionario X;, Y, 
y que un líquido viscoso se encuentra llenando el espacio intermedio. Supondremos que la resistencia que se opone 
al movimiento de cada uno de los elementos dx2dy2 de la superficie móvil es una fuerza viscosa y, que sus 
componentes están dadas por df, = —ax,dxadyz y df, = —aYidxady2, en donde a es la resistencia viscosa 


por unidad de área por unidad de velocidad. 
Entonces, para un desplazamiento virtual general de la superficie entera, 


SWiota = =2Í [2, 82, + y, 8y,] dez dyz 


en donde la integración se extiende a toda la superficie. Utilizando una vez más, las relaciones x, = x + xz cos 0 — 
y2 sen 6, etc., la expresión anterior se convierte en 
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Wita = — af ((x= — 290 sen 0 — y26 cos 0) 8x + (4 + 228 cos 6 — yg6 sen 0) 5y 
o e 0] . o (6.8) 
+ [(a3 + y5)0 + (yX2 — %Y9) coso — (2% + YY a) sen 6] 89) de, dy, 
Al realizar la integración para toda la superficie móvil, y dejando constantes todas las cantidades, excepto 

Xo Y yz, se encuentran los valores de F,, F, y F, como coeficientes de ¿x, 3y y 50, respectivamente. 


Ejemplo 6.8. | 
Supóngase que la superficie anterior es un rectángulo de área A = 2a X 2b, con los ejes Xz y Y2 parale- 


los a los lados y origen en el centro. Calculando la integral para los límites x = —a hasta a y y = —b hasta b, 
peo 0ena, — Wi = 4Aczéx + AoY8y + ¿Ala? + b2)6 59 
Por tanto, F, = —Aar, F, = -Aoy, Fp = —j4ala? + b2)6 


Naturalmente estos resultados dependen de la validez de las suposiciones hechas con respecto a la resistencia 
sobre cada elemento de área. Nótese que las fuerzas viscosas generalizadas son mucho más sencillas que las 
originadas en la fricción en seco. 


6.5 Ejemplo: Fuerzas proporcionales a la potencia n de la velocidad, para n > 1. 
Se aplican directamente las relaciones (6.2) y (5.3). 


Ejemplo 6.9. 

Con el fin de ilustrar el método para encontrar las fuerzas generalizadas para cualquier valor de n, considé- 
rese nuevamente la palanqueta de la figura 6-2. Supóngase que las fuerzas aplicadas a m, y m2 están dadas 
en magnitud por f, = aut, y fq= a3U)? respectivamente y que cada una de ellas tiene una dirección opuesta 
al movimiento de la partícula respectiva. Aplicando (6.2) se tiene 

Woa = —lejpp te, 5x, + Y, 8y,) + agun Mz, 81, + Y2 8yo)] 
Escribiendo, vrui-1 = (2? + y) D72, etc., y eliminando x, y 5x, por medio de x, = x + l, cos 8, etc., 
se obtiene una expresión en la que es posible leer directamente F,, F, y F ¿. Por ejemplo, 
Fo = —a yor * (y cos 6 — E seno + 1,6) — agua sen 6 — y cos € + log) 
Nota. Suponiendo que la resistencia df sobre un elemento de área dA (Fig. 6-3) está dada por 
df = aundx,dyz = a(x; + y;)"/2dx2 dya, 

una extensión del método empleado conduce directamente a las expresiones integrales de las fuerzas generalizadas 
sobre el tablero, F,, F, y Fo. 


6.6 Fuerzas expresadas por medio de una serie de potencias. 
Supóngase que la magnitud de la fuerza sobre una partícula (o elemento de área) 
puede ser mejor representada por una serie de términos, tales como, 
f = do + 010 + Ago? + aguit+ --. (6.9) 
en donde uv es la velocidad de la partícula y ap, as, az, ... son constantes o quizá son 


funciones de las coordenadas, o del tiempo, o de éste y aquellas. Si f tiene una dirección 


opuesta a la de u, ; 
f= = —(do + 410 + a2v? + agui + - - -)(2/v) 


Así, con esta relación y las correspondientes a f, y f,, se llega a las expresiones de las fuer- 
zas generalizadas, en la forma usual. 


6.7 Algunas consecuencias interesantes de las fuerzas de fricción y otras. 


Considérense los siguientes interrogantes: 


(a) ¿Por qué al extraer un cilindro que se encuentra ajustado dentro de otro, siempre se 
gira el uno con respecto al otro, al tratar de separarlos tirando de ellos en direcciones 
opuestas, como al sacar un corcho de una botella? 


(5) ¿Por qué, cuando un bloque de madera se encuentra en contacto con una correa tras- 
portadora, puede resbalarse hacia los lados con muy poco esfuerzo; o cuando se arras- 
tra un objeto pesado largo (como un tanque de gas comprimido) sobre un piso de 
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concreto, el “extremo libre”, en contacto con el piso, oscila hacia los lados con tanta 
facilidad? 


(c) Se coloca una pequeña moneda en un plano inclinado rugoso. La inclinación del plano 
no es suficiente para que la moneda se deslice bajo la acción de la gravedad, aun des- 
pués de iniciado el movimiento. Sin embargo, si se le da una pequeña sacudida en 
dirección horizontal, la trayectoria sigue una curva hacia abajo. Explíquese. 


Las respuestas a estos y otros interrogantes pueden obtenerse en las siguientes conside- 
raciones: 


El bloque B de masa M (Fig. 6-4) descansa sobre un cilindro de radio r, que gira con 
velocidad angular $. El bloque no puede girar por impedírselo unas guías lisas que no 
aparecen en la figura. 





Bloque B que se desliza sobre un cilindro en rotación 
Fig. 6-4 


Haciendo referencia a los numerales 6.3, 6.4 y 6.5 puede demostrarse que la fuerza f,, 
necesaria para mover el bloque sobre el cilindro con velocidad x (medida con relación al 
eje fijo OX), viene dada por, 

Az 
(1) f: = (22 + 1282142” 
suponiendo en (1), que la fuerza básica es fricción en seco; en (2), que es una resistencia vis- 
cosa; y en (3), que es proporcional al cuadrado de la velocidad del bloque con respecto a la 
superficie del cilindro. (A, B y C son constantes.) 


(2) f. = Bx, (3) 3 = Cx(a? + 262702 


Al analizar (1) se observa que para ró > x, f es muy pequeña y en realidad tiene 
carácter viscoso. En (2), f es independiente de la velocidad de rotación del cilindro. Con 
las condiciones establecidas para (3) (o para cualquier potencia de la velocidad relativa, 
mayor que la unidad), f aumenta con ró. 


Los hechos anteriores tienen importancia en muchas aplicaciones. 


6.8. Una “función de potencia”, P, para la determinación de las fuerzas 
generalizadas. 

Existe un gran número de fuerzas, incluidas las conservativas y muchas formas de 
disipativas, para las que es posible escribir una función P tal que las fuerzas generalizadas 
están dadas por 

Fo, = - (6.10) 
j 0Qr 
La función P es análoga al potencial V, pero tiene un alcance considerablemente mayor. 





Considérese la siguiente integral para un sistema de p partículas, cada una de las cua- 
les sufre la acción de una fuerza (f=,, fy;, f.,), que como se verá más adelante, define la fun- 
ción P: 


P = > (f=, dí + fu. dy: AS f., d2;) (6.11) 
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Si por otra parte, las fuerzas son de tal naturaleza que (su dependencia de las coordenadas, 
velocidad y tiempo es de tal forma que), 
Oz  Ofu 
Y, Bs 
para todas las combinaciones posibles, la cantidad bajo el signo integral es exacta. Entonces, 


al evaluar la integral, dejando constantes todas las coordenadas y el tiempo, se obtiene una 
cantidad P, tal que f., = oP/ox,, etc. Además, como se demuestra más adelante, se cum- 


ple (6.10). 
Sustituyendo f., = oP/9%;, etc., en la expresión general (4.10), para F¿, , y recordando 
que 021/0Q- = 91:/0q,, etc., se llega a 


F, 





(6. 12) 








: EE aP ay de a) 
0%; 0d, OY 0, 0% 0Qr 


Y 
i=1 


que es sencillamente ¿P/0q,. 


Es evidente que P en (6.11) tiene las dimensiones de potencia» por lo que se denomina 
“función de potencia”. 


6.9 Formas especiales de la función de potencia. 

Para ciertos tipos de fuerzas se puede poner (6.11) en una forma directamente aplicable 
con facilidad. 

Considérese el caso (de gran alcance) en el cual f,, la fuerza aplicada a m,, está dada 
por f, = 4, (x,, Y,, 2;, U,, t) en donde, según se indica, ¿, es una función arbitraria de las 
coordenadas de la partícula, su velocidad v,, y el tiempo t. Se puede suponer que f, tiene 
la dirección de v, (o la contraria a ésta). Por tanto f,,=2%p9/W,, fu = Y¡p/?,, etc., y en- 


tonces a 











Y No) 0% 
Of, fy, A . e» 
Igualmente, Po — 55 = ( para i 4 k. Así, se cumple (6.12) y la relación (6.11) se con- 
vierte en E 
E Z 
Pp = 2 q dx; + yidy; + dz) = »> p, du: (6.13) 


A continuación aparece un resumen de algunas formas útiles de (6.13). 


Formas especiales de la función de potencia 


Para f,= 00), 
Para fricción en seco, n = O 


Para resistencia viscosa, n = 1 


Una superficie que se mueve en contacto con otra. df = 
av” dA, en donde df = fuerza sobre el elemento de área, dA. 


Para f,, función de las coordenadas y de t, únicamente; ; Ez 
por ejemplo, f, conservativa. 2 Ez Í y Yi f.2i) 
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Nota importante. Si el sistema sufre la acción de una combinación de fuerzas que pue- 
den ser de fricción en seco y conservativas, la P total que incluye los dos tipos de fuerzas es, 
sencillamente, igual a la suma de (6.15) y (6.18). La ecuación (6.16) es la función de disipa- 
ción de Rayleigh. 


6.10 Ejemplos para ilustrar el uso de P. 


Los siguientes ejemplos son, en su mayor parte, tomados de los considerados anterior- 
mente. En esta forma pueden compararse directamente los dos métodos para determinar F.,. 


Ejemplo 6.10. 

Un péndulo que consiste en una pequeña esfera suspendida de un ligero resorte espiral (constante elástica, k) 
puede oscilar en el espacio bajo la acción de la gravedad, la del resorte y una fuerza disipativa proporcional a la 
potencia n de su velocidad. Aplicando (6.14) y (6.18), la función P total, expresada en coordenadas esféricas, es 

—a 


Po= p1(M+r64 sento pod — kr — ro)r + mgl(? cos 0 — ró sen 0) 


de donde pueden obtenerse en seguida las fuerzas generalizadas. 





Ejemplo 86.11. 


Considérese de nuevo el problema tratado en el ejemplo 6.9. Suponiendo que el plano está inclinado un ángulo 
a, de (6.14) y (6.18) se concluye que 


ali + Jm +D/2 alas 4 ya) + 0/2 
a ro +1 7 


Trasformando esto a coordenadas x, y y 9, 


p = — MY SlMa Yi .— MoY SON Ye 





y o 0 o 0 Aa 1) o 0 o 
P= - a [(% — 1,9 sen 0)? + (y + 1,0 cos 6)?](1+D/2 — nas [6 + 126 seng)2 + (y — 120 cos 0)?] (1 + 19/2 
— m,g sen a (y + 1,9 cos 0) — mog sen a (y — 126 cos 0) (6.19) 


Entonces pueden obtenerse las fuerzas generalizadas correspondientes a x, y y 9, por medio de F, = 9P/0%, etc. 


Nótese que haciendo n, = nz = 0 lo anterior se aplica a fuerzas de fricción; o para n, = nz = 1 la anterior 
constituye la función adecuada de P para fuerzas viscosas. 


Ejemplo 6.12. 

Con referencia al ejemplo 6.7 y la figura 6-3, se trata de determinar la función de P para un tablero de forma 
arbitraria. 

Para este problema la ecuación (6.16) toma la forma integral (supuestas viscosas las fuerzas), 


1 
Pp = 7 2 av? dx, dYa (6.20) 
en donde y? = e: + Yi . Eliminando %,,Y, como en el ejemplo 6.7, e integrando para toda el área A (dejan- 
do constantes todas las magnitudes excepto x»2, y2) se obtiene, 
P = -—[f04(22+42) + 4162 — aA6x(2, seno + ja cos 0) + aAGy(Ez cos 0 — a seng)] 


en donde / = S a(z% + ya) 04, $ rgdA = ZA, etc., y fa y, son las coordenadas del “centro de 
gravedad” de A. 


Como se ve en (6.20), P es igual a la “energía cinética”, con signo negativo, de una lámina de forma arbi- 
traria que se mueve de cualquier manera en el plano X.Y,, en donde a remplaza la masa por unidad de 
área. 


Ejemplo 6.13. á 


Refiriéndose al ejemplo 6.4, determinar una función de P para la varilla, suponiendo que la fuerza df sobre 
un elemento de longitud dl, viene dada por df = avr dl. 


+4 gyn+1 
Aplicando (6.17) se escribe P = — S , FT dl cue al expresarlo en función de las coordenadas x, y y 
6 por medio de las relaciones x, = x + lcos 6, etc., se convierte en 
+t a o e E o 
P == — S +1 [(a — lo sen9)? + ky + 16 cos 6)?] (n+1)/2 dl (6.21) 
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La evaluación de esta integral, dejando constantes todas las magnitudes excepto L produce una cantidad de 
la que pueden determinarse las tres fuerzas generalizadas, por medio de Fo, = 9P/0q, . 


Nota importante. Si la fuerza sobre un elemento de área dA = dx2dy, (Fig. 6-3) 
está dada por df = av" dx2dy2, el método anterior puede extenderse sin dificultad para 
la determinación de P para una superficie cualquiera. (Para n + 1, usualmente las inte- 
grales son bien complicadas.) 


6.11 Fuerzas que dependen de la velocidad relativa. 
En el siguiente ejemplo se trata de ilustrar este tipo de fuerzas. 


Ejemplo 6.14. 





Fig. 6-5 


El movimiento de cada una de las masas m, y ma, de la figura 6-5, está restringido a una recta horizon- 
tal. Los amortiguadores dentro de los que se mueven los pistones p, y pz, están sujetos rígidamente a m, y mz, 
respectivamente. Los pistones y la masa mz están adheridos a la varilla horizontal, y los resortes están conecta- 
dos a las masas m, y m3, y Ma y m2, según se indica. Se supondrá que las fuerzas iguales y opuestas, que 
aparecen en el pistón y su cilindro, son en cada caso, proporcionales a la potencia n de la velocidad del pistón 
con respecto a su cilindro (n > 1), siendo las constantes de proporcionalidad a, y az, respectivamente. Por 
tanto, la fuerza sobre m,, debida al amortiguador, está dada por, 


f, = aj(%3 — 2,)” 
Pero f, puede actuar en dirección positiva o negativa de x,, según si xa — %, es positiva o negativa. Mas si, 
por ejemplo, n es un entero par, (3 — %,)” es -siempre positiva. Para indicar esta condición se escribe 
f, = 0, |2%3 — 2,71 (23 — 521) 
en donde el valor absoluto |X¿ — x,|"-!, se toma siempre comc positivo. 


Expresando las fuerzas sobre m> y mz en forma semejante, y despreciando los resortes ya que su contribu- 
ción a las fuerzas generalizadas puede tenerse en cuenta con más facilidad por medio de la función de la energía 
potencial, se concluye que 3W.,ot,, está dada por, 


SWeiota = 01 |%3 — 2,171 (23 — 21) 8%, — as |% — Eajt-1 (29) — Lg) 827 
—ay [ig — 2,971 (Eg — 2,) 5%3 + a9|%2 — Eg["—1 (£y — Lg) 823 


Pero si se desean usar como coordenadas x,, q, y q2, en tal caso pueden eliminarse x>, Xa, óx2 y 5x3 de la 
relación anterior, y finalmente, 


F,,=0,  F¿ = —a21q1 — dal"=1(q1 — 99), Fo, = 02191 — del" 1 (91 — da) — 01 [dol"=* go 
Este ejemplo demuestra los principios que se incluyen en el estudio de muchos problemas 
similares. Las soluciones a estos problemas pueden obtenerse con el auxilio de un computador. 


6.12 Fuerzas cuya dirección no se opone a la del movimiento. 


La suposición hecha hasta ahora que una fuerza disipativa que actúa sobre una par- 
tícula, o sobre un elemento de área, tiene siempre dirección opuesta al movimiento, no es 
necesariamente válida en todos los casos. Considérese el sistema de la figura 6-6. 


Un polo magnético se mueve con velocidad uv, paralelamente al plano X Y, cerca de una 
rejilla de hilos conductores de electricidad. Como resultado del movimiento se establecen co- 
rrientes eléctricas en los hilos, originándose en esta forma una fuerza sobre el imán en la direc- 
ción negativa de y, dada por f, = —Cu sen ¿4 en donde C es un factor que depende del va- 
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lor magnético del imán, de su distancia a la rejilla y del espaciamiento y resistencia de los 
hilos. Se considera inexistente la fuerza sobre el polo en la dirección de x. Entonces, indepen- 
dientemente del movimiento, la fuerza sobre el polo es siempre perpendicular a los conducto- 
res y opuesta en dirección, no a uv, sino a su componente normal a los hilos. 


Y ¡0 





El polo magnético se mueve en el plano X Y cerca 
a los hilos conductores eléctricos. Los extremos 
de los hilos se hallan conectados a las barras a,b, 


y aszb». 
Fig. 6-6 Fig. 6-7 

Si la rejilla se coloca de manera que los hilos formen un ángulo a (Fig. 6-7) con el eje 
X, se observa que f, = (Cu sen ¿) sen a y que f, = (—Cu sen ¿) cos « en donde ¿ se mide 
con respecto a los hilos. Empleando las relaciones ¿ = $ —«a, X = UCOS KB y Y = Usen8, 
las expresiones anteriores toman las formas, 

f. = Csena ( COS a sl (6.22) 
fu = C cosa (Xsena — y COS a) 

Debe anotarse que si la rejilla está constituida por hilos espaciados irregularmente, o que 
si su resistencia varía de uno a otro, el valor de C en (6.22) será una función de x y y. Si la 
rejilla se mueve de alguna manera determinada, C puede ser una función de las coordenadas 
y del tiempo. (Nota. La velocidad y debe medirse con respecto a la rejilla.) 


Ejemplo 6.15. 


Imagínese un polo “'aislado” suspendido de una banda de caucho, de modo que puede oscilar en el plano ver- 
tical a manera de péndulo de longitud variable, cerca de una rejilla vertical cuyos hilos conductores forman un ángu- 
lo « con el eje horizontal X. Se trata de hallar aquí las fuerzas generalizadas que resultan de la reacción entre la 
rejilla y el imán, para las coordenadas usuales para un péndulo, Y y r. (Sin preocuparnos por incluir las fuerzas 
debidas a la gravedad y a la banda de caucho.) Con tal objeto se aplica la relación 5$Wiota = f,óx + f,0y. 
Eliminando x, y, 3x y 5y por medio de x = rsenQg y y = Yo — Tr cos f, se concluye que 


Fy = Cry cos (9 — a) sen (0 — a) — Cr? sen? (0 — a) 
F, = Crósen(0 — a) cos (90 — a) — CY cos? (9 — a) 
El lector puede demostrar que para este problema puede escribirse la siguiente función de P: 
P =  Clxrysena cosa — 312 sen? a — 44? cos? a) 
— 4C(x sena — y cosa)? 
Como ejemplo semejante a los del tipo anterior, considérese el movimiento de un objeto 
en contacto con una superficie estriada (un pequeño bloque de madera sobre un disco fonográ- 


fico). La fuerza necesaria para moverlo en el misimo sentido de las estrías puede ser considera- 
blemente menor que en dirección normal a las mismas. 


Ejemplo 6.16. 


En la figura 6-8, p,pz representa la superficie polar extendida de un imán ancho y plano que puede mover- 
se de modo que p,p2 permanezca en el plano X Y (con el cuerpo del imán siempre normal a este plano). Inmedia- 
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Y 


tamente detrás del plano X Y se encuentra una rejilla como la de la figura 6-6, con sus alambres paralelos al eje X. 
Suponiendo que p,pz está imantada uniformemente, determínense las fuerzas generalizadas para x,, y, y 0- 


La fuerza df sobre un elemento dl de la superficie polar está dada por df = adlu seng en donde u? = 
12 + y2 y a es una constante. Como df tiene la dirección negativa de y y y seng = y, se puede escribir, df, = 
—adly y naturalmente, df, = 0. 


Para un desplazamiento virtual general de la superficie polar entera se tiene, 


l 
Mea = Í, * (df. 5% + df, 8y) 


en donde es preciso hacer la integración para incluir la fuerza distribuida a todo lo largo de pp» = l,. Pero 
como y = y, + | seno, y = y, + lfcos0 y 8dy = sy, + 150 coso se tiene, 


l 0 
5 Witaoa = -a $ ; (Y, + lo cos 0N8y, + 180 cos 6) dl 
0 
Integrando con respecto a | y dejando que todas las demás cantidades permanezcan constantes, se obtiene, 
Wir = —a(y,l, + 36 cos 6) 8y, — a(43,4 cos9 + F6 cos? 0) 86 


Aquí es posible leer directamente las expresiones de las fuerzas generalizadas Fy, y Fog. 


El lector puede demostrar que para este problema, 


P—= —Ja[y2l, + gilió coso + 466? cos? 9] 






f = Cusenó 





Superficie polar extendida, p,pz, que 

puede moverse en el plano X Y cerca de , 

una rejilla de alambres, localizada co- 

moen la figura 6-6. Fig. 6-9 
Fig. 6-8 


Ejemplo 6.17. 


Una varilla rígida de longitud r, está articulada en p, (Fig. 6-9). En el otro extremo de esta varilla, por medio 
de una articulación lisa, se encuentra sostenido en pa, un imán de barra (cuya forma es la que se muestra en el es- 
quema). Todo el movimiento está restringido al plano X Y. Debido a una rejilla de alambres paralelos (uno de los 
cuales se muestra en la figura) colocada inmediatamente detrás de las superficies pplares, en cada polo aparecerán 
fuerzas del tipo descrito por (6.22). A continuación se trata de expresar una función de P usando a 0, y 63 como 
coordenadas para este sistema (no se considera la gravedad). 


] Se remplaza (6.22) en (6.11) y se integra para uno de los polos (Fig. 6-7) llegando a P = —4 C(x sena — 
y cos a)?. Entonces, para el problema entre manos, 
Pp = —4C[(%, sena — y, cosa)? + (2) sena — Yo co8 a)2] 
en donde x,, Y, y Ya, y2 son las coordenadas respectivas de los polos N y S. Pero, x, = rsen0, + l sen 02, 
Y2 = r sen, — | sen 6z, etc. Finalmente, P se reduce a 
P =  —C[r26? sen? (0, + a) + 1262 sen? (07 + a)] 


Una advertencia. Queda mucho por decir con respecto a las expresiones básicas de f,, 
f, y f, sobre una partícula (o sobre un elemento de área) debidas a diversas fuerzas disipa- 
tivas. Por ejemplo, la magnitud de toda fuerza de fricción depende, de alguna manera, de la 


velocidad. Usualmente, las llamadas fuerzas viscosas, en realidad no lo son sino a muy peque- 
/ 


l 
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nas velocidades, etc. Por tanto, no debe esperarse que las sencillas expresiones supuestas con el 
objeto de ilustrar las técnicas generales, sean estrictamente válidas en todos los casos. Sin em- 
bargo, si se conocen expresiones más exactas para f,, f, y f, en un determinado problema, 
los métodos ilustrados conducen a expresiones correctas para las fuerzas generalizadas. 


6.13 Experimento sugerido. 


Con el sistema que se muestra en la figura 6-10 es posible realizar diferentes experimentos 
interesantes e instructivos. El bloque puede ser de metal o de madera y los cilindros de cual- 
quier tamaño adecuado. Si los valores de f son relativamente altos, resulta sorprendente e 
interesante observar que para mover el bloque sobre los cilindros haya que hacer una fuerza 
tan pequeña. En verdad, los cilindros deben estar muy cuidadosamente nivelados, a fin de 
prevenir que el bloque se deslice por la acción de una componente mínima de gravedad. 


Con el peso y el cable mostrados en la figura, es posible hacer mediciones cuantitativas 
de f. (Fig. 6-4) para diferentes valores de. $ y x, con los cilindros secos o lubricados. 





m 





Cilindros paralelos que giran en sentidos opuestos 


Fig. 6-10 
Problemas 
A. Utilice los métodos normales (relaciones (4.10), (6.2) y (6.3)) para la determinación de las fuer- 
zas generalizadas. 
6.1. Una pequeña esfera está suspendida por medio de una banda de caucho, dentro de un líquido viscoso. 


Suponiendo una fuerza viscosa sencilla que actúa sobre la esfera y que no hay resistencia sobre la banda, 
demostrar que las fuerzas viscosas generalizadas, correspondientes a las coordenadas esféricas, r, 0 y q, 
son 

F, a —ar, Fo = —ar?6, Fo —_ —ar?2sen?0 $ 


en donde a es la fuerza viscosa por unidad de velocidad que actúa en la esfera. 


6.2. Con referencia al ejemplo 6.6 y a la figura 6-2, demostrar que las fuerzas viscosas generalizadas, correspon- 
dientes a las coordenadas x,, y, y 6, son 
Fo, = —(a, + ay), — azló seno, Fy, = —(a, + andy, + a2l6 COS 6, 
Fy = —asl?6 — aye, senó — yy cos 0) 


en donde | = l; + l;. " 
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6.3. 


6.4. 


6.5. 
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Las esferas m, y mz de la figura 6-11, se hallan sumer- 


gidas en un líquido viscoso. Demostrar que las fuerzas vis- AEREA RRA AAA NARRAN 





cosas generalizadas, correspondientes a las coordenadas y L 

AS | T_ Y 
F,y =  —axjlyg + y) + az(yz — y) ES 
F yg 7 —ar(Ya + Y) — GglYs — Y) 

en donde a, y az representan las fuerzas viscosas, por 


unidad de velocidad, que actúan en m, y ma  respec- 
tivamente. 





Repítase lo anterior utilizando como coordenadas y, y ys. | Am 3 0, 
: Líquido | 

Las masas. m,, m2 y mj3 de la figura 6-12, pueden des- lio | PA 

lizarse según una recta horizontal. Entre el plano horizontal | A A A 
y los bloques hay una resistencia viscosa cuyos coeficientes ARA AARÓN 
son G;,, 42 y 43, respectivamente. Cada uno de los ima- 
nes Á y B, ejercen una resistencia viscosa sobre mz, y el Fig. 6-11 
valor de esta fuerza viene determinado por la' velocidad re- 

lativa del imán con respecto a m2. Los coeficientes de la 

resistencia magnética son a, y as. 














Fig. 6-12 


Demostrar que las fuerzas generalizadas correspondientes a las coordenadas X1, X2 Y x3 (sin in- 
cluir las fuerzas ejercidas por los resortes) son, 
Fy, = —01%; + Qg(%2 — 21) 
F == —42%o + a(2, eS La) + As(La => Lo) 


L2 
0 0] 1] 
F —4gTz + AglYa — Lg) 


T3 
y que para x,,Q1 y Q2, , 
Fr, =  —41%, — Gx, + q1) — Qglx, + q, + 92) 


Fq, = 7041 — Gg(x, + q1) — aglz, + q1 + 92) 
F da = “sa — ag(%, + q, + 22) 
En la figura 6-13, el imán de herradura y el disco de 
cobre están sostenidos por tres segmentos de cuerda de 
piano, de tal manera que se forma un péndulo doble 
de torsión. Las constantes de torsión de las cuerdas 
son C,, C2 y C3, respectivamente. Existe una re- CI, 
sistencia viscosa a,, por unidad de velocidad entre pa 
el disco y los bloques de freno B, y Bs, y una re- 
sistencia semejante az, entre los ¡polos magnéticos 
y el disco. Demostrar que las ecuaciones del movi- 
miento del sistema son (suponiendo que a, y az 
actúan a distancias radiales r, y r>) 


1,0, + Cz0, + Ca(01 — 02) + 2a,r6, 


C,(-— Cuerda de piano 





ds ¿ la | 
Ll, 0, — Cu(0, — 09) + Cj02 — 2ayri(ó, = 67) = 0 RIGA » id Ze, TT 
Eno Ba Cs h 2 y; —— o] Freno B, 


en donde /, e EL son los momentos de inercia del A 
disco y del imán, respectivamente, y 0, y 02 son AAA, 
los desplazamientos angulares correspondientes. Fig. 6-13 
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6.6. 


6.7. 


6.8. 


6.9. 


6.10. 


6.11. 


DETERMINACION DE Fa, PARA EL CASO DE FUERZAS DISIPATIVAS [CAP. 6 


Un disco plano de radio r está en contacto con una superficie cubierta de aceite. Suponiendo que el aceite 
ejerce una resistencia viscosa en cada uno de los elementos de área del disco, demostrar que las fuerzas ge- 
neralizadas correspondientes a x, y y 6, son 


F,. = —Aazx, F, = —Aay, F, = —¿Aar?o 


en donde x y y localizan el centro del disco y 6 su posición angular. A = yr? yaes la fuerza viscosu por 
unidad de área por unidad de velocidad. Nótese que cada una de las fuerzas depende únicamente de la 
velocidad correspondiente. 


El imán de barra y los polos “aislados” (Fig. 6-14) ejercen RR RAT TA 
fuerzas viscosas sobre la hoja conductora. Demostrar que 


las fuerzas disipativas generalizadas, correspondientes a las 





SICA PISTA 









coordenadas y, y y2, son eb 
F,, = Ala +0, +09) + 2(03— apta HL — 7 
Jer imán de barra; 
F Y 2(a7 — ad, — (a + az BL 


en donde a,, az y az representan las fuerzas viscosas, 
por unidad de velocidad relativa, ejercidas por cada uno de 
los tres imanes respectivamente, sobre la hoja conductora. 
Supóngase únicamente movimiento vertical para la hoja, 
la barra y los polos. 





Do Ú 
magnéticos | 


Suponiendo que la fuerza de fricción es independiente de la 
velocidad, demostrar cómo puede construirse un cojinete 


“sin fricción”. Dibujar un esquema del sistema concebido. Fig. 6-14 


Una pequeña masa m,, colgada de un resorte espiral ligero de longitud r, longitud normal ry, y constante 
elástica k, puede oscilar como un péndulo, sobre el plano inclinado rugoso (Fig. 6-1). Utilizando coordenadas 
polares, demostrar que para un desplazamiento virtual general (suponiendo que existe fricción dinámica), 


$Wita = | kr + mg sena cos9 — ES ST) 8r 
fr20 E 
az [ mor sen a sen o + Le | 8 = F,ór + Foó0 


en donde, f = umg cos a. ¿Con qué condiciones pueden ser discontinuas las fuerzas de fricción? 


Una partícula puede moverse en contacto con la cara de un disco que gira con velocidad angular w (cons- 
tante o variable) alrededor de un eje vertical. Las coordenadas polares de la partícula (r, 9) se refieren a los 
ejes inerciales X y Y, cuyo origen es el centro del disco. 

(a) Suponiendo fricción en seco entre la partícula y el disco, demostrar que 


Py = ¡EP py Or 
y [2 + 26 — 0)2]1/2* A [+2 + 126 — 00)2]1/2 


(5) Suponiendo resistencia viscosa, demostrar que 
F, = —ar, F,y = —ar2(6 — w) 


Nótese que si se hace oscilar el disco, de: manera que su desplazamiento angular a, está dado por 
a = «y sen ft, por ejemplo, entonces, w = a = apf cos gi y el tiempo aparece explícitamente en todas 
las fuerzas anteriores, excepto en F,, en el segundo caso. 


Una partícula se. mueve en contacto con un tablero horizontal rugoso. Suponiendo que el coeficiente de fric- 
ción para movimiento en la dirección de X es y,, y que en la dirección de Y es ¿,, demostrar que las 
fuerzas de fricción generalizadas, correspondientes a las coordenadas polares, son 


F, = —f(u, cos 6 + uy sen 0), F¿y = —fr(u, cos 6 — y, sen 0) 


en donde f es la fuerza normal entre la partícula y el tablero. 
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6.12. Los bloques a y b (Fig. 6-15) unidos rígidamente por medio de una varilla ligera, de longitud Il, se deslizan 
en contacto con los bloques c y d. El bloque e puede moverse, sin fricción, a lo largo de la varilla lisa, mien- 
tras que el bloque c puede moverse sobre el eje X y d permanece fijo. Los coeficientes de fricción de las su- 
perficies de contacto, s80n ¿,, ua Y 3, como se indica. Nótese que el valor de las fuerzas normales de- 
pende de la posición de m,. 





Fig. 6-15 


Suponiendo que el sistema está en movimiento de tal manera que X2 y X, son ambas positivas, y 
que X2 > X,, demostrar que las fuerzas generalizadas correspondientes a x,, q1 y q2, son 


Fs, = —[uj(m, + Mz + M¿ — MaQu/l) + gl mz + ma9,/Dlg 


Fo = — luglma + m, — maqu/l) + pglma + magu/Dlo, F¿, =0 
¿Serán aún válidas estas expresiones en el caso en que %, > xX2? Evidentemente, las fuerzas de este 
tipo deben ser manejadas con cuidado. 


6.13. Sobre un tablero plano se.ha dibujado un rectángulo de lados 2a y 2b. En cada una de las esquinas del 
rectángulo se ha clavado una tachuela de cabeza redonda, pequeña. Se coloca entonces el tablero sobre las 
tachuelas, en contacto con una superficie rugosa, plana. Utilizando como coordenadas x, y y 0 lx y y 
son las coordenadas del centro del rectángulo y 4 el ángulo entre el lado 2a y el eje X) y suponiendo que se 
presenta fricción en seco, demostrar que ¿Wiotar viene dado por 


—=SWiota = hi ([2 + ró sen (0 + B)][8x + y 86 sen (0 + B)] 
+ [y — ró cos (0 + B)][85y — 7 80 cos (0 + ad >, a 


+ faí[z — ró sen (9 — B)][8x — r 80 sen (6 — B)] 

+ [9 +ró cos(o—Bl]lsy + r 30 costo— BI), 
+ fy¿K(x — ró sengo + 8)][8x — » 80 sen (0 + B)] 

+ [y + ró cos (0 + B)][8y + r 80 cos (e + am 
+ f¿([x + ró sen (0 — 8)][8x + r 30 sen(o — B)] 

+ [y — ró cos (0 — B)][8y — r 80 cos (6 A 


en donde 
12 =a+b2% taní = b/a, v, = (2% + y2 + r262 + 2r6[2 sen(o + B) — y cos (9 + fB)])1/2 
con expresiones semejantes para uz, U3 y Us. fi = pu (fuer- 


za normal sobre la cabeza de la primera tachuela), etc. Se su- 
ponen conocidas f;, fa, fa y fu. 


Nótese que es posible leer el valor de las fuerzas generali- 
zadas, en la expresión de ¿Weota1 » 


6.14. Sobre un tablero plano se ha dibujado un círculo de radio R, y 
en su periferia se han clavado n tachuelas de cabeza redonda, 
pequeña, con espaciamientos regulares, como se muestra en la 
figura 6-16. (La distancia angular entre una tachuela y sus ad- 
yacentes es igual a «). Se coloca entonces el tablero sobre las 
tachuelas, en contacto con un plano rugoso. Midiendo x y y al 
centro del círculo, llamando 6 el desplazamiento angular del 
tablero, y suponiendo fuerzas de fricción, demostrar que una 
expresión para ¿Wiotay de la que es posible obtener F,, F, 
y Fa, será 
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6.15. 


6.16. - 


DETERMINACION DE F,, PARA EL CASO DE FUERZAS DISIPATIVAS [ CAP. 6 


Mis = 13 5 2 — Ró sen(8,+0)][8x — R 89 sen(8,+ 6)] 


— 13 y.lÚ + Ró cos (8,+0)]l6u + 80 cos (8,+9)] 


en donde se ha supuesto que la fuerza de fricción sobre cada una de las tachuelas es igual a f, B, = (— Da 


y o o z 0 o 
va = [r—Reósen(8¡+0))2 + [y, + Re cos (Bj + 6)]? 
Un anillo delgado, circular, de radio R, está colocado en contacto con una superficie plana rugosa. Utilizan- 
do como coordenadas x, y y 0, en donde x y y localizan el centro del anillo y 4 su desplazamiento an- 
gular con respecto al eje X, demostrar que la fuerza de fricción generalizada correspondiente a x, viene da- 
da por > . . 

. pS” [x — Re sen (9 + a)] R de 

po Zo  ([% — Ró sen(0 +a)]2 + [y + Ré cos (9 + a)]2)1/2 


en donde R da es un elemento de longitud del anillo, y f es la fuerza de fricción por unidad de longitud 
del mismo anillo. Compárese el resultado anterior con el del problema 6.14. 


Suponiendo que la resistencia ejercida por cada uno de los imanes del problema 6.7 es proporcional al cua- 
drado de su velocidad relativa a la hoja conductora, demostrar que las fuerzas generalizadas son 

Fy, = 7 Sa, Viv, — 202 124, — 82 (29, —U2) — 2ay (24, + Vol(241 + Y) 

F 


o A ay (24, — Yal (24, — Ya) — 45 129, + Yol(24, + Yo) . 


B. Utilice la función de potencia para la determinación de las fuerzas generalizadas. 


6.17. 


6.18. 


6.20. 


Demostrar que la función P, para la esfera del problema 6.1, es 
25 —Ja(r? + 1292 + 12 sen? 9 $2) 


Aplíquese la ecuación (6.10) y compárense los resultados con las expresiones obtenidas anteriormente para 
las fuerzas generalizadas. 


Demostrar que para el problema 6.3, ' 
P—= —jayi-— jay = —Ja (y + Ya)? — Jay — Ys)? 


Demostrar F, y Fyg> y confróntese con los resultados obtenidos anteriormente. 


Una palanqueta que consiste en dos esferas iguales, pequeñas, unidas rígidamente a los extremos de una 
varilla delgada y lisa, puede moverse libremente en el espacio dentro de un fluido viscoso. Sin necesidad de 
tener en cuenta la resistencia sobre la varilla y suponiendo que no hay rotación de las esferas alrededor del 
eje que coincide con la varilla, demostrar que 


P = —Ja(=? + y2 + 22) — a(l62 + 124? sen? o) 


en donde x, y y z localizan el c.m. de la palanqueta, 1 es la distancia del c.m. al centro de una de las 
esferas, y 0 y ¿ son las coordenadas esféricas usuales. 


Un disco circular plano de radio r, está en contacto con una superficie también plana, cubierta con aceite. 
Suponiendo que el aceite ejerce una resistencia viscosa (coeficiente por unidad de área = a), demostrar 
que la función P adecuada es 


P — =  —¿Jrra(22 + y?) — ¿rrtas? 


en donde x y y son las componentes de la velocidad del centro del disco. De la misma manera, demostrar 
que para un rectángvlo de área A = 2b x 2c, 


P— = —JaA(22+y2) — JaA(o? + c2je2 


Las coordenadas x y y localizan el centro de la superficie respectiva en los dos casos anteriores. (Véase el 
ejemplo 6.8.) 
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6.21. 


6.22. 


6.23. 


6.24. 


6.25. 


6.28. 
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Demostrar que para la partícula del ejemplo 6.1, 


P = — mg cosa (e? + y2)1/2 — mgj sena 


Demostrar que para el problema 6.9, la función de P es 
P. = —a(r? + y292)1/2 — k(r — ro)? + mg sena (r cos 9 — rg seno) 


Compárense las fuerzas generalizadas obtenidas por medio de (6.10) con las que se leen en ¿Wiota1 - 


Refiriéndose al problema 6.15, demostrar que la función de P correspondiente, está dada por 


27 
Po=-f $, ([% —Ré sen(o+a)]2 + [9 + Ró cos (0 + a)? 2R da 


en donde f es la fuerza de fricción por unidad de longitud del anillo. 


Demostrar que la expresión integral de la función de P, para el disco plano de radio R, en contacto con un 
plano rugoso, utilizando las mismas coordenadas que en el problema 6.23, es 


R 27 
P = =4 $ S, ([e — ró sen(o + a)]? + [y + ró cos (69 + a)]?)1/2 r dr de 


en donde f es ahora la fuerza de fricción en seco, por unidad de área de contacto. Escribir la integral para 
el caso de resistencia viscosa. 


Una varilla delgada de longitud l, está en contacto con una superficie plana rugosa. Suponiendo resisten- 
cia de fricción, demostrar que 


L 
Po := =+f [22 + y? + y292 + 2ró(y cos 0 — £ sen 0)]1/2 dr 
0 
(x y y se han medido al extremo de la varilla). Resulta claro que esta integral es de la forma 


L 
S (ar? + br + c)1/2 dy 
0 


en donde, a= 86?, b = 26(y cos 6 — % sen 0) y ec=2x2+g2, 


Suponiendo que la fuerza introducida por el amortiguador de la figura 6-17, es proporcional al cubo de la 
velocidad con que se mueve el pistón en cualquier sentido dentro del cilindro (constante de proporcionali- 
dad '= b) y que existe una resistencia viscosa entre cada par de superficies planas en contacto (siendo las 
correspondientes constantes a,, az y az), demostrar que 


Pp = —$[0,%% + ay(ña — Ep)? + ag(tz — 21)2] — JO(%g — dy 
+ K(l, — 01 )%, + Kollo + 2, — 29)%a — 21) + Hallg + 02 — %g)M(%g — 29) 


en donde k,, kz y ka son las constantes elásticas y !,, la y la son las longitudes normales (sin 
estirar) de los resortes respectivos. 


(_ Ya 
iaa %o Ll Amortiguador - 











Fig. 6-17 
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6.27. 


6.28. 


6.30. 


DETERMINACION DE Fa, PARA EL CASO DE FUERZAS DISIPATIVAS [CAP. 6 


Si la rejilla de la figura 6-6 está girando con velocidad angular £, alrededor de un eje perpendicular al pla- 
no X Y que pasa por el origen, demostrar que es preciso remplazar las ecuaciones (6.22) por las siguientes, 


f. = C[% cosa — Lsene — (% cosa + ysen aja] sena 
fy = —C[y cosa — sena — (2 cosa + y senaja] cos a 
Demostrar que Pp o= —4Cl[y cos a — L sena — a(x cosa + ysen a)). 


Una rejilla de hilos conductores como la que se muestra en la figura 6-6, se encuentra adherida a un tablero 
plano que puede deslizarse libremente sobre un plano liso estacionario X Y. Las coordenadas x,, y, loca- 
lizan el centro del tablero y 4 su posición angular. Un polo magnético, localizado por medio de las coor- 
denadas (x, y) puede moverse paralelamente a la superficie de la rejilla (sin tocarla). Suponiendo una fuer- 
za sobre el imán, y otra igual y opuesta sobre la rejilla, debida al movimiento relativo de los dos objetos, 
encontrar las fuerzas generalizadas correspondientes a x, y, X1, Y, y 0. 


f. = CU —%,— (2—2)9] coso — [2 — %, + (y—yy)Jó] seno) seno 

fy = —CUlÓ — Y, — (2— 2,6] coso — [£ — x, + (y — y)0] sen 6) cos 0 

fe, = —fa, bu, = —Hfu, fp) = Sy, (1 — 121) — fx, (Y — Y1) 
Demostrar que todas estas fuerzas pueden obtenerse de 


Pp := —4C1[y — Y, — (2 — 2,)6] cosó6 — [x — 2%. +(y — y,)9] sen 6)2 


Con referencia al ejemplo 6.2 y a la figura 6-2, supóngase que el plano rugoso sobre el que se han trazado los 
ejes X y Y, está en movimiento. El origen O tiene una velocidad v = (22 + yey/2 , y el sistema X, Y gira 
en el plano del dibujo con velocidad angular a. Las coordenadas xo, Yo se miden con respecto a un 
marco inercial X”, Y”, y a es el ángulo entre X' y X. 


Nótese que las expresiones de F,, F, y F, no varían por efecto del movimiento. Sin embargo, 
a o : ; 
al expresar a T en función de x, y, 0, X, y y 6, naturalmente es preciso tener en cuenta la traslación y 
rotación del sistema X, Y. 


Este procedimiento, más bien general, es ilustrativo del método que puede seguirse en los ejemplos 
6.5, 6.12 y muchos otros problemas en los que las “superficies disipativas” se hallan en movimiento. 


Supóngase que la fuerza sobre un elemento de érea, dxzdy,, está dada por f = av” dxz dy2. (Véase 


; qn dx dYa 
la figura 6-3.) Teniendo en cuenta (6.17), P = —a AFI lo cual puede expresarse, 
P= -—a S $ 5 [(% — 226 seno — yy cos 0)? + (Y:+ 229 cos 9 — y26 sen 0)?]1/2 de, dy, 


Pero, en el instante considerado, supóngase que X,, Y, es inercial y que está superpuesto a X2, Y. En 
este caso, Q = 0 (8 x 0) y 


Pp = — SS [(=e — Y20)? | (y + 290)2]7/2 dx, dy» 


que es considerablemente más sencilla que la expresión original. 


sa de lo 
's productos 





Dinámica de los cuerpos rígidos: Parte I 


En el estudio de los movimientos de los cuerpos rígidos es indispensable la comprensión 
clara y exhaustiva de los momentos y de los productos de inercia y de los diferentes detalles 
relacionados con ellos. Por esta razón, este tópico se trata aquí en un capítulo especial, antes 
de intentar acometer el análisis de la dinámica de los cuerpos rígidos. Se supone que el lector 
conoce suficientemente la definición del momento de inercia y su utilización en la solución 
de problemas elementales. 


7.1 Expresión general del momento de inercia de un cuerpo rígido con respecto a 
un eje cualquiera. 









(2,4, 2) "7 
(21, Yi 21) 


P 


Fig. 7-1 


Con referencia a la figura- 7-1, se observa que el momento de inercia, loa, del cuerpo 
rígido, con respecto a la recta Oa,, es los, = - Y m'h2 en donde m' es la masa de una par- 
tícula cualquiera; h, la distancia normal de Oa, a m'; y la sumatoria abarca todas las 
partículas del cuerpo. Se tiene además, h2? = r2 — OP2, 1 = x2 + y? + 22, OP = 


lx + my + nz y 12 + m2 + n? = 1, en donde, Ll m y n son los cosenos directores de Oa; . 
Entonces se escribe, 


loo, = Dm(r-0P) = Y wl(4+y42)04m?+m2) — (le + my +1n2)] 
de donde, > 
loa, = PLN my4+2) + mM) mwle+2) + 2 D) mía +y) 
— 2lm Y wzxy — 2ln $ ms — 2mn Y m'yz (7.1) 


o, 
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Resulta claro que >, m'(y? + 22) = I, es el momento de inercia con respecto al eje X, 


etc. A la expresión, 2, m'xy = I,, se le denomina producto de inercia. Finalmente, 


loa, = LP + Im? + ln? — 2L, im — 2Liln — 21y¿mn (7.2) 


en donde, por conveniencia, se ha escrito /, a cambio de /,,., etc. Para mayor claridad se 
han usado signos de sumatoria en lugar de integrales en (7.1), Para el caso de distribuciones 


de masa continuas, 
¡aq $ (4 +2)dm, ete. 


La relación (7.2) es muy importante puesto que constituye la base de todo el estudio que 
sigue sobre momentos y productos de inercia. 


Nótese que las cantidades I,, [,,, etc., son fijas para cierto cuerpo y cierto marco 
X, Y, Z. Sin embargo, en general dendrán diversos valores para diferentes localizaciones u 
orientaciones del marco. 


Es importante tener en cuenta que para valores conocidos de /,, I,,, etc., 'es posible 
calcular de inmediato, por medio de (7.2), el momento de inercia del. oa con respecto a 


una recta con cualquier orientación, que pase por O. 


7.2 El elipsoide de inercia. 
Tomando un punto cualquiera sobre Oa,, por ejemplo p;,(x,, yi, 21), (Fig. 7-1) a 


una distancia s, de O, se observa que x, = Sil, y, = sim y 2; = Sn. Al eliminar 
l, m y n de (7.2), esta ecuación puede expresarse como 
loas = LA + ly? + 12% — 2Lay%Y — 2Latizi — 21y:Y1%1 (7.3) 


Si se considera otra línea cualquiera, como Oaz, se tendrá una expresión idéntica para 
loa,S2, en donde sz, de nuevo, es una distancia arbitraria medida sobre Oaz, desde el 
origen hasta un punto sobre la misma recta, pa(x2, Y2, 22). Así, la ecuación (7.3) es 
aplicable a todas las rectas que pasan por O. 


Suponiendo ahora un gran número de rectas que pasan por O en diferentes direcciones, 
puede tomarse s para cada una, de modo que 


loas? = 1 (7.4) 
Asi, puede expresarse la relación general 


La? + ly? + 12 — 2. ey — 2L.02 — 2lyyz = 1 (7.5) 


que es la ecuación de una superficie elipsoidal (que por lo general no es de revolución) orien- 
tada con respecto a X, Y, Z, de alguna manera, aún no determinada, según se indica en la 
figura. Esta superficie se denomina eélipsoide de inercia, con respecto a O. 


El resultado anterior se puede aplicar a objetos de cualquier forma: Rocas, sillas, vigas 
de acero, etc. Pero no debe suponerse que sólo existe un elipsoide para cada cuerpo. En general, 
pueden trazarse elipsoides de inercia, uno para cada punto dentro del cuerpo o fuera de él, 
todos de diferentes tamaños y orientaciones. 


Pero no debe atemorizarnos el hecho que exista un número ilimitado de elipsoides para 
cada objeto, como a primera vista puede suceder, puesto que si se conoce el elipsoide con res- 
pecto al centro de masa, es posible calcular las características de todos los demás y los valores 
de todos los momentos y productos de inercia, como se demostrará más adelante. 


Debe quedar claro que el momento de inercia con respecto a una línea cualquiera que 
pasa por O, está dado por lo, = 1/s?, en donde s es la distancia de O al punto en que 
esa linea corta al elipsoide. Nótese además que (7.4) podría haberse escrito como fos? = 
C = una constante cualquiera, dándole así al elipsoide cualquier tamaño que se desee. 
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7.3 Momentos principales de inercia. Ejes principales y sus direcciones. 4 
Tomando los ejes X, Y y Z, en la dirección de los diámetros principales 2a, 2b y 2c, 
de un elipsoide cualquiera, la ecuación de su superficie tiene la forma 


q? y? gl 
a? + pz + pol = 1 (7.6) 
De la misma manera, si X, Y y Z se toman en las direcciones de los diámetros principales 
del elipsoide de inercia, los productos de inercia se anulan y por tanto, 
Fx+fy+le2 = 1 osea, lo = LB+ Im + [ln (7.7) 
en donde 1%, Il; e 1% se denominan “momentos principales de inercia”. Los ejes correspon- 
dientes X”, Y» y Z” son llamados “ejes principales de inercia”. 


A partir de los valores conocidos de I,, I,, etc., en (7.5), es posible hallar las direc- 
ciones de los ejes principales así como los valores de I”, Il] e Il. Puede demostrarse que los 
cosenos directores l, m y n de una recta perpendicular a la superficie ¿(x, y, 2) = C son 
proporcionales a 094/91, 0p/0y y 0/02 respectivamente, es decir, 


9% _ %_ % _ 
. kl, a km, 2 kn (7.8) 
en donde k es una constante. Aplicando estas relaciones a la superficie elipsoidal (7.5), se tiene, 


] al — y =yY — y xx = kl 
I vYy — l ryt — l ya2R = km (7. 9 ) 
] ¿22 — Lex — I yY = kn 


Un eje principal es normal a la superficie en el punto en que la corta, y en este mismo punto 
(a una distancia r del origen y con coordenadas x, y y 2), l = x/r, m = y/r y n = zf/r. 
Obsérvese que r es la dimensión del radio principal, y l m y n son los cosenos directores de 
uno de los ejes principales de inercia. 


Eliminando x, y y z de (7.9), multiplicando cada una por |, m y n, respectivamente, 
y sumando todo el conjunto, resulta, 


klr = Il + Im? + Im? — 2 lm — 2lz.ln — 21,mn 
Comparando con (7.2), k = I*r, en donde claramente, /” es un momento principal de 
inercia. Las relaciones (7.9) pueden escribirse como 
a (1 — I-)1 + Izym + In = 0 


Lal + Im + (IP-I)n = 0 


de donde se obtendrán ahora los tres momentos principales de inercia y sus direcciones. 


A fin de que estas ecuaciones tengan soluciones distintas de la trivial, se requiere que 
f? 5 Í- Izy Ixz 
| E zi yb a Il, Tos = 0 (7.11) 
Eus Luz f? == Í, 


La expansión de este determinante conduce a una ecuación cúbica en Jr”. Incorporando 
aquí los valores conocidos de 1,, L,,, etc., (hallados por cálculo directo o por experimen- 


xy? 
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tación) y hallando las tres raíces, se obtienen 1;,12 e 13, los tres momentos principales de 
inercia. (Las raíces de la ecuación anterior se obtienen fácilmente por el “método de la raíz 
al cuadrado de Graeffe”. Véase Mathematics of Modern Engineering, por R. E. Doherty y 
E. G. Keller, John Wiley, 1936, páginas 98-130. Este poderoso método, que puede aplicarse 
a ecuaciones de cualquier grado, tiene muchas aplicaciones prácticas.) 


Incorporando 7; en (7.10), estas relaciones pueden utilizarse para obtener los valores 
relativos (únicamente de l,, m, y n,, los cosenos directores de los ejes principales, co- 
rrespondientes a J¡. Expresando los valores así obtenidos como c,l,, cm, y Cin; 
(c, es alguna constante) se tiene 1, = cil,/(cil? + cim? + cóni)2, etc. Asimismo pueden 
obtenerse los cosenos directores de los otros dos ejes principales restantes. 


Nota. Como se observa en (7.10), los valores relativos de l,, m, y n, son los cofac- 
tores de los elementos primero, segundo y tercero, respectivamente, de la primera fila (o de 
cualquier fila) de (7.11) en donde se ha incluido IT, etc. (Para una definición de “cofactor” 
véase la página 217 inmediatamente antes de (10.11).) 


7.4 Si se conocen los momentos y los productos de inercia con respecto e cualquier 
sistema de ejes rectangulares con origen en el centro de masa, hallar: 


(a) Las mismas cantidades referidas a cualquier sistema paralelo de ejes. 
(b) El momento de inercia con respecto a cualquier eje. 
(c) El elipsoide de inercia con respecto a un punto cualquiera. 


Los desarrollos de este capítulo y de los siguientes, pueden simplificarse con la siguiente 
notación, fácil de recordar. Los símbolos escuetos X, Y y Z indican un marco cualquiera 
(con el origen en un lugar diferente del c.m.), además, I,, I,,, etc., indican los corres- 


pondientes momentos y productos de inercia. Una barra sobre un símbolo indica que se trata 
de una cantidad referida al centro de masa. X, Y y Z representan un marco con origen en 
el c.m. e 1.,1Í,,, etc., se refieren a los correspondientes momentos y productos de inercia. 
Un índice p en el lugar del exponente, indica una cantidad “principal”. Los ejes principales 
son X”, Y» y Z» (con el origen en lugar distinto del c.m.) e 12, e IL son los momen- 
tos de inercia correspondientes. X”, Y? y Z” son los ejes principales que pasan por el c.m. 
e Ke Ll son los momentos de inercia principales correspondientes. 


(a) En la figura 7-2, el origen de X,Y,Z 
está en el c.m., y el del marco para- 
lelo, X, Y, Z, está en el punto O. Los 
dos marcos se consideran adheridos al 
cuerpo. 


El momento de inercia, L, con 
respecto a OZ, por ejemplo, viene dado 


12 Ll = YN me+p) 

Pero x = x, + Xx, etc. Por tanto, 

Ll = 2w((0+3)+(9+9)] 
= Dm(+y, 


+ (249) 2 mw. 
+ 227 m2 + 2 2 wy 


Como O, está en el c.m., los dos úl- 
timos términos son iguales a cero. Así,  /y 


l. = L + M(224+ 3?) Fig. 7-2 





ho sir sei aras. 


Cuerpo rigido y | 
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en donde M es la masa total del cuerpo y (4?+?)12 es la distancia normal entre Z y Z. 
(Naturalmente esta relación se aplica a un par de ejes cualesquiera, con la condición 
que uno de ellos pase por el c.m. Entonces, por ejemplo, Zo. = HFo,a, + Md?, en donde d 
es la distancia normal entre Oa y 0,a,.) 

Por los mismos pasos anteriores se demuestra que el producto de inercia [,, = 
Y, m'(xy), viene dado por [y = Loy, +MZJ. Entonces, en general, 


L= L+MP+28) 1 =1,+M82+2), Ll =1+M+Y9) (7.12) 


Momentos y productos de inercia con respecto a X, Y, Z (Fig. 7-2) en A Sos, J e ds 
función de cantidades referidas al c.m. XxX “ix M ( Y 
(b) Por las relaciones (7.2), (7.12) y (7.13) se concluye que el momento de inercia con res- 
pecto a un eje Ou (Fig. 7-2) que pasa por O, está dado por 
loa = [L: + M(9? + 23)]P + [Z, + M(2? 4 22) ]m2 + [Z. + M(2? + y? ]n? 
— 2(12, + Mij)lm — 2([.. + MEz)in — 2(1,. + My2)mn (7.14) 


Momento de inercia de un cuerpo con respecto a una recta cualquiera, Oa 
(Fig. 7-2) en función de cantidades referidas al c.m. 


Entonces, si se conocen los momentos y los productos de inercia con respecto a un 
marco cualquiera con origen en el c.m., de inmediato puede conocerse una expresión 
para el momento de inercia con respecto a cualquiera otra recta que se desee. 


(c) Partiendo de (7.14), resulta evidente que puede escribirse, 
[Lo + M(P+2)]22 + [L, + M(22+2)]y2 + [l. + M(2?+32)]2* 


— 2(L., + Mig)ay — QUe + Miz)xz — 2(L,2 + My2)yz = 1 _ (7.15) 
El elipsoide de inercia con respecto a O, en función de cantidades referidas 
al c.m. 


Si X, Y y Z son los ejes principales, fz, = Ílz= = Íyz = 0 y las expresiones ante- 
riores se simplifican en buen grado. Pero como (7.15) todavía contiene productos de 
inercia, 1,, = My, etc., resulta evidente que X, Y y Z, en general, no son los ejes 
principales que pasan por O). Por tanto, los ejes principales que pasan por un punto ar- 
bitrario, en general, no son paralelos a los que pasan por el c.m. 


Sin embargo, si O está sobre un eje principal que pasa por el c.m., Z”, por ejemplo, 
£=YP=0 uy u(7.15) se reduce a 


1 = (E +M22)x + (E +M2)y2 + 172? (7.16) 


con expresiones semejantes para O en un punto cualquiera de X” o de Y”. Como estas 
relaciones no contienen productos de inercia, los ejes principales que pasan por un punto 


X» Y» o Z”, son paralelos a tales ejes; este es un resultado importante. 


Los planos X”, Pz, etc., se denominan “planos principales” y puede demostrarse 
que para cualquier punto sobre ellos, uno de los ejes principales es normal al plano. 
Véase el problema 7.19. 


71.5 Si se conocen los momentos y productos de inercia (1z,, [z,y,, etc.) con respecto 
a un marco cualquiera X,, Y,, Z;¡, hallar las cantidades correspondientes 
(Lz,, Ixoy,, etc.) con respecto a cualquier otro marco paralelo X2, Y, Zz. 

En la figura 7-3, los marcos X,, Y,, Z, y X>2, Y2, Z2 son paralelos, pero ninguno 

de los dos tiene su origen en el c.m. Una partícula típica m' tiene por cqordenadas x1, y1 y 

21 Y X2,Y2 Y 22. 
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Expresando 1, = )w(y3+22), Loy, = Y, wey, y empleando las relaciones x, = 
xo + xa, €etc., se concluye en seguida que 


lz, = lz, + M(y¿+ 22) + 2M(YyoY2 + 2022) 

- E 7.17 
Li, = Lzouo + Muoyo + M (LoY2 + YoTa) 
en donde Ho, Yz y Z2 son las coordenadas del c.m. con respecto a X>2, Ya, Z2. Para 
ly, Tz,y,, etc., se encuentran relaciones similares. (Una forma ligeramente diferente de (7.17) 


puede verse en el problema 7.25.) 


7.6 Si se conocen l;,, Íz,y,, etc., con respecto a Xi, Y;¡, Zi, de la figura 7-4, 
hallar £,, Í,,, etc., con respecto al marco girado X, Y, Z. 
Si 11, 0412 Y a13 son los cosenos directores de OX, etc., como se indica en la figura 
7-4, aplicando (7.2), resulta claro que, 


la L, ay + Ly, 05, + Ei — Plzy 01019 — 2x2, 011% — 213,2, %,9%;3 (7.18) 


Momento de inercia /,, relativo al eje X, en función de los momentos y ' 
productos con respecto al marco girado X,, Ya, Z,. Con relaciones 
exactamente iguales pueden hallarse 1 e L.. 


Con el objeto de determinar los productos de inercia, Í,, por ejemplo, es preciso volver 
a la definición I,, = Y»), m'xy. Eliminando x y y por medio de las ecuaciones de trasfor- 
mación, . 
T= 0,8, +0,9Y, + Gt) Y = 0yT, + 974, + A 
se obtiene | 


fo = M (2,5, + 9,8, + 22 0,,%, + 97,4, + 2957, 
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Sá Cuerpo rígido 


Fig. 7-4 


El lector puede demostrar fácilmente que esta relación se reduce a la primera de (7. 19). (Nota. 
En este proceso de reducción, para demostrar que 


, 2 ; 2 > ape AA 
2 mM (e, ,%7,7; T Q9%9Y1 + 2, %95%1) => (2,21 = + 212% ly, + %,¿Uoglz,.) 
a la suma se le resta la siguiente cantidad que es igual a cero, 


(2,,%y + 0,7% + 2,2921 + yi +21) 
y se agrupan términos.) 


I mu — (7, ,%9 + 212% )L,, y, + (a,,% + 213% ,z, + (0,70% + 213%) Ly,2, 
ES (2,2%; Lz, A 2%, + 1 ¿Mogl,, ) 

L, = (0,0% + 213%), y, + (0,,%y + 230% 2, + (0,7033 + 232%) L, 2, (7.19) 
8 (2,,%,L,, 5 %2%oly, + 1 5%glz, ) 

I ya (7% + 2%)L y, + (2,2%; E %31%9)MHz,2, + (279% + AU Ml, 2, 


En (27,%yLz, En Aly, + 93% gl,, ) 


Productos de inercia con respecto al marco girado X, Y, Z, 


Así pues, es posible hallar el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera, 
Oa, con cosenos directores l, m y n con relación a X, Y y Z en función de fz,,Íz,y,, pot 
medio de | 
loo = Ll + [,m? + I.m2 — 2lmlzy — Llinlzz — 2mnlyz 


y las relaciones (7.18) y (7.19). 


Si se suponen conocidos /1,, I,,, etc., "para hallar 1z,, ly, etc., siguiendo el mismo 


: procedimiento anterior, el lector puede demostrar que 
E, = 02, + A Ss [,a?, — 21 ,,%,1% 2 21,21%, — 2l ,¿291%1 
Loy = (2,2% + 2,0, )1,, + (2,,%, + 212%)1,, (7.20) 


+ (27%) + 299031), -- (a,% y, + 97%) us %31%1,) 
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Relaciones semejantes existen para ly,, Lz,, Lz,2,, [y,2, - 


Nota importante. Conocidos los momentos y los productos de inercia con relación a un 
marco rectangular cualquiera, mediante la aplicación: de (7.17), (7.18) y (7.19) es postble 
determinar las cantidades correspondientes relativas a cualquier otro, marco rectangular 
localizado y orientado de cualquier manera con respecto al primero. Inclusive el segundo 
marco puede tener algún movimiento conocido con respecto al primero. 


7.7 Ejemplos de momentos, productos y elipsoides de inercia. 


Ejemplo 7.1. 

Las ideas físicas y geométricas básicas de los numerales anteriores, pueden aclararse con la consideración 
del sencillo “cuerpo rígido” de la figura 7-5, el cual, como se verá, posee todas las propiedades dinámicas de cual. 
quier cuerpo común, como una rueda, una viga, una silla, etc. 


a/ (i= = p 
e 
Z AA = 20 Ss 
/ Cd my = 200 
e / Y 23 = —10 cm 
m3 = 160 Yy = —11 = 
ya =-14 es 
dz = 12 / | z2= 15cm 
: Mes = — 5,88 | 
l y = + 1,56 | 
| 3 = +11,0 
/ | 
| 
| / | 
/ 
| / 0 
| 
| / ¡ 
, / | 
SS e 
NX > 
NA ARA 
N _>— 
Ai e >” 
pa LOA E M, 100 gramos 
Om Y 
ES 1 =bem 19 e 
AN Ad 
NS rs 
Ñ 
X Y1 = 12 cm 
Fig. 7-5 


El sistema Esta compuesto de tres partículas conectadas rígidamente al eje Z por medio de sendas varillas 
delgadas “sin masa”. El marco X, Y, Z, junto con las partículas, forma una unidad .rígida. Las masas y las 
coordenadas de las distintas partículas se encuentran indicadas en la figura. ] 


(a) En primer lugar se determinan los momentos y los productos de inercia, con respecto a X, Y, Z. 


l, = Xmti+z2) = mii+2) + mayi+ 22) + malyz + zi 
100(144 + 25) + 200(64 + 225) + 150(144+ 196) = 125.700 g-cm? 


Igualmente, I, = 117.250, I, == 104.750. 
lay: == S m¡(%:y) = 100(12Xx 10) — 200(10X8) + 150(11x 14) = 19.100 g-cm? 
En forma semejante, /,, = — 44.800, I,, = 4800. y, 


(b) Con los valores anteriores, es posible escribir de inmediato la siguiente expresión para el elipsoide de inercia, 
con respecto al origen O. | 


125.700x2 + 117.250y2 + 104.75022 — 2(19.100)xy + 2(44.800)xz — 2(4800)yz = 1 
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(c) 


(d) 


(e) 


(1 


El momento de inercia del “cuerpo”, con respecto a un eje cualquiera que pasa por O, como Oa, puede ha- 
llarse como sigue: Un punto p, sobre Oa tiene las coordenadas indicadas, por lo cual, los cosenos directores 
de esta recta serán —6/s, 8/s y 20/s, en donde s = V6? + Y + 202. Es decir, l = —0,268, m = 0,358 
y n =0,895. Y por (7.2), 


Iop = (0,268)? (125.700) + (0,358)? (117.250) + (0,895)? (104.750) 
+ 2(0,268) (0,358) (19.100) — 2(0, 268) (0,895) (44.800) — 2(0,358) (0,895) (4800) 


Considérense los momentos y productos de inercia con respecto a los ejes X, Y y Z (que no aparecen en el 
diagrama) paralelos a X, Y y Z, y con origen en el c.m. Por la ecuación (7.12), 


l, = 1, — M(22 +92) = 104.750 — 450(5,882 + 1,582), etc. 
Y por (7.13) 
lzy = Izy— M2y = 19.100 — 450(—5,88 x 1,56), etc. 


Así, es posible hallar de inmediato el momento de inercia del cuerpo con relación a una recta cualquiera que 
pase por el c.m., así como el elipsoide de inercia respecto a este punto. 


Por conocer ya los valores numéricos de 1, Los etc., aplicando los resultados del numeral 7.4 es posible hallar 
en seguida el valor numérico del momento de inercia del cuerpo con respecto a una recta cualquiera en el 
espacio. Igualmente puede escribirse inmediatamente la expresión del elipsoide de inercia con relación a un 
punto cualquiera en el espacio. 

Finalmente, nótese que al aplicar los resultados del numeral 7.3 pueden hallarse los momentos principales 
de inercia y las direcciones de los ejes principales correspondientes a O, al c.m., o a cualquier punto del 
espacio. 


Ejemplo 7.2. 


Considérese el triángulo plano delgado (Fig. 7-6) cuyos momentos y productos de inercia relativos a X, Y 


y Z pueden obtenerse fácilmente por integración. > 


(a) 


(b) 


To. 
TI, = 4M09, I, = jMa, I, = jM(a2 + 02), Loy = 24Mab, Liza = Iyx =0 


Co = » 


ar 







Y, 






ha, My, Ny — X; 


“co, Ye) A11» 212, %13 


Localizado en un punto c(x,, y¿), 
en el plano XY. 


Fig. 7-6 


El elipsoide de inercia con respecto al vértice O es 
4M[b%%? + a?y? + (a? + b?)z? —abxy] = 1. 


El momento de inercia con respecto a una recta cualquiera, Oa, no necesariamente en el plano XY, está 
dado por 
Los = 4M[0?2P + am? + (a2 + b2)n2 — ablm] 


en donde l m y n son los cosenos directores de Oa relativos a X, Y y Z. 
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(c) Por (7.12) y (7.13), se encuentra, 
T,= M6,  1,=fMa2, 1,= fM(02+02), 1, =-—¿hMad, 1,¿=1,¿=0 
Entonces el elipsoide relativo al c.m. es 
M[022p + a?yí + (a? b2)2? + abx,y,] = 1 
(d) El momento de inercia del triángulo con relación a una recta cualquiera, O,a,, no necesariamente en el 


plano del triángulo, es 
loja, = T4M([b2l; + atm + (a? + b2)ní + abl,m,) 
(e) Según el numeral 7.3, los momentos de Pala principales con respecto a los ejes que pasan por el c.m., son 
lar — e a? 
Ti,2 = ¿Mía? + b2 = yat HA, 3 = +1 = Ml(al +b2) 
Escribiendo (!,, mi, ni), (la, m2, n2) y (la, m3, n3), los cosenos directores de los ejes principales, 
se observa, por (7.10) que n, = n2 =0, nz = l, lí = m3 =0 y l,, lz, m, y ma se determinan por me- 


dio d 
ia ¿= TE, ¡P, + (19-13-12, m = (l—-I)(L%, + (ir —1,)2]-12 


Así, para valores conocidos de a, b y M, puede determinarse el ángulo 4, (véase la figura). 


(f) El origen de X,, Y,, está localizado en c(x,, y,) en el plano X, Y (véase el diagrama de: la figura 7-6). 
Y, forma un ángulo g con Y, y Z, y Z son paralelos. Las coordenadas Xx, y y. se miden con respecto 


a X y Y. Se trata ahora de determinar los momentos y los productos de inercia del triángulo, con relación 
a X,, Y,, Z,. Puede observarse que 


= Mb? + My?, 1, = fgMa2+Me, TI, = Muy. — d¿Mab, 
Liz = E 2 = 0, T¿ = fM(a24+0%) + M(u2+ y!) 
Los cosenos directores de X,1, Y, y Z, son 
11 =C08fB, aj) =senfB, a13=0, a, =-—senf, 0% =C0SB, a3=0, a, =a32=0, ag=1 


Entonces, por las relaciones (7.18) y (7.19), se concluye 


Lx, =  M(b? + yo) cos? 8 + Ma? + x*) sen? 8 == 2M(2.Y. — 2gab) sen B cos B 

Ly,  = M(iyb?+y?)seng + M(fya? + x¿) cos2 8 + 2M(2.Y. — dgab) sen f cos f 
ro, = Me — hab) cos 28 + M(igb? + y?) sen f cos — Míipa? + x2) senf cos 6 
la = L = fMla24+5%) + Míxi+y), liz =lyz, =0 


(8) Supóngase que los ejes X, y Y, giran de alguna manera determinada alrededor de la posición fija de Z,. 
En este caso, $ varía con el tiempo, y las magnitudes anteriores se hacen funciones del tiempo. 


Ejemplo 7.3. 


La figura 7-7 representa una lámina delgada que puede haber sido cortada de una hoja de metal o de ma- 

dera laminada. 
Y Pp ¡y a. 
| | -1,m,n 


| AR 
8 





CAP. 7]. ESTUDIO GENERAL DE LOS MOMENTOS Y LOS PRODUCTOS DE INERCIA 131 


Suponiendo una densidad superficial de p = 2 g/cm?, se han calculado los siguientes valores relativos 


aX, Yy2: 


(a) 


(b) 


(c) 


Í, = 1,61 X 10% g-cm?, 1,=262x10%, 1,= 4,/23x10%, 1,,=-—1036Xx 10%, 1, =1,=0 (1) 


Los momentos de inercia principales y el ángulo 6, son (véase el numeral 7.3) 
T? = 3,26 Xx 10%, FT =0,97 x 10% I% = 4,23 x 10% (2) 


0 = 58” aproximadamente. 


El elipsoide relativo al c.m. puede escribirse en función de uno de los dos conjuntos de valores, (1) o (2); es 
decir, 
(1,61x? + 2,62y? + 4,232] + 2 x 1,036x1y1)10* = 1 (3) 


(3,2612 + 0,97y2 + 4,2325 )10* = 1 (4) 


en donde x,, y, y 2, se miden con relación a Xx: yz, Y Xa, Ya Y 22, con relación a Xv, Pr Zr. 


Nótese que loa = (3,2612 +0,97m2 + 4,23n?)10* (5) 
o, nuevamente, loa = (1,6111 + 2,62mi + 4,23n? + 2 X 1,0361,m,)104 (6) 


en donde /!,, m, y n, corresponden a x,, y,, z,, etc. Las expresiones (5) y (6), desde luego, conducen 
al mismo valor para una recta Oa dada. 


Ejemplo 7.4. 


7-8. Se tiene 


(a) 


(6) 


(c) 


Considérese el bloque rectangular de la figura 


1, 34M (b2 + e?) 
li 3 M (a? 4 e?) 
4M (a? + b?) 


E 
A | 





L, =l.=1.=0 


Por tanto X, Y y Z son ejes principales, l, a 
FP. etc., y el elipsoide de inercia con relación al 
c.m. es Px2 + Ty? + 122 = 1. 

Fácilmente puede demostrarse que los mo- 


mentos y los productos de inercia, relativos a 
X, Y y Z, son 





0 


1, = 4M(0? + e) 
I, =ÍM(a? + e?) 


( 
.a 


1 
cu 


1, = ¿M(a2 + b2) x 
en =Mab I,¿ = Mac 1,¿= Mbc 


El elipsoide con respecto a O puede obtenerse 





IT” = M(0?+e?), Ii = jM(a2+0c2), 1 = jM(a? + b2) 
¿ ; 3 3 


Fig. 7-8 


_de inmediato. 


Determiínese el momento de inercia con respecto a una recta cualquiera, Oa. La dirección de Oa se determina 
por las coordenadas de un punto, p, por ejemplo. Así, los cosenos directores de Oa son, 


l = 10/(102+ 924 132)1/2 = 10/18,7, m = 9/18,7, mn = 13/18,7 
Entonces, aplicando (7.2), 
loa = ye [4M(0? +?) 102 + 4M(a2 +0?) 92 + fM(a2 + b2) 132 
— 2Mab Xx 90 — 2Mac x 180 — 2Mab Xx 117) 


Nótese que es posible usar directamente (7.3), lo cual es quizá más conveniente puesto que no hay que hacer 
consideraciones sobre los cosenos directores. 
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Ejemplo 7.5. 
Considérese el cono sólido uniforme de la figura 
7-9. Por integración se determina, 


R=E= 4M4r+), E = Mr, 


Lay = la = lg =0 


(a) Aplicando los resultados del numeral. 7.4, pueden 
encontrarse los valores de 1,, Í,,, etc., con res- 
pecto a un marco paralelo cualquiera; el momento 
de inercia del cono con respecto a una recta cual- 
quiera de dirección conocida; y naturalmente, el 
elipsoide de inercia relativo a un punto cualquie- 
ra. Con relación a los ejes indicados X, Y y Z, 


I, = AM? + h2) + 4Mh2; 
/ 
¿ela 


(5) Tomando X, Y, Z paralelo a X», Y», ZP pero 
con origen en 0,, 


Tzy = 0, etc. 


$ M(4r2 + 12) + M(r2+ 2,h2); 
¿M(4r + 12) + LMh; 


I, Ey =0 


Ly 


(c) Aplicando los resultados del numeral 7.6, los valores de I,, 1, 


Ipz =—jMrh, — ete 


(CAP. 7 





A 0 Cono sólido qe y 









Fig. 7-9 | 


etc., pueden calcularse con relación a un 


y» 
marco cualquiera, localizado su origen en cualquier punto en el espacio, y girados sus -ejes en cualquier forma 


con respecto a X», PY», ZP, por ejemplo. (Véase el siguiente ejemplo.) 


NM Ejemplo 7.6. 


En la figura 7-10 se muestra un bloque (ei mismo del ejemplo 7.4) después de un giro. Los ejes X,, Y, 
y Z, indican la localización original. Con el fin de aclarar la posición actual, imagínese que el bloque giró en 
primer lugar alrededor del eje OZ,, un ángulo y, haciendo que OX permaneciera en el plano X,Y,. Luego 
el bloque giró alrededor de OX, formando un ángulo 4, entre OZ, y OZ. 








2, 


La 
SS 
%3] sen 6 sen y N 
as = —senpcos y» | 
433 


CO3 6 


A A A A A A 


Fig. 7-10 


— sen y cos 0 
C08 y cos 0 
seno 


E -OX permanece en el plano X, Y, 
—— 1 = C08y, 2 = sen y, a = 0 


Se trata ahora de determinar los momentos y productos de inercia del bloque con relación al marco X,, Y,, Zi. 


Tomando como modelo una caja rectangular, el lector puede comprobar fácilmente que los cosenos directores 


de X, Y y Z, son los que se indican en el diagrama. 


- 
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Aplicando la ecuación (7.20) y utilizando los valores de 1,,TI,,, etc., del ejemplo 7.4, se concluye que 
La, = $M[(b? + c?2) cos? y + (a2+ e?) sen? y cos2a + (a2 + b2) sen? y sen? 6 


+ ¿ab sen y cos y coso — Zac sen y cos y seno + ¿besen? y sen 6 cos 9) 


Tzu, =  Mabícos?y —sen?yp) coso + Macken? y — cos? y) sen 6 
+ 2Mbc sen y cos y sen 6 coso — 4M(b2 + c2) sen y cos y 
a + ¿M(a2 + c2) sen y cos y cos?e + 4M(a? + b?2) sen y cos u sen? 9 


En la misma forma pueden obtenerse las expresiones para I, ? Le ,2,» ete. 


“Nota. En el caso en que uno de los ángulos y, 40, o ambos, estén variando de alguna manera determinada; 


es posible expresar a La, de ¿Y? etc., en función del tiempo. Los resultados de este ejemplo tienen especial impor- 
tancia en el capítulo 8. 


Para simplificar, en este ejemplo se ha supuesto que el eje OX permanece en el plano X, Y,. Cuando este 
no es el caso, puede determinarse la orientación del sistema X, Y, Z por medio de los tres “ángulos de Euler” 
0, $ Y y, cuyo uso se explica en detalle en el próximo capítulo. 


7.8 “Focos” y puntos “esféricos” de inercia. 

Los resultados siguientes son de gran interés y de marcada importancia práctica. En 
la figura 7-11, X”, Y? y Z>” son los ejes principales que pasan por el c.m. Como se demostró 
anteriormente, los ejes principales que pasan por un punto cualquiera de X”, PY” o de Z” son 
paralelos a estos ejes. Para el análisis siguiente se supone que l2> [3 > l6. 








ZP a 
P2, Po» suponiendo que Es | Y 
FD A ¡ 
Pp ; | e 
> —" | de ? ; 
| Y, y! 
o 81 cre 
| -LÁ UY, Circulo en el 
Y See A plano X'Y” 


Po 








Ñ , <= Círculo en el 
ma y E P e ay y 
“wu Circulo en el E | y plano FrZ» 
pa Mxplano XY | 


M 





' Xx 
Fig. 7-11 
(a) Considérense los elipsoides de inercia relativos a los puntos p, y p%, los cuales se en- 
cuentran separados del origen a distancias s, = +[(13 — /M]"?.. 


I,, = Ta, Ly, = 1, + Ms = Drhl-Ik= E 


En este caso, I=, =/Í,,; y como X;, Y, y Z, son los ejes principales que pasan por 
p1, el elipsoide relativo a este punto será de revolución alrededor de Z,. Así, un corte 
del elipsoide en el plano X,Y,, es una circunferencia. Una afirmación semejante 
puede hacerse también para p;. Los puntos p, y p; se denominan “focos de inercia”. 
Demuéstrese que sobre X” existe otro par de puntos focales. Determínense los puntos 


focales sobre Y”. ¿Habrá puntos focales sobre Z”? 
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(b) En el caso en que /¿=Í? y 1 >TI;, en los puntos p, y pí sobre X”, a distancias del 
origen s = +[(12 — I7)/M]*?, se tiene [,=1,=1,= Íz. Entonces el elipsoide relativo a 
uno cualquiera de estos puntos será una esfera y p, y pí se denominan “puntos es- 
féricos”. ¿Si el elipsoide relativo al c.m. fuera de revolución, existirían siempre puntos 
esféricos? (Hállense los puntos esféricos cerca de un disco delgado, uniforme.) 

Ejemplo 7.7. , 

Supóngase, por ejemplo, que en la figura 7-8 (véase el ejemplo 7.4), a > b > c. Por tanto, rr > E > E : 


(a) Tomando los puntos p y p' sobre el eje Z”, a distancias a = +[(1% — 1)/M]“2, 
L=E, 1, =1+Me = [+TE-1] =1 


Así, un corte del elipsoide relativo a po a p', en el plano YZ, será un círculo y p y p' son puntos focales. El 
lector podrá hallar otros puntos focales. ; : 


(b) Supóngase ahora que b=c y que a<b, es decir, Il = KÉ e E > de Tomando sobre el eje X” los 
puntos a distancias s = =+[(1% — N/M]? 
L=ly => LE =h Lk=L+B- E =kf 
En este caso 1, = 1, = 1, = Ñ siendo, s= + [4(b? — a2)]1/2 e I, = ¿4Mb?2. Entonces el momento 
de inercia del bloque con respecto a una recta cualquiera que pase por uno de estos puntos será igual a ¿Mb2. 
7.9 Significado físico de los productos de inercia. 


Supóngase una lámina delgada, como la indicada en la figura 7-12, que gira con veloci- 
dad angular constante, w, alrededor del eje señalado, sobre los cojinetes fijos B, y Bo. 
Cada una de las partículas de la lámina, como m', ejerce una fuerza centrífuga f = m'w?r 
sobre el material que la rodea. (Se desprecia la gravedad.) ' 


Lámina delgada. Masa total, M 


] | _— F', = Fuerza ejercida por B, sobre el eje. 


Fig. 7-12 





Puede obtenerse una apreciación del significado físico y de la importancia de los productos 
de inercia al determinar el momento total, r,, de todas las fuerzas centrífugas alrededor 
del eje Z, siendo el origen del sistema X, Y, Z. en p,. Como puede verse en el diagrama, 


1, = Niwery = Di welet+rsy = 02) wzxy + els Y) wy' (1) 
en donde, por conveniencia, se toma como positivo el sentido horario. Se observa entonces que 


Tr, = “'I,, + u*sMy (2) 
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Pero lx = L,, + M3j (l., se determina con respecto a X y Y) de donde, 
TE 75 | xy + (u.MPy (3 ) 


La fuerza centrífuga total, F, debida a todas las partículas es, F = Y mer = Mur. Y 
por tanto el segundo término de (3) es igual a FY, considerando que F actúa en el c.m. 


Entonces, el momento total de las fuerzas centrífugas, en sentido horario alrededor de Z, 
r, puede considerarse como debido a un par de fuerzas, «?/.,, que actúan en el mismo plano 
de la lámina, más el momento Fy, teniendo en cuenta que F' actúa en el c.m. Nótese que la 
localización de p,, el origen de X, Y, Z no afecta el valor del par. Por tanto, es posible escri- 
bir de inmediato el momento alrededor de un eje cualquiera perpendicular a la lámina. Por 
ejemplo, alrededor de un eje que pase por Pa, 7, = «w*/zy; alrededor de “un eje que pase por B,, 


7, = ele + «*MTrl, etc. 


Con el fin de encontrar las fuerzas F, y F:, que los cojinetes ejercen sobre el eje, toman- 
do momentos con respecto a B,, se expresa, 


= e? o 
F, (lt +2) + Mu?rla — Liyu? = 0 0 sea, F, = +1 42 Mrl) 


2 E 
1 


(Naturalmente, es posible hallar F, y F,, escribiendo Fr +F2+ MFo? = 0 y tomando 
momentos con relación a p,.) Si X y Y son ejes principales, se tiene, 7,, =0, y F, y Fo 
se deben únicamente a la fuerza centrífuga Mu?F, que actúa en el c.m. Si además, el c.m. 
está en el eje de giro, F, = Fa», = 0. 


El análisis anterior se extenderá más adelante al caso de un cuerpo rígido de una forma 
cualquiera y que gira de una manera arbitraria. (Véase el ejemplo 9.7 y el problema 9.17.) 


Ejemplo 7.8. 


Supóngase que el triángulo de la figura 7-6, está girando con velocidad angular constante, w, alrededor del 
eje Y, sobre cojinetes localizados en O y en O, (distancia entre cojinetes = b). Hállense las fuerzas de soporte 
(sin considerar la gravedad). 


Por el ejemplo 7.2, ) E = —¿Mab. Entonces, la fuerza de soporte en O, será 
F, = (0?/b)(3Mab + 3Mab) = ju*Ma 
y la que actúa en Oz, F¿ = Lyw2Ma. 


7.10 Cuerpos dinámicamente equivalentes. 


Dos o más cuerpos de apariencia completamente diferente y con distintas distribuciones 
de sus masas, pueden comportarse exactamente igual cuando sufren la acción de fuerzas 
iguales aplicadas en la misma forma. Con claridad se ve que este es el caso cuando sus masas 
totales y sus momentos principales de inercia relativos al centro de masa, son iguales. Se dice 
que tales cuerpos son “dinámicamente equivalentes”. El método géneral para identificar 
estos cuerpos se ilustra por medio de los ejemplos siguientes. 


Ejemplo 7.9. 


(a) Supóngase que los pares de partículas de igual masa, de la figura 7-13(1), se hallan adheridas a un marco rígido 
sin masa, como se indica. Evidentemente, los ejes X, Y y Z son ejes principales que pasan por el c.m., y el 
elipsoide de inercia relativo a este punto será, 


(2m,b2? + 2m30?)x2 + (2m,a? + 2m3c?)y2 + (2m,a? + 2m,b322 = 1 
Los valores de m,,m2z y m3 y las distancias a, b y c pueden seleccionarse por el procedimiento 


siguiente de modo que el sistema resulte dinámicamente equivalente a un cuerpo dado. 


Considérese un objeto cualquiera con momentos de inercia principales relativos al c.m., FP, dl e E, 
y masa total M. Es evidente que si los valores de m,,m2 y m3, así como a, b y c, satisfacen las rela- 
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4 
ciones 2(m, + m2 + m3) = M, ) ¿A 2(m2b2 + m3c2), etc., el sistema indicado en la figura será diná- 
micamente equivalente al otro cuerpo. 





Cuatro partículas dinámicamente iguales al triángulo. 


(2) 





Esqueleto inercial 

Con valores adecuados para l,, la, la 
y M, es dinámicamente equivalente a 
un cuerpo rígido cualquiera. 





Cinco partículas dinámicamente equivalentes a la lámina. 


(3) (4) 
Fig. 7-13 
Una fácil solución se obtiene haciendo m, = m3 = m3 = M/6 y despejando los valores de a, b y c. 
En este caso se obtiene, a = [((8/2M1(1% + 1 — 1%)]1/2, etc. 
(b) Puede demostrarse que las cuatro partículas de la figura 7-13(2) son dinámicamente equivalentes al triángulo 


delgado uniforme. Asimismo, las cinco partículas ce la figura 7-13(3) son dinámicamente equivalentes al 
rectángulo. : 


(c) En todos los casos es posible demostrar que el “esqueleto inercial” de la figura 7-13(4), consistente en tres 
varillas delgadas perpendiculares entre sí, unidas rígidamente en O, es dinámicamente equivalente a cualquier 
otro cuerpo rígido. 


7.11 Determinación experimental de los momentos y los productos de inercia. 


La determinación experimental de momentos y productos de inercia es sencilla, y to- 
mando algunas precauciones razonables se pueden obtener resultados bastante precisos. Esta 
es la única forma práctica de determinar estas cantidades para cuerpos de forma irregular. 


Si se conocen los momentos y los productos de inercia relativos a los ejes con origen en 
el c.m., es posible calcular en seguida las cantidades correspondientes con relación a cual- 
quier otro sistema de ejes. Así pues, por esta razón, se enuncia brevemente un método experi- 
mental para determinar estos valores relativos al centro de masa. 


(a) Tómense dos o más puntos, cualesquiera, sobre el cuerpo y suspéndalo de un hilo sujeto 
primero a uno de estos puntos y luego al otro. Naturalmente, el c.m. estará localizado 
en la intersección de las líneas de suspensión. Así, se puede ahora seleccionar un sistema 


de ejes rectangulares, X, Y,Z, con origen en el c.m. 
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(b) Habiendo hecho esto, sujétese el cuerpo a 


(c) 


un marco de soporte, F, de un péndulo de 
torsión, como el de la figura 7-14, de mo- 
do que el eje Z, por ejemplo, coincida con 
el eje de oscilación del péndulo. Con la 
ayuda de un buen cronómetro, determí- 
nese el período de oscilación, P. Como 
puede demostrarse con facilidad, P = 


2 V(L.+1Ip)/c en donde 7, e 1, son los 


momentos de inercia del cuerpo y del 
marco, respectivamente, con respecto al 
eje de oscilación, y c es la constante de 
torsión debida a las cuerdas de piano, 
superior e inferior. (Los valores de 1, y 


c pueden determinarse usando, en lugar paar 
del cuerpo irregular, otro de momento de torsión, e 


inercia calculable a partir de sus dimen- 
siones y de su masa, como una varilla 
uniforme.) Así, [, = P2?c/4r2 — I,. Y en 
forma semejante pueden determinarse 
lx e 1, 

Habiendo seleccionado otros tres ejes, Op,, Op2, y Op3 (que pasan por el c.m.) cuyos 


cosenos directores (l,,m.,,n,,etc.) se conocen, determínense los valores de lop,, lop,, 
lop¿. Pero 





Fig. 7-14 


Lop, = Lal; - Iym? E Ion? => 21.1: Mi — 2lz2bM1 — 21,N1Mi etc. 


Con los valores de 1,,1, e T, previamente determinados, se pueden solucionar estas ecua- 
ciones para hallar 1, Zzz e lyz. 

Si por conveniencia se toma Op, en el plano XY a 45” de cada eje, !, = m, = 0,707 
y n,=0. Por tanto, lop, = 0,5(1:+1,) —Izy o finalmente, lz = 0,5 (1: +1,) —1op, - 
En la misma forma pueden hallarse /.. e lyz. 


7.12 Proyecto sugerido sobre el elipsoide de inercia. 


Este proyecto, así como el siguiente experimento sugerido, tiende a dar al lector una 


mayor confianza sobre la teoría y una sensación de tangible familiaridad con el contenido del 


capítulo. 


Se cortan dos hojas de madera lami- 
nada de dimensiones adecuadas y se pe- 
gan sólidamente formando ángulos rectos, 
como se indica en la figura 7-15. Supo- 
niendo una densidad superficial de unos 
10 g/cm?, calcúlese el valor de /,, I, 
e [, para el sistema de “tableros planos”. 
Demuéstrese que 1,, = I,, = I,, = 0 y 
por tanto, que X, Y y Z son ejes princi- 
pales. Exprésese una ecuación para el elip- 
soide relativo al c.m. En la relación Is? = 
c, tómese c igual a una constante adecua- 
da y trácense a escala las secciones del elip- 








Fig. 7-15 
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soide relativo al c.m. en los planos X Y y YZ, así como en el plano XZ (en una lámina de car- 
tón intercalada). Midase la distancia s desde el c.m. a un punto cualquiera del elipsoide y 
compare el valor de c/s? así medido, con el calculado para /, con relación a esta recta de 
orientación conocida. 

¿Qué cambios se introducirán en el elipsoide, si se pega al modelo una partícula de 
masa m, en un punto como p? Trácese una sección del elipsoide para este caso. 


7.13 Experimento sugerido. 


Determinación del elipsoide de inercia 
de una lámina delgada. 


El marco ab, del péndulo de torsión de 
la figura 7-16, consiste en dos tiras planas 
metálicas separadas sólo por unos pocos 
milímetros. Una lámina delgada de cual- 
quier forma, cortada en madera laminada, 
se asegura entre las tiras por medio del 
perno B, que pasa horizontalmente a tra- 
vés de las tiras y la lámina, en el punto 
pi. La lámina puede ser colocada en cual- 
quier posición angular con respecto al eje 
de giro, moviéndola alrededor de B. 





Siguiendo el método descrito en el nu- 
meral 7.11, se determinan los momentos 
de inercia con respecto a varias rectas que | 
pasan por el centro del perno, y que están are 
espaciadas regularmente, por ejemplo a 15”, is 
entre 0 y 180”. Con esta información y 
usando la relación /s? =.c puede trazarse Fig. 7-16 


una sección del elipsoide de inercia e,, sobre la lámina. Tomando algunas precauciones ra- 
zonables, se obtiene una elipse sorprendentemente buena. 


E Lámina delgada | 


¡_ 7 Marco de soporte 


Utilizando la información anterior, calcule y trace una elipse, e,, relativa a otro punto, 
Po2. (Este proceso será menos pesado si la primera elipse es relativa al c.m.) Repitiendo el 
proceso experimental del primer caso, con B en p», compárense los resultados calculados con 
los experimentales. 


Este interesante e instructivo experimento le da un significado real al “elipsoide de 
inercia”,-a los “ejes principales”, etc. Siempre deja una impresión perdurable en el estudiante 
que lo realiza. 


Problemas 


a > 
d.L (a) La recta Oa de la figura 7-17, forma un ángulo 6 = 30” con Z. Demostrar que Zo, = ¡¿MR!. 


(0) Las coordenadas de un punto sobre la recta Oa” (que no aparece en el dibujo), son x = 5, y = 4 y 
z = 6 cm. Demostrar que Io: = HEMR?. 


CAP. 7] 


7.2. 


7.3. 


7.4. 


7.5. 


7.6. 


17. 
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=- lm,n 





Il, =1, = MR?, 1, = ¿MR 


Fig. 7-17 


(a) Obtener por integración, expresiones para I,,1,,I, e I,, (Fig. 7-6). 


(b) Las coordenadas de un punto sobre la recta Oa son x == 4, y =5 y z = 7 cm. Demostrar que 


M ; 
loa = on 1160? + 260? + 49(a2 + b?) — 204b] 


Demostrar que el momento de inercia de un cuerpo con respecto a una recta cualquiera que cruza el 
origen, está dado por 
( 


los = (la? + 1yy? + [22 — 2L,y2y — 2,02 — I, ya? + y? + 22)71 


en donde x, y y z son las coordenadas de un punto cualquiera sobre Oa. 


Demostrar que el momento de inercia del bloque de la figura 7-8, con relación a la recta Oa', viene dado por 


Low = M[$(02+ 022 + ¿(02 + 02)y2 + $(a? + b?)(4c?) 
— 2aba'y" — 4acta" — 4boty"][x'? + y? + 4e?]-1 


(a) Una recta Oa (que no aparece en el esquema) pasa por O, en la. figura 7-9, formando un ángulo 0 
con OZ. Demostrar que 


loa = [2¿Mh2 + fyM(4r? + h?)] sento + ¿Mr? cos? 0 


(b) Una recta paralela a Oa pasa por el c.m. Demostrar que el momento de inercia con relación a esta 
recta es Mr? + h2) sen? 9 + 5 Mr? cos? $. 


(a) Una recta bc forma un ángulo 6 con Z”. Demostrar que 


Ive = YMr?cos0 + (MR? + Ma?) sen? 9 
(b) Demostrar que el momento de inercia con respecto a OQ,a,, es 


loja, = GMR? + My) + (4MR2)m2? + (MR? + Mjy2)n? 


y 
Escribir una expresión para el momento de inercia del bloque de la figura 7-8, con relación a una recta 


de cosenos directores l, m y n, y que pasa por el punto xo,Yo,2Zo0. (Tanto !, m y n, como xo,Yo, 20 
se miden con respecto a X», Y», Z?.) La recta no cruza necesariamente el c.m. 


140 


7.8. 


7.9. 


7.10. 


7.11. 


7.13. 


7.14. 
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Demostrar que para un cuerpo rígido cualquiera, el momento de inercia con respecto a una recta que 


pasa por los puntos x,,yY1,21 Y X2,Y2,22, medidos con relación a X. Y Z (que no son nece- 
sariamente ejes principales) es 


Lg — Xy 
8 








2 == 2 ER 2 
rt = Lo + MA ) + [Z, + MA - 4) (22) + Pot tn(? 2) 


(% — 21 MY — Y) 
g2 


(27 — 21)(22 — 2,1) 


— 2(Í,, + Mx,2,) 3 


— 2(F.., + Mx ,41) 


a — f Zo — Z 
ET MT se pan 
en donde sl = (x%,— 212 + (y2 — y)? + (22 — 21)?. 


Escribir una expresión para el elipsoide de inercia relativo a un punto sobre la periferia del disco de la 
figura 7-17. 


Escribir una expresión para el elipsoide de inercia relativo al punto p,(xo,Yo,Z0), de la figura 7-18. 


Zo mn —/ 
Pi 7D (Lo, Yo» Zo) 





, Zo 1?=17= ¿M(8R3+L2), I?= ¿MR* 


Fig. 7-18 


Con referencia a la figura 7-7, demostrar que el ángulo 4 = 58”. 


Si el bloque de la figura 7-8 tiene M = 1000 g, a=3cm,b=5cm y € = 5 cm, determinar los valores 
numéricos de los momentos de inercia principales con respecto al punto p,. Por medio de las ecuaciones 
(7.10), determinar dos conjuntos de cosenos directores para los ejes principales del elipsoide de inercia 
relativo a p,. Demostrar además, que estos conjuntos son equivalentes. 


Considerando una lámina delgada de cualquier forma, tómense como ejes de referencia X, Y y Z, de 
tal manera que X y Y estén en el plano de la lámina, y el origen en un punto cualquiera p. Tomando 
l,,1,,1, e I,, con relación a estos ejes, probar que los momentos de inercia principales NL e 
I3 con respecto a los ejes principales X”, Y” y Z+*, respectivamente, son 


Hi + Fl = JT 411, E) BS I2PL, 


Demostrar que Z» (correspondiente a 13) es normal a la lámina y que el ángulo 4 que X” forma 
con X, viene dado por 


a 1, —E 
tano = 7 o sea, tané = di E 





Con referencia a la figura 7-5, calcular los momentos de inercia principales y hallar las direcciones de los 
ejes principales, para un punto p,, localizado en x= 5 cm, y = 4 y z=0, con respecto a X, Y y Z. 


Demostrar que el elipsoide de inercia relativo a pz de la figura 7-18, está dado por, 
1 = [4,M(3R? + L?) + 1ML2] (x? + 22) + (4MR2)y2 


y que los ejes principales en p,, son paralelos a X”, P», ZP, 
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7.16. Demostrar que el momento de inercia es igual para todos los ejes que pasan bien por O o por p,, en la 
figura 7-19; es decir, que p, y O son puntos esféricos. Comprobar esto por los métodos del numeral 7.8. 


Z 


2 R | dia eN Pz, en el plano YZ 






7 Hemiaferlo sólido uniforme 


1,=1,=1, =¿MR* 


Fig. 7-19 
7.17. Demostrar que el momento de inercia con respecto a una línea de cosenos directores l, m y n, que pasa 
por pz (Fig. 7-19), está dado por 
I = ApMR?2((24 — 15 sen 0)? + (4 + 20sen26 — 15 sen 6)m? 
+ (4 + 20 cos? 0)n2 — 10(senó cos 0 — 4 cos 0)mn] 
7.18) Con referencia a la figura 7-18, demostrar que 
(a) para L= RvV3, el elipsoide de inercia relativo al c.m. es una esfera para la cual J= ¿MR?2. 


(b) para L = R existen puntos esféricos sobre el eje Y?, en puntos que distan +R/vV8 del origen. Se 
tiene aquí que [=4¿MR2 con respecto a cualquier eje que cruce estos puntos. 


(c) para L > Rv existen puntos focales sobre los ejes X? y ZP, localizados en 8 = NA — 1,)/M. 


(d) para valores muy pequeños de L, existen puntos esféricos sobre Y? a distancias +4R, del origen. 
¿Existirán puntos esféricos o focales, sobre ZP? 


7.19. Considérese una recta paralela al eje principal ZP” que atraviesa el c.m. de un cuerpo cualquiera. Probar 
que esta recta es un eje principal de un elipsoide trazado con respecto al punto en que corta el “plano 
principal”, XP Y”, Demostrar que 

2Mziy 


tan 2 Z> A K2K—K<2 
dá (7 + M23) — (+ My?) 


en donde ¿4 es el ángulo entre X?» y XP. Naturalmente, estos resultados generales son igualmente 


válidos para rectas normales al plano XoZ” o a Y» Z». 


7.20. Considérese una lámina rectangular de dimensiones 2a x 2b, y masa M. Trazar los ejes X», Y? y Zp 
que pasan por el c.m., con X” paralelo a a, y ZP perpendicular a la superficie. 


Considérese otro marco X,, Y ,,Z, que tiene origen en el c.m., con Z” y Z, coincidentes, pero X, 
según una diagonal del rectángulo. Se tiene en este caso, 1; = Mb? e E, = jMa2. Demostrar que 


z a2b? : at +4 _ o b? — a? 
LE MEA + a). 1, = 34 (+ + a). l, = M2 +02), 1,, = ¿Mad (5% 7 2) 


7.21. En la figura 7-20 se indican los valores de Lo, etc., para la lámina triangular indicada. Probar que: 


A  = Lo costg + Ly, sen?8 — 217 y, $en9 C03 0 
Ly = [, sen? + Lo, cos29g + oy sen 0 cos 9 


1 


zoYg Ly, (cos? 6 — sen? 9) + (Za, E 1,,) senó cos 6 
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7.22. 


7.23. 


1.24. 


7.25. 


ESTUDIO GENERAL DE LOS MOMENTOS Y LOS PRODUCTOS DE INERCIA [CAP. 7 







lz, a 7 M(s1 — cs + c?) 
'” = MA, lz.w, = AMA (20— s) 


Fig. 7-20 


La lámina triangular de la figura 7-20 gira alrededor del eje indicado sobre los cojinetes fijos B, y Ba, 
con velocidad angular constante, w. Demostrar que el par originado por las fuerzas centrífugas es 


C = w*[4Mh(2c — 8) cos20 + *M(8s2— cs + c? — h?) sen 6 cos 0] 


Determinar las fuerzas de sustentación F, y F», despreciando la gravedad. 


(a) Probar que las cuatro partículas de la figura 7-13(2) son dinámicamente equivalentes al triángulo 
uniforme. 


(b) Diseñar un esqueletó inercial que sea dinámicamente equivalente al hemisferio de la figura 7-19. 


Supóngase que se remplaza el cuerpo rígido de la figura 8-16, por el cono de la figura 7-9. Con el vértice 
fijo en el origen, el cono puede moverse alrededor de este punto, con libertad. El marco X, Y, Z se 
encuentra adherido al cono con su eje en la dirección de Z. Demostrar que 1, y el momento de inercia 
del cono con relación al eje fijo X,, está dado por 


Lo, = $ M[r2 + h2 — (4h2 — 12) sen? 0sen? y] 


Comprobar esto para el caso en que 6 = 0 y y=0, y para 6 = y = 90%. Escribir la expresión de /,, ¿Ya 


(Véase el numeral 8.8. Nótese que los cosenos directores de X, Y y Z, con respecto a X,, Y, y Z;, 
aparecen en la tabla 8.2, en función de los ángulos de Euler.) 


El estudiante debe observar que las expresiones anteriores son válidas para cualquier posición del 
cono, independientemente de la manera como se encuentre girando o moviéndose. Si se conoce el mo- 
vimiento, es posible expresar 1, y? I,, y,» £tc., en función del tiempo. 


Para un caso más general que el anterior, supóngase que los ejes X, Y y Z, de la figura 8-16, son ejes 
principales que pasan por O, de un cuerpo cualquiera de forma semejante a la indicada en el esquema. 
Los momentos de inercia correspondientes son 1£,1 e 1. 


Demostrar que los momentos y los productos de inercia, con respecto a los ejes fiios X,, Y, y Z,, 
vienen dados por 
I,, = T2(cos $ cos y — sen $ sen y cos 6)? + I¡(seng cos y + cos $ sen y cos 0)2 + J7 sen? 9 sen? y, ete. 


CAPITULO | 





Estudio de la d 









Dinámica de los cuerpos rígidos: Parte II 


8.1 Observaciones preliminares. 


Un “cuerpo rígido” es aquel en el cual ninguna parte de su masa sufre cambios de posi- 
ción con respecto a las demás partes, independientemente de las fuerzas a que esté sometido. 
Estrictamente hablando, tales objetos no existen, pero, naturalmente, en la práctica existe un 
extenso campo de la dinámica en el que se justifica suponer esta condición como medio para 
lograr importantes simplificaciones. 


Básicamente no existe ninguna diferencia entre la dinámica de los cuerpos rígidos y la 
de las partículas, ya que un cuerpo rígido puede ser considerado como un conjunto de un gran 
número de partículas, restringidas a permanecer a distancias fijas entre sí. La principal razón 
para estudiar la dinámica de los cuerpos rígidos como una fase aparte, dentro del tema ge- 
neral, radica en la existencia de algunas técnicas especiales que se requieren para expresar 
adecuadamente el valor de T. 


Para plantear las ecuaciones del movimiento, usualmente se emplea uno de los dos méto- 
dos siguientes: 


(a) El método de Lagrange (estudiado en este capítulo) en el cual, luego de hallar una expre- 
sión adecuada para T, se emplean las ecuaciones de Lagrange de la manera usual. 


(b) El método de Euler (tratado en el capítulo siguiente) en el que se aplican directamente 
las ecuaciones de Euler para traslación y rotación del cuerpo, sin necesidad de considerar T. 


Que uno de estos dos métodos resulte más adecuado que el otro, depende del problema 
entre míos, pero en general, el de Lagrange tiene muchas ventajas: Mayor simplicidad, 
facilidad de escribir las ecuaciones del movimiento, eliminación de las fuerzas de restricción 
y posibilidad de aplicación directa en cualquier sistema de coordenadas y para cualquier 
número de cuerpos rígidos. 


El dominio de los principios básicos y de las técnicas de la dinámica de los cuerpos rígi- 
dos supone la clara comprensión de, (a) los fundamentos básicos estudiados en el numeral 
8.2, (b) la deducción de T dada en el numeral 8.3, y (c) los diferentes ejemplos que se inclu- 
yen. Pero (a), (b) y (c) no son unidades independientes; la completa apreciación de (a) re- 
quiere la comprensión.de (b) y de (c), etc. Por tanto se necesita releer con atención y con cuil- 
dado las diferentes secciones. 


8.2 Fundamentos básicos necesarios. 


A. Lavelocidad angular como magnitud vectorial. 


Con referencia a la figura 8-1, supóngase que el cuerpo fijo en O, puede girar libre- 
mente alrededor de este punto. Todas las cantidades aquí consideradas se supondrán medidas 
con respecto al marco X, Y, Z. Así, por el momento no se discute el hecho de que este marco 
sea O no inercial. Si en un instante determinado el cuerpo tiene una velocidad angular w, 
alrededor de una recta, como Oa, la partícula m tendrá una velocidad v, normal al plano 
Oam', de magnitud v = wh, en donde h es la distancia normal de m' al eje de rotación Oa. 
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Se demostrará ahora que la velocidad angular puede ser considerada como un vector, w, 
dirigido según Oa, y de magnitud igual a su valor absoluto. Es decir que e. puede ser rempla- 
zado por sus componentes, w,, w, y w,, según las direcciones de X, Y y Z, y puede 
además ser tratado como vector en todos los casos. Como se verá con claridad, esto es de 
capital importancia en el estudio de la dinámica de los cuerpos rígidos. 


Z o, 
| lí | V %, (normal al plano Ocm?) 





y n _s” 
1, Mn” — 
Cuerpo rígido e 4 
E E 
a A 
Ye 7 y 
' y Un punto del cuerpo está adherido a O, e = velo- 
A, > cidad angular del cuerpo, y = velocidad lineal 
X ¡QE _I_E__o———— =—— + de m'”; ambas medidas con respecto a X, Y, Z. 
A Y W;, 0, Y UY, Y Us, U, Y u, son las componen- 
tes de e y v, según X, YyZ. Uv, = 4,2 — v,y, etc. 
Fig. 8-1 


Las componentes de v, según X, Y y Z, pueden expresarse como 


v, = Va, = wha,, v, = vha, y V, = wha, m (1) 


en donde «a, a2 y «ez son los cosenos directores de v (cosenos directores de una recta 
normal al plano Oam”) que, como el estudiante puede demostrar (véase el problema 8.1) son, 


a, = (mz—ny)lh, «a, = (nz—lz/h y «, = (ly-mu)jh (8.0) 


en donde x, y y 2 son las coordenadas de m', y l, m y n son los cosenos directores de Oa. 


Entonces, por (1), V_ = Mur — NuY, ete (2) 


z 


Si se considera e como un vector en la dirección de Oa, nw será su componente según Y, w,. 
Igualmente, nw= u,, etc., y se escribe, 


UE w,2 — w,Y, o, = 0. .—0% Y Y, = w,Y — w,T (8.1) 


Expresiones válidas para v,,v, y Uv, (y por tanto, para v) pueden así obtenerse, tra- 
tando la velocidad angular como un vector, e , según la dirección de Oa, cuyo sentido se de- 
termina por la regla de la mano derecha. (En notación vectorial, las relaciones (8.1) son 
equivalentes a v = w X r. Véase el capítulo 183.) 

Las relaciones (8.1) tienen una interpretación física y geométrica muy clara, que puede 
expresarse como sigue: Como puede verse en la figura, la velocidad angular alrededor de X, w,, 
le da a m' una velocidad w,z, en la dirección negativa de Y. Igualmente, «w,x es una ve- 
locidad en la dirección positiva. Por tanto, uv, = w,x — w,z, etc. 


Como resultado de lo anterior, se concluye que: 


(a) Un número cualquiera de velocidades angulares, o,,e,,,, alrededor de ejes que pasen 
por O, pueden sumarse vectorialmente para producir una resultante, e=w,+u,+0j, 
cuya magnitud es v= (u¿+u2+w2)2 y cuya dirección está dada por los cosenos w,/wv 
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etc., en donde, w, = w¡, + ws, + w3,, etc. (Para otra prueba de lo anterior, véase el 
problema 8.2.) 


(b) La componente de «e según la dirección de una recta cualquiera, Ob, (que no aparece en el 
dibujo) viene dada por 
Wo = w,1 15 o, M + wn (8.2) 


en este caso l, m y n son los cosenos directores de Ob. 


Obsérvese que las velocidades no se pueden expresar como u,=9,, w, = Ó,, .= 6, en donde 
01,02 y 03 representan rotaciones angulares finitas alrededor de X, Y y Z, respectiva- 
mente. La orientación final de un cuerpo, luego de tales rotaciones, no es única, puesto que 
depende del orden en que se lleven a cabo. (El lector puede observar esto al experimentar con 
una caja, por ejemplo.) Sin embargo, es posible expresar w,, w, y «w, en función de 
“coordenadas verdaderas” como, por ejemplo, los ángulos de Euler y sus derivadas con respecto 
al tiempo. En lo que sigue se incluyen numerosos ejemplos que ilustran lo expresado. 


B. Velocidad de m' en el espacio inercial. Figura 8-2. Cuerpo bajo traslación y 
rotación. El marco X,Y,Z, girando alrededor de O, con relación al cuerpo. 


Se supone que el cuerpo de la figuxa 8-2 está girando y trasladándose en el espacio. 
El marco X, Y, Z, con su origen adherido al cuerpo en O, puede estar girando de una ma- 
nera arbitraria con respecto al cuerpo. Los ejes X', Y" y Z' con su origen también fijo en O, 
permanecen paralelos a los inerciales X,, Y, y Z¡. Las coordenadas de m', x, y, 2 Y 
x', y', z' setoman con relacióna X, Y Z y X', Y', Z”, respectivamente. 





Sistema inercial 


1%0 Y, X, Y y Z no están adheridos al cuerpo excepto en O. X”, Y' 

EE — y Z' permanecen paralelos a X,, Y, y Z,. e = velocidad 

; eS angular del cuerpo, u = velocidad lineal de m', ambas re- 

| O lativas a X', Y'y Z'. uz, 0y y uz y Uzy Uy y Uz son las com- 

| ¿77 ponentes de e y u en las direcciones de X”, Y' y Z'. 0%, y 

yá is a il y w, son las componentes de e en las direcciones instan- 

X¡ Yo táneas de X, Y y Z. v es la velocidad de m' en el espacio 

inercial. v,,v, y vu, son las componentes de v en las 
direcciones instantáneas de X, Y y Z. 


Fig. 8-2 


Se supone que e es la velocidad angular del cuerpo y u es la velocidad lineal de m', 
ambas medidas con respecto a X”, Y' y 'Z'. Las componentes de « y u según las direcciones 


de estos ejes, se indican por u;,w; y «, y UU, y Y,, respectivamente. Entonces, según (8.1) 


se tiene, 4 =uj2'—wY”, etc. Llamando u,,u, y u, a las componentes de u en las 


direcciones instantáneas de X, Y, y Z, puede escribirse u, = U¿a,, + Ue, + Ua, etc., en 
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donde «¡1,012 y «113 son los cosenos directores de X con respecto a X', Y' y Z' (los mismos 
que con relación a X1, Y, y Z1). Por tanto, 


u, = (0,2 — w'Y a, + (v,2' — 0/20,» + (w/y” — 0,2), 


Eliminando a x', y' y 2'* por medio de x' = xa; + yaz1 + 231, etc., se concluye de inme- 
diato (se dejan los detalles al lector; véase el apéndice) que 


U, = 0 2—wy en donde u, = ua, + 0/0), + 0%, 
z die ón l 
Y esta componente es igual a la de e en la dirección de Y. Igualmente, «w, es la componente 


de e» en la dirección de Z, etc. 


Suponiendo ahora que O lleva una velocidad vo en el espacio inercial, con componentes 
Vox» Voy Y Voz €n las direcciones instantáneas de X, Y y Z, las componentes U,, U, 
y uv, de la velocidad en el espacio inercial de m', en las direcciones de esos mismos ejes, 
pueden expresarse como 

| v, = Voz + w,2 0 o, Y, 5 Voy Fo,Y ee w,*, V, - Voz E WU 2% Y Í (8.3) 


C. Resúmen de aspectos importantes relacionados con (8.3). 


El significado completo y la importancia de estas relaciones pueden aclararse al consi- 
derar las afirmaciones que siguen, así como con el estudio de los ejemplos que más adelante 
se incluyen. 


(a) Como se supuso en la deducción de (8.3), el origen O debe estar adherido a un punto 
(cualquiera) del cuerpo. 


(b) Como se ve claramente en la deducción, las relaciones (8.3) son válidas aunque el marco 
X, Y Z (con el origen fijo en O) pueda estar girando con respecto al cuerpo. Naturalmente 
este marco puede también estar “fijo al cuerpo” (sujeto rígidamente al cuerpo de modo 
que participe de todos sus movimientos). En el primer caso x, y y z son variables y en 
el segundo, constantes. En la práctica, casi siempre se emplean ejes fijos al cuerpo. 


(c) Es preciso expresar Vox, Uoy Y Voz de tal modo que den las componentes de vo, la 
velocidad en el espacio inercial de O (figura 8-2) en las direcciones instantáneas de X, 
Y y Z (los ejemplos demostrarán cómo puede hacerse esto). 


(d) Para una localización determinada de O, Vox, Voy Y Voz son iguales para cualquier 
partícula considerada (independientemente de los valores de x, y y 2). Por tanto, vo 
representa una velocidad lineal para todo el cuerpo. 


(e) En general, la magnitud y dirección de vo depende de la localización de O. Por ejemplo, 
imagínese un cuerpo fijo ef el espacio en un punto p. Ubicando a O en p, Vo; = Voy = 
Voz = 0. Pero esto no es cierto para otra localización cualquiera de O. 


(f) Teniendo en cuenta los problemas de dinámica que siguen, la velocidad angular total 
del cuerpo, e, se mide siempre con respecto a un marco inercial, o, lo que es lo mismo, 
con respecto a unos ejes como X”', Y' y Z', que no se encuentren girando (Figura 8-2). 


(g) Las componentes w,, w, Y «w, se expresan de tal modo que representan las compo- 
nentes de e según las direcciones instantáneas de X, Y y Z. (Véanse los ejemplos.) 


(h) Independientemente de la localización de O en el cuerpo, « tiene siempre la misma mag- 
nitud y dirección. Como se ve con claridad en la deducción de (8.3), para cualquier 
localización de O, e se considera siempre orientado en la misma dirección de la recta Oa, 
que pasa por O. Esto quiere decir que el vector puede desplazarse sin cambios en la direc- 
ción o en la magnitud, de un origen a otro cualquiera, en el cuerpo. (Véase el problema 8.3.) 


(1) A medida que el cuerpo se mueve en el espacio bajo la acción de ciertas fuerzas, e y vo 
en general cambiarán en magnitud y en dirección. Por otra parte, sus direcciones no son 
invariables con relación al cuerpo. 
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(¡) Las ecuaciones (8.3) son la base para expresar en forma general la energía cinética de 
un cuerpo rígido. (Véase el numeral 8.3.) 


D. Componentes de la velocidad de una partícula libre en el espacio inercial, 
en las direcciones instantáneas de un sistema de ejes móviles. 


Aunque las relaciones que siguen, (8.4), son muy útiles en ciertos problemas de partículas, 
en realidad no se requieren en forma inmediata. Á pesar de esto, este es el lugar más apro- 
piado para su deducción. 


Considérese inercial el sistema X,, Y,,Z, de la figura 8-3. Supóngase que el marco 
X, Y, Z se está desplazando y girando de una manera completamente arbitraria (como si 
estuviera adherido a la proa de un bote que se balancea, cabecea, se mueve en “zigzag”, y 
avanza, por ejemplo). La velocidad angular del marco X, Y, Z con relación a X,,Y1,Z,, 







Partícula libre 
2 Y Z5 Tp Yyo Am EN 


o = Velocidad angular del marco X, Y, Z con respecto 
— la X1,Y,,Zi. (Igual que con respecto a X', Y”, Z'.) 





011» 12 a8__—X 
yt 


q 


Y; VU, = Vo: + z + da — £,y, etc. uv, es la componente 


A A AI de la velocidad de m' en el espacio inercial, según la dirección 
pe 


instantánea de X. La componente voz» puede expresarse 
por medio de Vo, = Lp011 +. Yor12 + 200133 etc. El marco 
X, Y, Z gira alrededor de O y se desplaza de una manera 
arbitraria. Los ejes X”, Y' y Z' permanecen paralelosa X,, 
Y, y Z,, respectivamente. 


Fig. 8-3 


(oa X” Y”, Z') se indica por (2, con componentes, 2,, 2, y N, en las direcciones ins- 
tantáneas de X, Y y Z, respectivamente. Se toma vo como la velocidad de O en el espa- 
cio inercial, con componentes Voz, Voy Y Uoz, según las direcciones de X, Y y Z, respec- 
tivamente. Las coordenadas de una partícula (que no forma parte de un cuerpo rígido) son 
x1,Y1 y z1 con relación a X,, Y, y Zi, y x,y y z con respecto a X, Y y Z. La velo- 
cidad de m' en el espacio inercial se indica por v, con componentes vu,,uv,, vu, según las 
direcciones instantáneas de X, Y y Z. A continuación se obtendrán en una forma descriptiva, 
pero muy significativa las expresiones para U,,U, y U,. 

En primer lugar, supóngase que la partícula m' se halla en el punto p(x, y, z), fija al 
marco X, Y, Z. Según las ecuaciones (8.3), uv, = Uor + N,2 — Ny, etc. Pero si ahora se 
considera que m” está libre y posee una velocidad cuyas componentes con respecto a X, Y y 
Z, son %,Y y 2 (2, Y y 2 han sido medidas por un observador que se mueve con el marco 
X, Y, Z); la expresión anterior para Vz, así como las correspondientes a u, y v, se escriben 


» ». — Voz + L +02 — 024, Vy = Voy + Y + N:% — Maz, y Vz = Voz +2 + 0:Y — Dy2 (8. 4) 


Una deducción directa, aunque algo pesada, de (8.4), puede obtenerse como se sugiere 
en el problema 8.9. (Véase el ejemplo 8.2.) 
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E. Ejemplos ilustrativos del estudio de la velocidad angular de un cuerpo. 
y de la velocidad lineal de una partícula tipica. 


Ejemplo 8.1. 

El marco que sostiene el cuerpo rígido de la figura 8-4, puede girar alrededor de un eje vertical AO,, con 
velocidad angular Y. Simultáneamente el cuerpo puede girar alrededor de un eje, apoyado en los cojinetes B, 
y B2, con una velocidad angular $. Este eje forma un ángulo $ con la vertical, permanentemente. El ángulo y 
se mide como se indica y f se toma a partir de la recta ab (véase el esquema auxiliar) que permanece horizontal 
y en el mismo plano del corte indicado. 


La velocidad angular total, e , del cuerpo será, evidentemente, igual a la suma vectorial de ? y $, indepen- 
dientemente del lugar donde se hayan tomado los ejes X, Y y Z. A continuación se consideran las componentes 
de e y la velocidad lineal de una partícula típica, para diversas localizaciones del marco X, Y, Z. 


(a) Se toman los ejes X, Y y Z fijos al cuerpo, según se indica, con el origen O, en la intersección de la vertical 
AO, con el eje B,¡B3. Se traza el vector $ según la dirección de Z, y el vector y en la dirección de la 
vertical AO. Las componentes de e en las direcciones de X, Y y Z (que para esta posición de X, Y y Z se 
representan por 04,;, Way Y Wa) se obtienen tomando componentes de y y $ en las direcciones de X, 











Y y Z. Así, ¿ 
War = Y senO seno, way = y senócosó y we, = Pp + y cos (1) 
A _ X a la 
Ñ a y | en el a XY 
E | Ly Y, 2 1 
El marco X, Y, Z está fijo E | A as + Z 
al cuerpo con origen en O ; y Ls nm A B» . 2 
| 1 N Ú « $ 
A | Xx A sd pe 
e | / e 3 E Pa | 
ES AG de 
O E | 
Bu La L Po 952 
| Ba E 
| 21 
Marco “=_ ñ Corte del cuerpo, 
nds UU C De normal al eje OZ 
> 
: > Y O, l Y, 
Marco X, Yi, Z,, inercial ps 
Sa Y Velocidad angular total del cuerpo e = ¿ + é 
¿ = e 0 
e li Para los ejes fijos 
e y DRA al cuerpo, como 
dy = $+ycoso se indica 
Vox = VOy = as = 


Fig. 8-4 


Nótese que estas componentes siguen las direcciones dadas por las posiciones “instantáneas” de X .Y y Z. 
Es decir, que las relaciones (1) se han expresado de tal manera que representen w,,, W,y Y Waz Para 
una posición cualquiera de estos ejes (suponiendo que están fijos en el cuerpo, según se dijo) con respecto al 
marco X,, Y,,Z,. 

Habiendo localizado a O en la forma expresada, la velocidad de O en el espacio inercial, vo, será 
igual a cero. Así pues, Uoz = Voy = Voz = 0. Entonces, las componentes de la velocidad de m' en el es- 
pacio inercial, en las direcciones instantáneas de X, Y y Z, son [véanse las expresiones (8.3) ] 


VU = yz senó C0os$ — ($ + y cos 0)y 
Yy = ($ + Y cos 6)x — pz sen9 send (2) 
V, = yy seno seng = yz sen 9 c08 $ 


en donde x, y y z son las coordenadas de m'. 


(5) Supóngase ahora que el origen del sistema X, Y, Z se toma en p,, y que los tres ejes permanecen paralelos 
a su posición anterior. Naturalmente, la velocidad angular total no varía. Al desplazar a y a una dirección 
vertical que pase por p,, y al tomar componentes de Y y $, se obtienen exactamente las mismas expre- 
siones (1) nuevamente (puesto que el marco es ahora paralelo a su orientación anterior). 
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(c) 


(d) 


(e) 


Pero en este caso, vo = yl senó (les la distancia Op1) y su dirección es la de la recta Ob en el esque- 
ma auxiliar. Por tanto, las componentes de la velocidad de p. (el nuevo origen) en el espacio inercial, según 
las direcciones instantáneas de X, Y y Z, son 


Vo = yl sen 0 C08 £, Voy = — yl senó sen p, Vr = 0 (3) 


(Nótese que a partir de (2) se puede obtener (3), directamente, haciendo 2 =! y x =y=0. Esta técnica 
resulta importante en muchos problemas.) Entonces, las componentes de la velocidad de m'” en el espacio 
inercial, según las direcciones de los ejes en sus nuevas posiciones, son 


Vy = yl senó cos $ + [yz sen Ó c08 $ — (6 + y cos 6)y] 
Y = —ólsenoseng + [($ + y cos oz — pz sen 6 send¿] (4) 
Uy = Yy seno seno — yx senó Cos $ 


donde x, y y z se miden con relación a X, Y y Z en sus nuevas posiciones. El lector puede demostrar que 
(2) y (4) expresan los mismos valores. 


Es importante comprender perfectamente el significado de v,,v, y v,. Supóngase un observador 
que situado en la base A, mide la velocidad de m' con respecto al sistema X,, Y,,Z,. Así, v,,Uu, y 
v,, según (4), indican las componentes de v en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, respecti- 
vamente, en las posiciones que ocupan en el instante mismo en que el observador hace la medición. 


Considérese el origen del marco fijo al cuerpo, X, Y Z, en Pa (un punto cualquiera del cuerpo) con los ejes 
paralelos a sus orientaciones en (a). Las direcciones de y y $ se trasladan de las posiciones indicadas en la 
figura 8-4, a rectas paralelas que pasen por pz. Resulta así evidente que w,,, wey Y w¿, son iguales 
A Waz» Way Y Waz, Tespectivamente. 


Una manera adecuada de hallar Vo,,UVoy Y Voz para este caso, es como sigue: Se toman las 
coordenadas de p2 con respecto a X, Y, Z, en la posición de (a), como x2,yY2 y 22. Aplicando (2), 


“Vo, viene dado por 


Vor = Yo sen9 cogg — ($ + Y cos 0)Yo 


y similarmente para vo, y Uo,. (Desde luego, es posible obtener estas componentes por medio de ecua- 
ciones de trasformación adecuadas.) Entonces, el valor de v,, para el caso (c), viene dado por, 


EA = Yo sen 9 COB — (6 + y cos 0)Y2 + [y2 senó cos — ($ + y cos 0)y] (5) 


En forma similar pueden obtenerse las expresiones correspondientes a vu, y u,. Las coordenadas x, y y 2, 
en (5), se miden con relación al marco X, Y, Z en la posición correspondiente a (c). Nótese que las relaciones 
correspondientes a (5) expresan los mismos valores para v,,u, y uv, que los que se obtienen por medio de (2). 


Supóngase ahora que conservando el origen en pa, el marco X, Y, Z posee una orientación cualquiera con 
respecto al cuerpo, de modo que el eje X tiene cosenos directores a,,, a12 y «13, con relación al mismo 
marco AX, Y, Z, en su orientación de (a), etc. Las componentes, war, Way Y Waz, de e, en este caso se 
expresan, 
Wdz = Wgr%]] + Oay%12 + Ogza13, etc, (6) 


Llamando uo,,Uo, y Uoz, las componentes de la velocidad de pz en el espacio inercial, en las direc- 
ciones instantáneas de X, Y y Z, la expresión de uo,, será 
Udx = Voxt11 + Voya12 + Vozara, tte. (7) 


A partir de (6) y (7) pueden expresarse de inmediato las componentes uo,,Uo, y Uo, de la velocidad 
de m' en el espacio inercial. Nótese que para una orientación cualquiera del marco correspondiente a (d), con 
relación a X, Y Z en (a), se deben conocer los valores de a, a12, «+13, etc. Lo anterior merece un estudio 
cuidadoso. 


Considérense los ejes estacionarios X”, Y” y Z”, paralelos a X¡, Y,, y Z, pero con el origen en O. Se observa 
que las componentes de e en las direcciones de estos ejes, son 


07 = $senocosp, , = $ sens seng, oí = $p+¿c0s0 (8) 


En este caso vo = 0. Así, las componentes de la velocidad de m' en el espacio inercial, según estos ejes fijos, 
serán, v, = ¿z' sen 0 sen $ — (Y + $ cos 6)y”, etc., en donde x', y' y z' son las coordenadas de m', con 
respecto a X”, Y', Z'. A medida que el cuerpo se mueve, estas coordenadas cambian de valor. 


Nota. Las componentes de e en las direcciones de X,, Y, y Z,, indicadas en la figura, serán 
iguales a las expresadas por (8), quedando O, en reposo. Las componentes de la velocidad de m' en el 
espacio inercial, según las direcciones de X,, Y, y Zi, ¿estarán dadas por v;,, = $, sen 6 sen y — 
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(y + $ COS 6)Y1, etc.? Aquí, x1,y y z, son las coordenadas de m' con respecto al marco X,,Y,, 
Z,. (Véase el numeral 8.2C(a).) 


Ejemplo 8.2. 

El disco D, de la figura 8-5, puede girar libremente alrededor del eje bc, con velocidad angular $, en donde 4 
se mide con respecto al eje, según lo señala el indicador pz. Simultáneamente, el soporte ab puede girar con 
velocidad angular y, en donde y es el ángulo entre el plano fijo X,Z, y el giratorio abc. 


La velocidad angular total de D, e, es igual a la suma vectorial de $ y y. Desplazando Y a O, y tomando 
componentes en las direcciones de los pS X, Y y Z, se observa que, como en ejemplo 8.1, 


rn Y senó seng, oy = y send C089$ y 0 = $ + y coso (1) 


Y 


- 


En forma semejante, las componentes Wiz» w1y Y wz, segúr los ejes fijos, son 
Ulr = $ seng CogY, — y = $ seno seny y 012 = y + ¿c0809 (2) 


La magnitud de la velocidad angular total de D, viene dada por 
o = d+ Ate? = (toto J02 = (824 42 + 24) cos 6)1/2 (3) 


La dirección de e con respecto a los ejes móviles X, Y y Z, está determinada por los cosenos directores, | m y n, 


en donde a 
E y sen9 seng 


TEST Y RIDE TOPE 8.5 
(92 + y2 + 24y cos 9)1/2 (05) 


Plano del disco 
ES . 
A 
A | 
My só 
> E es 
a] Ss, 
o E N-> o y E 
sg" 
D 


y sen(ó seno 


Uy = 
uy = Y seno c06 $ 
dy = ¿+4$co80 





Fig. 8-5 


Igualmente, los cosenos directores l,,m, y ny de «e, con respecto a X, Y¡ Zi, son 


ml $ sen 9 cos y 


MA A A an 
3 ($? + y? + 26y cos 0)!1/2 


Las componentes de la velocidad de una partícula típica de D, en el espacio inercial, con relación a los ejes 
X, Y y Z, se obtienen de la manera indicada en el ejemplo 8.1(b). 


Como ilustración sobre.el uso de las ecuaciones (8.4), supóngase que el movimiento de una partícula libre 
(que no forma parte de D), de masa m, y sujeta a la acción de una fuerza externa f, se ha expresado con relación 
al marco X, Y, Z, de la figura 8-5. Aplicando (8.4) se observa que la componente v,, de la velocidad de m en el 
espacio inercial, según la dirección de X (véanse las expresiones (4) del ejemplo 8.1), están dadas por 


VU = % + ja seno coso + [yz senó cos $ — y($ + y cos 6)] 
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con expresiones semejantes para v, y U,. Al aplicar las ecuaciones de Lagrange a T = Im(v2 + vi + vu), 
se obtienen las ecuaciones del movimiento deseadas. 


Ejemplo 8.3. 

Los discos D,,D2 y Dj3 están montados, uno sobre otro, como se muestra en la figura 8-6. Los ángulos 
01,02 y 03 se miden con relación a A,B y C, respectivamente, según lo señalan los indicadores pi, P2 
y p3. Las velocidades, ó, A y 0, consideradas como vectores, se indican por medio de las flechas adecuadas. 
Concentraremos la atención en D3. Se desplazan ó y 0, al origen O, según se indica, y la velocidad angular 
total de Da, e, es igual a la suma vectorial e = 0,+0, +03. El lector puede demostrar, de inmediato, que 
las componentes de e según los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, son (véase el diagrama auxiliar a la derecha), 


VW = (0, cos a + 62 cos $) sen 03, ay = (6, c08 a + 03 cos f) cos %z y u%j = Ós + ó, sena + 03 senf (1) 


Considerando una partícula típica m', en D, con coordenadas x, y y z con respecto al marco X, Y, Z, las 
componentes de la velocidad de m' en el espacio inercial según estos mismos ejes, serán U, = Uoz + 4,2 — W,JY, 
etc., en donde vo,,Uo, Y Vo, son, desde luego, las componentes de la velocidad O en el espacio inercial, 
según X, Y, Z. Las expresiones para vo,, etc., en este caso, resultan algo complicadas, pero pueden hallarse sin 
dificultad mayor. (Véase el problema 8.12(c).) 


Se observa que las componentes de e en las direcciones de los ejes X,, Y, y Z,, son 
Wiz = [92 sen(8— a) + 63 c08 a] c080,, y = [62 sen(8—a) + 63 cos e] seng,, 
. . . 2 
Wiz = 0, + 0g cos (8 — a) + 6gsen « (2) 


La magnitud y la dirección de «e puede hallarse tal como se hizo en el ejemplo 8.2. 





Marco X,, Y,,Z, fijo en el espacio 





Fig. 8-6 


Como ejercicios adicionales relacionados con el manejo de la velocidad angular, el lector 
puede comprobar las expresiones de w,,w, y w, dadas en el ejemplo 8.13, o las ecua- 
ciones (8.11). 


F. El torque como magnitud vectorial. 


Para demostrar la naturaleza vectorial del torque se procede de la siguiente manera: 
Supóngase que una fuerza F(f,,f,,f,) actúa sobre el cuerpo de la figura: 8-7, en el punto 
P(x, y, 2). El torque r ejercido por tal fuerza, con respecto a una recta cualquiera, Oa, cuyos 
cosenos directores son !, m y n, y que se supone pasa por el origen, se define como 7 = F'h, en 
donde h es la distancia normal que va desde p hasta Oa, y F' es la componente de F perpen- 


y pos ea 
Y pan 
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dicular al plano Oap. Por otra parte, F'= f,01 + f,a2 + faz, en donde a, a2 y az 
son los cosenos directores de la normal mencionada y vienen dados por (8.0). Remplazando 
F*, introduciendo las expresiones de las « y sumando todas las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo, se obtiene la siguiente expresión para el torque total con respecto a Ou, 


Ta = Df, y—f,2) + MD (,2— f,2) + n Y (f,2 — f,y) (8.6) 





A A A A O A A A A O ri 


Como puede observarse en el diagrama, 
Tt."= f.y —f,2, ete. 





Las fuerzas F, F,,F2,... actúan sobre el cuerpo 


Fig. 8-1 


Por la definición original de torque (o por una inspección directa de la figura 8-7) se observa 
que > (f.y —f,z) es el torque que el conjunto de todas las fuerzas ejerce con respecto 
a X, etc. Es decir, 


n= DUy-12 1= DA:-1£% 7, = Df, e-fy) (8.7) 
Por tanto, puede escribirse, To = T¿L + 7,M + 7,n (8.8) 


en donde puede notarse que r¿, es la componente de un vector 7, compuesto por 7,, 7, 
y 7, según se ha expresado en (8.7). La magnitud de r está dada por 7 = (rí +77 +72)” y 
su orientación por 7,/r, etc. Es necesario tener en cuenta que en (8.7), x, y y z son las coor- 
denadas del punto de aplicación de cada una de las fuerzas. Obsérvese que el análisis anterior 
del torque, en notación vectorial, es equivalente a 


rr = MrxF = ¡2 (hy —f,2) +) (1,2 -f,2) + k Y (1,2 — f.9) 
(Véase el capítulo 18.) 


8.3 Expresión general de la energía cinética de un cuerpo rigido libre. 


Según la interpretación del numeral 8.2C, las ecuaciones (8.3) expresan las componentes 
de la velocidad de una partícula cualquiera de un cuerpo rígido (Figura 8-2) en el espacio 
inercial. Así, la expresión general de T, se obtiene remplazando estas relaciones en T = 


4) w'(ví + ví+v%). Agrupando términos, 
T = IMl(0,, +0, +07) + $02 2 m(y +2) + dul Y) m(2 + y?) 
+ Fu? »A m (x? + y?) — 0,0, Ss Mxy — 00. > mz — 0,0, > m'yz (8 9) 
+ Doslo, 22 — 0, WY) + 0, (0, ) 102 — o, D 12) 


+ 0, (0, Y, My — a, D, M2) 
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lo cual evidentemente toma la forma, 


T = IM v5 + 31 q + Lo; +1 ¿O — 21,000, dl 21,,0,0, Ml 21,,0,0, 


(8.10) 
+ M[v,.,(u,2 — w.Y) +- Y (E => w,2) + Vol, Y = w,T) 


Expresión general de la energía cinética de un cuerpo rígido. 


8.4 Resumen de algunas consideraciones importantes con relación a 7. 


(a) Como ya se ha dicho, « es la velocidad angular del cuerpo, con respecto al espacio inercial, 


(b) 


(c 


dl 


(d 


a” 


(A) 


8.5 


y vo es la velocidad lineal de O, también en el espacio inercial. Las componentes de e 
y vo, en las direcciones instantáneas de X, Y, Z, se expresan por w,, w, Y W, y 
Vox, Voy Y Voz, respectivamente, y deben escribirse en función de coordenadas espe- 
cíficas. Como se demostrará en los ejemplos, no es difícil expresar estas magnitudes de 
manera que se satisfagan los requisitos mencionados, independientemente de la orienta- 
ción del marco X, Y, Z. Tanto [,,IÍ,,, etc. como Z,Y y Z, se han de determinar 
con relación al marco X, Y, Z (Fig. 8-2). 


Habiendo determinado w,, [,, vo,, etc., como se indicó, la expresión (8.10) es válida 
para el caso en que X, Y, Z esté fijo al cuerpo o para cuando esté girando con relación al 
cuerpo, alrededor de O, de una manera cualquiera. Esto incluye el caso en que X, Y, Z 
tenga una orientación fija. Sin embargo, debe recordarse que O se ha supuesto adherido 
al cuerpo. 


En el caso en que X, Y, Z pueda girar con respecto al cuerpo, los valores de x, y y 2, 
en (8.9), serán naturalmente variables. Entonces, tanto 1,,1Í,,, etc., como TY y Z 
habrán de variar con el movimiento. Como es de esperarse esto introduce complicaciones, 
pero si se desea utilizar este tipo de marco (lo cual sucede rara vez) las dificultades no 


son insalvables. (Véase el numeral 8.9, ejemplo 8.19.) 


Si se considera el marco X, Y, Z fijo al cuerpo, l1,,[,,, etc., y %,Y y 2 son constantes. 
Por esto, los ejes fijos al cuerpo se emplean en casi todos los casos, pero de todas formas 
es preciso tener en cuenta las afirmaciones hechas en (a). (Véanse los problemas 7.24 


y 7.25.) 


Con ciertas condiciones, que se encuentran con frecuencia, aunque no siempre son con- 
venientes, la expresión (8.10) puede ser simplificada notablemente. Si O está en el centro 
de masa, ¿=Yy=2=0 y el último término de (8.10) se hace igual a cero. Nótese que 
esto es correcto aun en el caso en que X, Y, Z no esté rígidamente adherido al cuerpo 
(excepto en el punto O). Si un punto cualquiera del cuerpo se halla fijo a un marco 
inercial, y O se encuentra en ese punto; Vo, = UVa, = Vo, = O y en este caso, tanto el 
último como el primer término, se anulan. Si por ejemplo, O se encuentra en el centro 
de masa y los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z se han orientado de modo que coincidan con 
los ejes principales de inercia, 


T = Mv, + Kllo2+ 02410? 
donde 17,17 e 1? son constantes. 


Al lector le puede parecer que el sencillo principio básico de la energía cinética se ha 
perdido por completo de vista en la enorme expresión (8.10). Sin embargo, resulta evi- 


dente en la deducción de (8.9) que T, según (8.10), básicamente es igual a 4 ), m'v?. 


Planteamiento de las ecuaciones del movimiento. 


Como se vio anteriormente, una vez que se ha expresado T' [relación (8.10)] en fun- 


ción del número de coordenadas adecuadas, se obtienen las ecuaciones del movimiento del 
cuerpo rígido de la manera acostumbrada, por medio de la aplicación de las ecuaciones de 
Lagrange. Puede decirse lo mismo para un sistema de cuerpos. 
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Naturalmente es posible que existan restricciones. En este caso deben eliminarse las 
coordenadas superfluas de T, tal como se ha indicado en los capítulos anteriores. (Se supone 
aquí que se está tratando con sistemas holónomos. Véase el numeral 9.12.) Un cuerpo rígido 
libre tiene seis grados de libertad. Así, para c cuerpos, n = 6c — (grados de restricción). 
(Véase el numeral 2.4.) 

Las fuerzas generalizadas no presentan ninguna dificultad; su significado es el mismo 
que tienen en la dinámica de las partículas y el procedimiento básico para obtener expresiones 
de Fy, es el mismo que se describió en el numeral 4.5. 


Los ejemplos siguientes sobre grados de libertad (g.1.) pueden ser de utilidad. 

Un cuerpo completamente libre, g.l. = 6; un punto restringido a moverse en un plano, g.l. = 5; dos puntos 
encerrados en un plano, g.l. = 4; un punto fijo en el espacio, g.l. = 3; tres puntos cualesquiera, no colineales, 
sujetos a un plano, g.l. = 3; el giroscopio de la figura 8-18, g.1. = 3; la figura 8-12, suponiendo que el disco puede 
deslizarse a lo largo de ab, g.l. = 3; el disco de la figura 8-12, fijo al eje, g.1l. = 2; el disco de la figura 8-13, que 
rueda sin resbalar sobre el plano rugoso X,Y,, con una unión esférica en p. g.1. = 1; dos puntos cualesquiera 
de un cuerpo rígido fijo en el espacio, g.l. = 1; el péndulo de cuerpo rígido de la figura 8-19, con r constante, 
g.1. = 5; el sistema de la figura 8-14, completo, con el bloque B libre de deslizarse sobre el plano X,Y,, g.l. = 5; 
el sistema de la figura 8-15, completo, con el bloque A libre de deslizarse sobre el plano X.Y, g.1. = 6; las masas 
de la figura 8-20, g.l. == 9; dos cuerpos conectados por resortes, libres de moverse en el espacio, g.1. == 12. Debe 
recordarse que la presencia de cualquier tipo de fuerzas, diferentes de las de restricción, no altera el número de 
grados de libertad. B 


Nota. En el estudio de los cuerpos rígidos, pueden encontrarse dificultades al tratar de 


visualizar los ángulos y el movimiento en el espacio. La solución a este problema es un modelo 
sencillo. 


8.6 Ejemplos ilustrativos de la energía cinética y las ecuaciones 
del movimiento. 


En todos los ejemplos que siguen se han empleado ejes fijos al cuerpo. En general, este es 
el procedimiento más conveniente. El uso de ejes de “dirección fija” se ilustra en el nu- 
meral 8.9. | 


Ejemplo 8.4. 

En la figura 8-8 se muestran tres representaciones de un péndulo físico, que consiste en una lámina articulada 
en p, que puede oscilar en un plano vertical hasta un ángulo 0. Para entender mejor (8.10) se consideran las 
expresiones de T' correspondientes a tres localizaciones diferentes de los ejes fijos al cuerpo. 












21M. 
(Lo, Yo) 


US 





M 





(a) (b) 
Fig. 8-8 
(1) Suponiendo los ejes X, Y y Z localizados como se- indica en (a), con Z normal al dibujo, se observa que 
u=w=0 y u,= 6. Como el origen es estacionario, Vo, = Vo, = Vo, = 0. Por tanto, (8.10) se reduce 
a T= 31,82, como podría esperarse teniendo en cuenta consideraciones elementales. 


(2) En (b) el origen está en el c.m. Nuevamente se tiene, v,*=w,=0 y u, = 6. En este caso, vo, = 15, 
Voy =0V0,=0 y 2£=y=2=0. Por tanto, T = 4MR02 + 41,92. 
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(3) 


En el caso (c) los ejes están orientados de una manera más general. Como en el caso anterior, w, =w, = 0 
Y W; = 6. Pero, Vo, = rÓ cosa, Voy = —ró sena, Vo, = O y ¿y y tienen los valores indicados. Por tanto, 
T = ¿Mr?0? + $1,0? — Mr6l(z sena + y cosa) 

y aquí, /, se ha tomado con respecto al eje Z en la posiciór. indicada. 


El lector puede demostrar que las expresiones de T' en (2) y (3), se reducen a la dada en (1). Nótese 
que /,, al aparecer en (1), (2) y (3), indica diferentes cantidades. 


La ecuación del movimiento se halla aplicando la ecuación de Lagrange a cualquiera de las formas de T. 
En cualquier caso, Fg = — Mgl sen. 


Ejemplo 8.5. 


La lámina de la figura 8-9 puede moverse libremente en el plano X,Y, bajo la acción de las fuerzas co- 


nocidas F) y Fa. 


(a) 


(b) 


(c) 





Fig. 8-9 


Los ejes X, Y y Z se hallan adheridos a la lámina con el origen O en un punto cualquiera. Grados de libertad 
(g.1.) = 3. Se toman como coordenadas adecuadas x,y y 0. Se tiene en este caso, w, =w,= 0 y w, = 0. 
Se observa además que vo, = % cosó + y sen 0, Vo, = y cos 0 — Zsenó y vo, = 0. (Nótese que Vox 
y Vo, son las componentes de la velocidad de O, tomades en las direcciones instantáneas de X y Y, 
respectivamente.) Por tanto, (8.10) conduce a 


T = ¿M(2+Y2) + $1,82 + Mó[(42— 2) coso — (22 + $9) seno] (1) 


de donde pueden obtenerse inmediatamente las ecuaciones del movimiento correspondientes a x,y y 0. 
Por ejemplo, la ecuación para 0 será, 


1,0 + My 2 = ee $) 086 — (22 + y) seno] = Fo 
Llamando Li» Yi y 2%b,Y2, las coordenadas de los puntos de aplicación de las fuerzas F, y F2, con relación 
al sistema X, Y, 
Fy = To = fiy %1 — fizyi + fay 22 — fox 
donde f.. y fi, son las componentes de F,, según X y Y, etc. 
Nótese que las fuerzas generalizadas correspondientes a x y a y, son F,= fiz+ faz Y F,y= fi, + f2y- 


Resulta interesante e instructivo determinar T directamente por medio de la evaluación de la integral 


TS > | + am (2) 

donde dm*' es un elemento de masa de coordenadas x,,y, con relación al marco X,, Y,. Se tiene entonces, 
y = LH 2LmC089 — Ym sen, Y = Y + Timsenó + Ym 086 (3) 

donde xn,Y, son las coordenadas de dm' con relación a X, Y. Tomando la derivada de (3), rempla- 


zando en (2) e integrando, se obtiene (1). (Tómese dm'= »dxndy,; p = densidad superficial uniforme.) 


La expresión (/) para T, y las ecuaciones del movimiento correspondientes, resultan algo complicadas. Sin 
embargo, si se localiza O en el centro de masa, 2£2=Yy=2=0 y 


T = ¿M(2 +y2) + 31,82 
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Por tanto, las ecuaciones del movimiento se simplifican en gran parte. Las fuerzas generalizadas se obtienen 
como en (a). 


Ejemplo 8.6. . 
La lámina de la figura 8-10(1) se encuentra suspendida por un hilo de longitud constante r, y puede oscilar 
en el plano vertical, como un “péndulo doble”. 






Alambre | 
1 ds y 

rígido 
Yy= bx; 





Fig. 8-10 


(a) Tomando los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, según se indica, las coordenadas adecuadas seleccionadas 
serán 0 y $. Se ve que w,=w,=0, w, = é, (0, 7 0+ 4) y U0o= ro. Las componentes vo, Y Vo, 
de Y,, se toman en las direcciones de X y Y. Entonces, Vo, = ró sen ($ — 6) y vo, = ró cos (9 — 0). 
Así pues, ñ d .. 

T = ¿Mr? + Jl,9? + Mrop[í cos ($ — 0) — y sen ($ — 0)) 

de donde se obtienen las ecuaciones del movimiento en forma inmediata. Las expresiones para Fg y F¿ se 

hallan de la manera acostumbrada, teniendo en cuenta que Mg actúa en el c.m. 


(b) A manera de variación del problema anterior, supóngase que el punto O de la lámina puede deslizarse libre- 
mente a lo largo de la línea parabólica lisa, y, = bxí, como se ilustra en la figura 8-10(2). En este caso se 


observa, ns ¿ A ; ; 
ve = (41+Y) Vr = T¡SeN$— Y, C0BH, Voy = %,C08G + Yyseng 


y además, T = JM(<; + ye) + $1, 9 + Mo[2(z, cos ¿ + Y, seng) — H(t, seng — y, cos $)] 


Es posible eliminar, por ejemplo, Yi» por medio de Yi = 2bx,%, y así, determinar las ecuaciones del movi- 
miento correspondientes a x, y ¿, en forma inmediata. 


Ejemplo 8.7. 

Una varilla delgada, de masa p por unidad de longitud, y longitud total L, puede girar hasta un ángulo 682, 
alrededor de un eje horizontal sobre el cojinete en O, como se indica en la figura 8-11. Este cojinete está adherido 
al brazo horizontal AB. Determinar, por integración directa, la energía cinética de la varilla y comparar el resultado 
con el que se obtiene al aplicar la relación (8.10). 


Zy 


Fijo en el espacio A mn 


"e, 


ve E. p 
y " 
, ll a 
h a 
hi mi 





Y, 





au = —b2, Yy = 0, C08 07, w, = AN sen 03 
Con respecto a los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z. 


So, = —¿$y sen 9, e = Ós C08 8), We, =4, 


Con respecto a los ejes fijos en el espacio, X¡, Y, y Zi- 


Fig. 8-11 
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Como puede observarse, la ecuación que define la energía cinética, T = 1 v? dm puede escribirse, 
1 E es o 
— = 3S, [(R + Lsen 03322 + 152] di 
en L o ri e E e L 

osea, T = qu / pdl + $47 sento, | pd + Rol sen 67 /| pldl + 3 f pl? dl 

0 0 0 0 
Jo cual, por simple inspección, puede ponerse en la forma, 

T = ¿UR%? + fé sen?o + MjRO? senos + JH,0% 


El lector puede demostrar que la aplicación adecuada de (8.10) conduce a la misma expresión de T. 


Ejemplo 8.8. 

En la figura 8-12, el disco uniforme D puede girar con velocidad angular $, con respecto al marco de soporte, 
Simultáneamente, el marco gira con velocidad angular P, alrededor del eje vertical, midiéndose el ángulo y, 
entre Y, y el plano cOa. Para hallar T' para el disco, se toman los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, con origen O 
en el c.m. Se tiene entonces, 2=y=2=0. Como el c.m. está en reposo, Vo, = Voy = Voz = O. Al observar 
las dos figuras se concluye que | 


Uy = y send seng, y = y senó cos y, Wz = $ + y cos 0 
Nótese que dE = 1, y L[,, = L,, = [,, = 0. Por tanto, 
T = )1,$2sento + H.ló + y cos 6)? 
Si el marco (cuyo momento de inercia es /,) debe tenerse en cuenta, sencillamente se añade el término J1,Y?. 


Para cualquier sistema de fuerzas que se encuentren, es posible escribir ahora las ecuaciones del movimiento. 











Ur 


y sen O sen $ 
y sen 0 Cos $ 
$ + y coso 


E 
$ 
MMM 


We 





Fig. 8-12 


Ejemplo 8.9. 

Considerar nuevamente el disco D de la figura 8-12. Por razones pedagógicas se toman los ejes fijos al 
cuerpo, X, Y y Z, paralelos a los indicados, pero con el origen en O,. (O, está en el centro del eje, a una dis- 
tancia | de O.) En este caso w,, w, y w, son iguales a los valores que tenían en el caso anterior, y 


Ff= y=0, 2 = +, Vor = — ly sen 9 cos q, Voy = y senó sen $ 


lada O ads 
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Por tanto, 
o 0 o o 0 
T = MP4senlo + fl Ysento + H.ló + y cos0)3 — MP4? sen? 9 
donde /, se toma con respecto a X en su nueva posición. El lector puede demostrar que esta expresión se reduce 
de inmediato a la del ejemplo 8.8. Las ecuaciones del movimiento se encuentran en seguida. 


Naturalmente el origen del sistema fijo al cuerpo puede localizarse en cualquier punto de éste, y los ejes pueden 
tener cualquier orientación. Sin embargo, resulta claro que ciertas localizaciones y orientaciones son más conve- 
nientes que otras. 


Ejemplo 8.10. 

Supóngase que en la figura 8-12 se ha remplazado el disco por un cuerpo rígido de forma. arbitraria. Se toman 
los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, tal como se muestra en la figura. Se supone además que el c.m. no coincide con 
el origen y que X, Y y Z no son ejes principales. 


(a) Como vo = 0, tanto el primero como el último término de (8.10) se anulan a pesar de que el c.m. no esté 
localizado en O. Por tanto, 
Tr = [Z.,y? sen? 9 senlg + 1,42sen? 6 cost4 + 1,(6 + y cos 9)2] 
— [L, y? sen29 seng coso + Lz(y senó se. p)l(ó + y coso) + Lyz (y sen 6 cos $X$ + y cos 9)] 


(b) A manera de extensión del ejemplo, se toman los ejes fijos al cuerpo, X,, Y, y Z, (con el origen en O), en 
las direcciones de los ejes principales de inercia del cuerpo. Sean «1, «12 y «13, los cosenos directores 
de X, con relación a X, Y y Z, etc. Los productos de inercia se anulan pero se necesita conocer las compo- 
nentes de «e (w1,w2z,wa), en las direcciones de X,,Y, y Z, que son 


uy = (y sen Y sen ¿$)ar: + 4 senó cos $)a19 + (4 + y cos 9%a13» etc. 


Finalmente puede escribirse, e — Hizoj + Do + 124%] 


(c) Como demostración adicional de los principios básicos, considérense los ejes fijos al cuerpo, X”', Y' y Z', 
orientados en forma arbitraria, y con el origen O” localizado en cualquier punto del cuerpo. Sean x, y y z las 
coordenadas de O' con relación a los ejes X, Y y Z representados en la figura. Los cosenos directores de X” 
con respecto a X, Y y Z se representan por B11, Pra y $13, etc. 


Las componentes de vpo», la velocidad de O' con respecto a Xy, Y, y Z,, en las direcciones de 
X, Y y Z, serán 
VUz = 0,2% — 024, Vy = 08 — 02, Y Uy = 07 Y — UyZ 
Por tanto, vw = “+ uy +? (1) 


Las componentes de vo», según las direcciones de X', Y" y Z', son 
Vo'rz = VzBr1 + VyBra + V¿Big, ete. (2) 
Y las componentes de e en las direcciones de estos mismos ejes, vienen dadas por 


oz = 07B11 + 0,813 + 02B13, ete. (3) 


Así pues, al remplazar (1), (2) y (3), junto con los valores dados de 2,Y y 2, así como los de po AN 
etc., en (8.10), se obtiene T. 


Ejemplo 8.11. 

El disco pesado de la figura 8-13 puede rodar sin resbalar, en contacto con el plano rugoso X,Y,. Si se 
toman los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, con el origen en O, y con Z en la misma dirección del eje Oc (no se indican 
las direcciones de X y Y), se observa que 


0 o o 
Wx = y send seng, 0, = y senó9 cos ¿, Wy = $ + y C0s0 
tal como en la figura 8-5. En este caso, 9 = constante, senó = r,/r3, C0s0 = r2/ra y ray = —raó. Por 
tanto, 
Jo de e Y . A 
(4) —_ > n = — <= —— 
z rg ?, Oy Y ra COS, y wz Y ars 


Además, como ¿/_=l1,, e I,,=lL,=1,=0 (se mide y desde Y, hasta la proyección de OZ sobre el 
plano X, Y,) : 
== HL (a + w) + 1202] 
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de donde se puede obtener la siguiente ecuación del movimiento 


r AN». 

2(r, + 1.3) y = —Myglsene seny 

para lo cual se ha supuesto que el plano X,Y, está inclinado un ángulo « con Y, siguiendo la dirección de 
la inclinación, y y medido desde Y, hasta la proyección de Z en el plano X,Y,. Véase el experimento sugerido, 
al final del capítulo. Véase además el análisis de este mismo problema según el método de Euler, en el ejemplo 9.6. 
Por último, véase el ejemplo 12.5. 


Y senó seng 
y senó C03 $ 
¿ + y cos 0 





Y, 
La punta de la varilla permanece en O, en tanto que el disco D, ] e . 
rueda sin resbalar, en contacto con el plano X,Y,. Los ejes X, do A “ 
p.3. Y y Z están fijos al cuerpo y tienen el orígen en O. (No se indican A sl 
ni X ni Y.) > 
Fi 8 13 1] e A in 
eS $ o 
q 
Ejemplo 8.12. ds 


La masa M, de la figura 8-14, puede deslizarse y girar libremente con respecto a la varilla ab, la cual está 
rígidamente adherida al bloque B. Este último bloque puede deslizarse en contacto con el plano X¡Y;,. A con- 
tinuación se indican, esquemáticamente, las etapas para hallar la energía cinética T del sistema, en función de las 
coordenadas x,,y1,r,01 y 02. 







C Aj1» 12 013 / 





eS 
X, E paralelo al plano X, Y, 





Fig. 8-14 
Se toman los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, para.M,. Los cosenos directores de X, con relación a los ejes 
inerciales X,, Y, y Z,, se representan por «ai, 412 y «13, etc. En la figura se observa 
Wp = A cos B sen 0», y = Ós C08sfB C0863, 0%. = ó, sen B + 03 


donde 4, es la posición angular de B con relación a X,, y 02 se mide con respecto a la varilla. Si x>2,y2 
y 22 son las coordenadas de O en el marco X,, Y,,Zi, 


Za = Y%, + Trcosf c030,, Ya = Y, + Y cos f sen9,, Zg = rsenf + constante 
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y se puede obtener vy = (12 + Ya + 22)1/2. Las componentes de vo según -X, Y y Z, vienen dadas por vo, = 
Lor] + Yo%;9 + gas, etc. Entonces, con valores conocidos para 2,4, Z, Iz» T yy, etc., con relación a los ejes 
fijos al cuerpo, se llega en seguida al valor de T, para M,, a partir de (8.10). 


La energía cinética de M2 es sencillamente T, = JM% +9) + 310% donde J es el momento de inercia 
del bloque con respecto a la línea a trazos. (Para simplificar se ha supuesto que la línea a trazos vertical que pasa 
por (x,,y1) corta el c.m. de B.) Así, para todo el sistema, T = T,+ Ta. 


Para cualquier sistema de fuerzas actuante, se llega en seguida a las ecuaciones del movimiento por medio 
de la aplicación de las ecuaciones de Lagrange, en la forma acostumbrada. En estas ecuaciones no aparecen las 
fuerzas de restricción, como la que se origina entre la' varilla y M,. Nótese que «aj,, 412 Y as3, etc., pueden 
expresarse en función de 9,,02 y f. 


Por ejemplo, 4 = —(sen9, 008 9, + c08 6, sen 02 sen B), 
12 = CO08 6, COS 9, — sen 6, send, sen f, «aj = senda cos B, etc. 


Ejemplo 8.13. 


El soporte A de la figura 8-15 puede desplazarse a cualquier posición sobre el plano "X,Y,. El cuerpo rígido 


puede girar con velocidad angular B, alrededor del eje ab, el cual está articulado en O y puede oscilar en un plano 
vertical. El ángulo 6, se mide con respecto a X,, 62 se mide con relación a A, 03 como se indica, y f£ con 
respecto al eje ab. A continuación se enumeran esquemáticamente las etapas para hallar la energía cinética T' de 
este sistema. | 


Se toman los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, con origen en O y Z en la dirección de ba. La velocidad ós es 


horizontal y siempre normal al plano abc. La velocidad angular de la plataforma B es 6, +0. Con la ayuda 
del diagrama, situado a la derecha en la figura 8-14, el lector puede demostrar que 


Ur = (6, + 09) cos 63 sen B — Ó3 cos B, uy = (0, + 0.) cos 03 COS B + 6¿senf, ww; = B + (6, + 09) sen 93 


La velocidad de O, vo, y sus componentes según X, Y y Z (véase el problema 8.12(d)) puede hallarse por el mé- 
todo mepcionado en el ejemplo 8.12. La energía cinética T, de M, puede obtenerse para valores conocidos de 
2,9, y de I,,[,,, etc. Si se conocen los valores de las masas, los momentos de inercia, etc., de la varilla ab, 
de la plataforma B y del soporte A, se pueden escribir de inmediato las energías cinéticas Ta, Ty y T4. 
Entonces, T' del sistema total será igual a T, + T2+ T3 + T,, de donde es posible encontrar las ecuaciones del 
movimiento correspondientes a x1, y1, 01, 02, 03 y f en la forma usual. Es importante observar que si se 
supone que los cojinetes son lisos, las fuerzas de restricción quedan todas eliminadas de las ecuaciones del movi- 
miento, con lo cual se ilustra una*de las grandes ventajas del método de Lagrange sobre el de Euler. (Véase el 
capitulo 9.) 


Z 


d (0, + 67) COS 0g 





X, Y, Z adheridos a Mi 
con origen en O. 





Fig. 8.15 
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8.7 Definición de los ángulos de Euler. Expresión de « y sus componentes, 
en función de estos ángulos. 


(a) En la dinámica de los cuerpos rígidos se usan ampliamente los ángulos de Euler, 0, 
Y y 6, indicados en la figura 8-16. La forma de medirlos es bien sencilla. Teniendo en 
cuenta las aplicaciones que siguen inmediatamente, se supondrá que el sistema X,, Y, 
Z, está fijo en el espacio, y que el cuerpo rígido puede girar de cualquier manera, con 
uno de sus puntos fijos en O. Los ejes X, Y y Z se hallan adheridos al cuerpo, y el ángulo 
entre Z, y Z se denomina 0. La recta ON queda determinada por la intersección del 
plano móvil XY con el estacionario X¡Y,. El ángulo y se mide entre X, y ON, 
y f entre ON y X. (Un modelo sencillo es muy útil para familiarizarse y poder trabajar 


con estos ángulos.) , 








| Y, A 
El cuerpo rígido gira de una (“> Sistema X, Y, Z adherido 
manera cualquiera alrededor L; a al cuerpo. 
del punto fijo, O. y 
y EY, z o 
Lo o Ys a sy ) S 
ed E fe H eS DA 
PL A, Plano XY 





pr? 
f 
j 


fa : j 
É Í Ñ E A 


se ad 
dE 


EN 





L AS 
A 
A 





ON = Intersección de .0s ___/ doo 
planos XY y X.Y, 
e dl 


A 

A 7 AS A 
/ a HEAT 

Angulos de Euler 0,y,4 


Fig. 8-16 












(5) Velocidad angular del cuerpo, y sus componentes. Obsérvese que M7 y $ pueden ser con- 
siderados como vectores. cuyas direcciones serían las de ON, Zi y Z, respectivamente. 
La velocidad angular total, «, es igual a la suma vectorial de estas tres cantidades. 


Utilizando los siguientes cosenos directores (que el lector puede verificar), 


ATA o ra 
DIAN IET YD CTE TD IT 
on] cos omo Jo 


Tabla 8.1 







se concluye que tomando las componentes de b, y y 4, en las direcciones de los ejes fijos 
al cuerpo, X, Y y Z, se obtiene, 


0, = ¿sen 6 seng + Ó cosG 
o, = y senó C0B49 — Ó seng (8.11) 
o. = $ + ¿cosó 
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Entonces, por ejemplo, las componentes de la velocidad v, de una partícula típica m', en 
el espacio inercial, en las direcciones instantáneas de X, Y y Z, vienen dadas por 
v. = (y senó c084 — 6 seng)z — ($ + ” cos 0)y, ete. 


en donde x, y y z son las coordenadas de m' con respecto al sistema X, Y, Z. 


8.8 Empleo de los ángulos de Euler: Un cuerpo con movimiento arbitrario. 


Y/ 


z' eS A21» 292, Az 









P, 





Pp 
X, Y Z; Sistema SS " 
pts 4 X 
fijo al cuerpo 0 e 
lo 
o cm. ES de un + 
(2, y, 2) E Ñ 11» %13, %g 
N Ñ 
«y > 
e o N 


“Los ejes X', Y' y Z' permanecen paralelos a X., Y, y Z,, 
respectivamente. 0,4 y e son los ángulos de Euler. 
az2 = CO8 (Z, Y ¡), etc. 


Fig. 8-17 


Supóngase que el cuerpo de la figura 8-17 puede moverse bajo la acción de las fuerzas 
F|, F2, etc. Se consideran los ejes X, Y y Z fijos al cuerpo, y el sistema X', Y', Z' paralelo 
a X1,Y1,Z1, coñ su origen sujeto al cuerpo en O. Los ángulos de Euler se miden según 
se indica. Los cosenos directores de X con relación a X', Y”, Z' (y desde luego, con relación 
a X1,Y1,Z1), se representan por «j,a12 y a13, etc.; a continuación se incluye 
una tabla completa de estos valores, que deben ser verificados por el lector. 







Cosenos de los ángulos formados por X, Y, Z con Xy, Y, Z, 
. Véase la figura 8-16, o la 8-17. 






y = C03 49 COS y 201 = — sen $ Cos y 
— sen $ sen y Cos 0 — C08 y sen y cos 9 


a = CO08 4 sen — — sen q sen 
Y, ds ce z nes , y Aga = —Senó cos y 
+ seng Cos y cos 9 + Cos $ cos y cos O 
ig = send seno dog = senó C03 49 Ugg = CO03Ó6 


Tabla 8.2 


















Las componentes de la velocidad angular total «, con relación al espacio inercial, tomadas 
en las direcciones de X, Y y Z, están dadas directamente por (8.11). 
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La velocidad de O, vo, con relación al espacio inercial es vo = (4? + y? + 22)? en donde 
x1,Y1, y 2, son las coordenadas de O en el marco X|,, Y,,Z,. Desde luego, es posible 
expresar %,,y1 y Zen otro sistema de coordenadas, como el cilíndrico, o el esférico, si se desea. 


Por último, vo,, Vo, Y Voz, las componentes de vo en las direcciones instantáneas 


de X, Y y Z, se expresan por medio dev, =%e,,+Y,,, +20, etc. 


Entonces, al aplicar (8.10) puede expresarse T'en función de las seis coordenadas x;¡, y1, 
21,0, y y ó, y sus derivadas con respecto al tiempo, y al emplear las ecuaciones de La- 
grangé se obtienen las seis ecuaciones del movimiento. En el caso en que existan restricciones 
expresables por medio de ecuaciones algebraicas (del mismo tipo tratado en todos los capítulos 
anteriores), se puede eliminar de T un número correspondiente de coordenadas, en la forma 
acostumbrada. 


Supóngase, por ejemplo, que las componentes de F, paralelas a X¡, Y, y Z1, son 
fe. w Y fi, las cuales se conocen, así como las coordenadas x,, y, y z, de los puntos de 
aplicación, 'p,, en el marco X, Y, Z. En tal caso, las fuerzas generalizadas correspondientes 
a x1,y1 y 21 serán, sencillamente, 


F,, a > F,, SS 37 e Fo, = > f., 


Con el fin de hallar F, se procede de la siguiente manera: La componente de 7, el 
vector torque total, según la dirección de X, por ejemplo, viene dada por 7, = Ss (7. Yi = f,21) 
en: donde Íz, es la componente de F, en la dirección del eje fijo al cuerpo, X; etc. Se tiene 
además, Fx, = f,2 asa: Í, 0 ¡5 E he aj €tc. Habiendo determinado r,, T, Y T23 Ta = 
T, COSH$ — 7ysengó = Fo, con expresiones semejantes para 7, y T¿. Es decir, 


F  = 7,CO0SG — 7,Sseng, F. =, 
(2) Tz $ Ty $ b (8.12) 
A send seng + 7, send cos $ + 7, CO8 O | 


Si todas las fuerzas son conservativas, puede escribirse una función de la energía poten- 
cial v(xi, y1, 21, 0, Y, $) y se pueden luego obtener de inmediato todas las fuerzas 
generalizadas, a partir de Fy, =—0V/0q,. O, naturalmente, se podrá aplicar la función de 
Lagrange, L, en la forma acostumbrada. 


Como ya se demostró, tanto T' como las ecuaciones del movimiento pueden simplificarse 
notablemente al escoger adecuadamente la localización de O y la orientación de los ejes fijos 
al cuerpo. El lector puede determinar las CEPICnOnSS de las fuerzas generalizadas, suponiendo 
que se conocieran f, ,f, y f, en lugar de f£, f; Y 
Ejemplo 8.14. Ecuaciones del movimiento de un trompo. 

Imagínese el cuerpo de la figura 8-16 remplazado por un trompo con la punta estacionaria en O, y con.el eje 
de simetría en la dirección del eje Z. Tómense los ejes indicados, X, Y y Z, coro fijos al cuerpo. 


Puesto que I,= 1, y que O está en reposo, T resulta simplificada y puede escribirse L como 


L = $[1,(62 + y? sen? 60) + HE + y cos 6)2] — Mgr cos0 
en donde M es la masa total y r es la distancia, medida sobre el eje de simetría, de O a c. Tm. Aplicando las ecuacio- 
nes de Lagrange se obtienen las siguientes ecuaciones del movimiento: a 


1,0 + [(f, — IN c0s 0 + 1. $1y senó = Myr seno 
I.($ cos 6 + $) = P¿ = constante (8.13) 
E, y sen29 + P¿cosg = Py = constante 


No se repiten aquí los estudios detallados de estas ecuaciones, que pueden encontrarse en muchos otros libros. 
Véase por ejemplo: Gyrodynamics and ¡ts Engineering Applications por R. N. Arnold y L. Maunder, capítulo 7, 
Academic Press, 1961; o también, A Treatise on Gyrostatics and Rotational Motion por Andrew Gray, capítulo 5, 
The Macmillan Co., 1918. Este último libro incluye un tratado extenso sobre trompos, giroscopios, etc. 
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Ejemplo 8.15. Energía cinética del trompo con la punta libre para deslizarse sobre el plano liso, X1Y,. 

Suponiendo los ejes fijos al cuerpo, como se indicó en el Ae O 8.14, y localizando O (la punta) por medio 
de (x1,y1), el primer término de (8.10) es sencillamente jM(2; + 43). Las expresiones de Wy) Wy Y 0, 
serán las mismas anteriores. Entonces, el segundo término será 41,10? + y sen? 0) + IXó + y cos 9)2]. Como 
g£=y=0 y 2=r,el tercer término de T se reduce a Mr|vo,w, — Voyw,] en donde Vo, y Vo, son las 
na de vo en las direcciones instantáneas de X y Y, respectivamente. Es decir, %p, = %j011 + Y¡mj2 y 
Voy = 2% 1091 + Y ¡A29- Nótese que no se requiere vo,. Para completar el tercer término se introducen estas últimas 
expresiones y w, y u;. 


Así, pueden obtenerse de inmediato las ecuaciones del movimiento correspondientes a x,,y:,0,Y y 94. 
Nótese que por haber supuesto que el plano X,Y, es liso, no se incluye, en las fuerzas generalizadas, la reacción 
sobre la punta. 


El siguiente es un método diferente para hallar 7, que quizá requiere una menor cantidad de trabajo mo- 
nótono: Se toman los ejes fijos al cuerpo como antes, pero con el origen en el c.m. Como £= y =2Z=0, el tercer 
término de (8.10) desaparece. Pero en cambo vo, menos sencilla que antes, se puede obtener por medio de las 
relaciones siguientes. Las coordenadas del origen de los ejes fijos al cuerpo, con respecto al marco X,,Y,,Zi, 


Serán x = x1+ra31, Y = Yi +ra32 Y 2 = raz3. Tomando derivadas y sustituyendo en a = 22 + 42422, 
se llega a una expresión adecuada de vo. Por tanto, 


To = ¿Mo + Alu + 05) + [zo] 
en donde w,, w, y w, son iguales a los valores correspondientes de la primera parte de este ejemplo, y además 


IT? e EF son los momentos principales de inercia relativos a c.m. (Un tercer método consiste en escribir ví = 
o 0 0 
2 + y? + 1282 sen? 0.) 


Ejemplo 8.16. Energía cinética y ecuaciones del movimiento del giroscopio. 


Giroscopio montado en un sistema doble de balancines: 
41,43; b1,b3; C,,C2 = cojinetes 
X, Y, y Z adheridos al disco 
0,Y,4 = ángulos de Euler 





AA 7% ón 
Fig. 8-18 


En la figura 8-18 se muestra un giroscopio montado en un sistema doble de balancines. Considerando fijos 
los ejes X 1, Y, y Z,, se observa que los ángulos de Euler, medidos como sigue, sirven de coordenadas ade- 
cuadas. El ángulo y se determina por la rotación del balancín exterior G,, alrededor del eje a,az; 6 por 
la rotación de Gy alrededor de b,bz, y ó es el desplazamiento angular del disco alrededor de c,cz. La 
recta ON indicada aquí tiene el mismo significado que en la figura 8-16. 


En este caso, despreciando los momentos de inercia de los Pallncinas y suponiendo que el origen de los ejes 
fijos al cuerpo, X, Y y Z, se halla localizado en el centro del disco, la energía cinética será, sencillamente, 


T:= Lg? senlo +62) + Hi cos 9 + ¿)? 


de donde se pueden obtener las ecuaciones del movimiento en forma inmediata. Si se desprecia la fricción en los 
cojinetes y se supone que el c.m. está localizado en O, todas ¿as fuerzas generalizadas resultan iguales a cero. 


Si se desea, se puede incluir la energía cinética del sistema de balancines, sin dificultad alguna. 
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Tratamientos extensos sobre los giroscopios pueden encontrarse en las referencias del ejemplo 8.14, y además 
en: The Gyroscope por James Scarborough, Interscience Publishers, 1958, y Theory of the Gyroscopic Compass, 
por A. L. Rawlings, The Macmillan Co., 1944. Una lectura interesante se encuentra en Spinning Tops and 
Gyroscopic Motions por John Perry, Dover Publications. 


Ejemplo 8.17. | 

El cuerpo rígido de la figura 8-19 está suspendido por una cuerda de longitud constante, r,. Aparte de esta 
única restricción, el cuerpo puede moverse libremente bajo la acción de la gravedad. Así, el sistema tiene cinco 
grados de libertad. Á continuación se describen las etapas para hallar T. 


ELLA GAL, z Xx 


5 
te 


ys ” 


pun 
IS 
pués 
> 
há 





Fig. 8-19 


Las coordenadas esféricas acostumbradas, ri, 0, y 41, (no se muestra ¿$,) determinan la posición de p. 
Supóngase que los ejes X”, Y” y Z' con el origen en el c.m. del cuerpo, permanecen paralelos a los inerciales, 
X,, Y, y Z,. Habiendo tomado los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, con origen en el c.m., se miden los ángulos 
de Euler entre este sistema y X', Y”, Z'. (En el diagrama no se muestran ni X, Y ni y, 4.) Las velocidades 
angulares uw,,w, Y w,, están dadas por las relaciones (8. 11). Como 2=y=2=0, el último no as 
(8.10) desaparece. La velocidad vo del c..n. con respecto a X,,Y,,Z,, viene dada por vo = %: + y +2 
en donde las coordenadas del c.m., x,,y1 y 21, con relación al sistema X,,Y,,Z,, pueden RE 
en función de las constantes r, y r2.y de los ángulos 61, $1, 9 y Y. (Véanse las ecuaciones (2.26) del ca- 
pítulo 2.) Por tanto, ve puede ser expresada en función de estas coordenadas y sus derivadas con respecto al tiempo. 
Si se toman los ejes X, Y y Z en las direcciones de los ejes principales de inercia, 


T = ¿M3 + ¿Rot Ii La 


En este caso, V = — Mg(r, cos6, + rz cos0). Y _se llega a las ecuaciones del movimiento, en seguida. 


El lector debe hallar una expresión explícita para T y escribir las ecuaciones del movimiento. 


Ejemplo 8.18. Las dos masas M, y M,, de la figura 8-20, están conectadas entre sí por medio de una unión 
esférica. 
Aparte de esta restricción, las dos masas pueden moverse libremente en el espacio, posiblemente bajo la acción 
de resortes, de la gravedad, etc. Resulta bien claro que el sistema tiene nueve grados de libertad. A continuación se 
hace una descripción esquemática del procedimiento para hallar T y las nueve ecuaciones del movimiento. 


Las coordenadas y yz representan la posición del centro de la unión esférica (punto O) con relación 
a los ejes inerciales X,, Y, y Z,. El marco X' Y”, Z', con el origen en OQ, se mueve solidariamente con este 
punto, pero permanece siempre paralelo a Xi, Y, Zi. Los ejes X,, Y, y Zo, así como los Xo Y, y 
Z,, ambos sistemas con origen común en O, se encuentran adheridos a M, y a M,, respectivamente (en la 
figura no se indican X,,Y,,X, ni Y,). Así, los ángulos de Euler, 01, y, y $1 para M,, y 02, Y2 Y 
$2 para M,, pueden ser medidos con relación: a X”, Y”, Z', tomo en la figura 8-17, para cada una de las masas. 
Así, la energía cinética de M,, T,, puede expresarse en función de x,Y,2,01, 41 Y 1 y SUs derivadas con 
respecto al tiempo, por aplicación directa de (8.10). Igualmente, se puede expresar T, en función de x, y, z, 02, 
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va y 02; y finalmente la energía total, T, será igual a T7,+ T,, que incluye nueve coordenadas. Nótese que 
aunque vo es igual para las dos masas, las expresiones de vo,,Vo, Y Vo, para M, no son iguales a las 
correspondientes a M,. 


Y, 





Fig. 8-20 


Se pueden obtener ahora las ecuaciones del movimientc por aplicación de las ecuaciones de Lagrange. Si en 
el sistema actúan resortes, la gravedad u otras fuerzas aplicadas, no constituye ninguna dificultad el encontrar las 
fuerzas generalizadas correspondientes a las diferentes coordenadas. Nótese que la fuerza de restricción de la unión 
esférica lisa queda automáticamente eliminada. 


8.9 La energía cinética, haciendo uso de ejes de dirección fija. 
(Véase el numeral 8.4(c).) 


En todos los ejemplos anteriores, de este capítulo, se han utilizado ejes fijos al cuerpo. 
Sin embargo, como se indicó anteriormente, es posible usar también ejes de dirección fija. En 
este caso, los momentos y los productos de inercia (magnitudes variables), las componentes 
de e (velocidad angular del cuerpo con respecto al espacio inercial), las coordenadas del 
c.m. y las componentes de vo, deben expresarse todos con respecto a los ejes de dirección fija. 


Para ilustrar esto, considérese nuevamente el cuerpo que aparece en la figura 8-17. Las 
componentes de «, según los ejes de dirección fija X'”, Y' y Z”, están dadas por 


lr 
0, = 0,8, + 0% + 0,%, 5 etc. 


donde w, =p senf seno + 6 cos e, etc. (Véanse las ecuaciones (8.11).). Los momentos 
y los productos de inercia, FT, A etc., relativos a X', Y' y Z', pueden expresarse en función de 
I,, I,,, etc., relativos a los ejes X, Y y Z, fijos al cuerpo, por medio de las ecuaciones (7.20). 
Las coordenadas del c.m., en función de 2,3 y 2 con relación a los ejes fijos al cuerpo, pueden 
escribirse £' = La,, + Ya,, + 2a,,, etc. La velocidad vo tiene el mismo significado anterior 
pero sus componentes deben tomarse según las direcciones fijas de X', Y ' y Z'. 

Al sustituir los anteriores valores “de dirección fija” en (8.10), se obtiene una expresión 


válida para T. Nótese que esta expresión, al final se reduce a la misma obtenida habiendo 
utilizado los ejes fijos al cuerpo. 
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Usualmente el procedimiento anterior es menos conveniente que el método de los ejes 
fijos al cuerpo. Sin embargo, con el fin de ilustrar los principios básicos, se incluye el siguiente 
ejemplo específico. 


Ejemplo 8.19. 

Con referencia a la figura 8-16, supóngase que M es un trompo en rotación con sus ejes fijos al cuerpo de tal 
forma que Z coincide con el eje de simetría y la punta está fija en O. Se trata de hallar T, utilizando magnitudes 
relacionadas con el marco fijo X,, Y,,Z,. 


07, = Ócosy + gsenOsenY, “y = Óseny — psenocosy, 0, = Y + ¿cosó 


Utilizando las relaciones (7.20), 


Lz, = I,(cos?y + cos? é sen? y) + L sen? 0 sen? y 
Il, ; = [,(sen? y + cos? 9 cos? y) + TI, sen? 6 cos? y 
La, = I_senlo + I, cos? 0 

Loy = —I,sen?0sen y cosy + 1,sen? 4 sen y cos y 
ajo, = T,, senó cos 6 sen y — Í, senó cos 6 sen y 
en = —TI,senó cos6 cosy + [, senó cos 6 cos y 


Como la punta está fija, vo = 0, y por consiguiente, 
T = $llz, uz, + A + LA, — 2llz y, 07,0, + lz,2, 07,02, + Ly 2, 09,222) 
Al hacer las sustituciones, luego de efectuar largas y monótonas recucciones, se llega a 
Tr” <= $1, (62 + y? sen? 9) + H.(é + 0) cos 9)? 


que es la misma expresión obtenida en el ejemplo 8.14, en el que se utilizaron ejes fijos al cuerpo. 


8.10 Movimiento de un cuerpo rígido con relación a un marco de referencia : 
en traslación y rotación. 


El tipo general de problema que se va a considerar puede enunciarse e ilustrarse como 
sigue: Considérese el sistema X>,Y2,Z2, de la figura 8-21, como inercial. Imagínese 
por ejemplo, que el sistema X,,Y,,Z, se encuentra adherido a la cabina de una em- 
barcación que está en movimiento (se desplaza, se balancea, “zigzaguea”, cabecea, etc.) de 
cualquier manera conocida o supuesta, con relación a X>2, Y2,Z2. Se trata de determinar 
el movimiento de un cuerpo rígido sometido a la acción de unas fuerzas conocidas, F',, Fa, 
etc., con relación a la cabina. 


Evidentemente el procedimiento básico requerido es el mismo que se ha seguido en todos 
los ejemplos anteriores, ya que en cualquier caso, la relación (8.10), es válida sin necesidad 
de introducir ningún cambio en la forma, siempre que w,, w, Y w,, así como Uozx, 
Vo, Y Uo,, se expresen de tal manera que representen las componentes de u (la velocidad 
angular total del cuerpo con respecto al espacio inercial) y de vo (la velocidad lineal de O 
en el espacio inercial), respectivamente, en las direcciones instantáneas de los ejes fijos al 
cuerpo, X, Y y Z. Adelante se dan los detalles en que se ilustra cómo expresar adecuada- 
mente estas magnitudes, para la solución de este problema. 


La velocidad angular del marco X,,Y,,Z, (la embarcación) con relación a Xz, 
Y2,Z2, se representa por (M,, cuyas componentes según X,,Y,,Z,, serán Q1,, L1, 
y Q1,. La velocidad angular del cuerpo con relación a X,, Y,,Z,, se indica por A cuyas 
componentes en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, serán Q,,N, y 2Q,. 
La orientación del marco X|,,Y,¡,Z, con relación al espacio inercial (X2,Y2,Z2) 
se determina por medio de los ángulos de Euler, 9,,Y4, y 41, como se indican en la 
figura; y la orientación del cuerpo con respecto a la cabina, por medio de 0, y y ¿ (no se 


a 
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muestran en la figura pero se miden en la forma usual con respecto a X,, Y,,Z1). Se 
escribe entonces (véase la ecuación (8.11)), 


O, = f,senÓ,seng, + Ó, C08 $, etc. (1) 


1x 






















da Sistema X, Y, Z fijo al cuerpo 
| >. 
A31) A39» 433 -. 1 A 
0 N | AU -—— 4]1,%12,%13 CON 
A . l respecto a X,, Y,,Z, 
o 1 
| Sistema X1,Y,,Z, ] 
¡ adherido a la cabina , Ir y o == velocidad angular del cuer- 
Z O V1t1 ». : 
2 | > po con relación al espacio 
¡Cuerpo rigido inercial. 
h Q, = velocidad angular de X,, 
Y., Z,, con relación al 
espacio inercial. 
2 = velocidad angular del cuer- 
Bi B12. Bis po con relación al marco X,, 
Y,,Zi. 
X; 
Yo == velocidad lineal de O, en el 
espacio inercial. 
u = velocidad lineal de O,, en 
a ad > el espacio inercial. 
11) %19, = Cosenos directores de X con 
%13 relación a X,, Y, y Z,, etc. 
Marco 
inercial < BiBia = cosenos directores de X, 
Bis con relación a Xz, Y2 y 
». Z3, ete. 
A xÍ 
e - El marco X, Y, Z está fijo al cuerpo. Los 
X2 A === oo=- -y ejes X2a, Y2 y Z2 permanecen paralelos 
dá a los inerciales X2, Y2 y Za. 
Fig. 8-21 
e e 0 
igualmente, 0, = ysengseng + Ocoso, etc. (2) 


Por consiguiente, w,, w, y «,, ya definidas, vienen dadas por 
0, = 0, + 20,0%, + 0,,%7 + Q,,%3 


0, = Q, + Q,,%y + Q,,%o + Q,,%3 (8.14) 


o, = O, + Q,¿%y + Q, ao az OY 


donde «11,012,013, €tc., están dados en la tabla 8.2. Estas son las expresiones de w,, 
wy,, w, Tequeridas en la fórmula (8.10). 


La velocidad lineal de O, con relación al sistema X>»,Y2,Z2, se indica por u, 
cuyas componentes según X,, Y, y Z, son u,,u, y Uu,. Se escribe entonces, 


YU, = EB,+YB, +7 po ete. (3) 


El significado de x2, f$,,,etc., se indica en la figura. Naturalmente, la velocidad u, puede 
expresarse en función de coordenadas esféricas, o de cualquier otro sistema, si se desea. 


Si se expresan las componentes de vo, como v,,v2 y U3 (vo es la velocidad del 
origen de X, Y  Z, en el espacio inercial) en las direcciones instantáneas de Xy, Y,, Zi, 
y teniendo en cuenta (8.4), se concluye que 


Y, = Tab, + YB y 2283 + z, + 2,2, = 2,8; 
Vy = LoBa, ES Ya Bao + 2.8 + Y, + 90,8, = 0,2, (8.15) 
Va = LoBa, + YoBga + Zo8Bgg + 21 + 0,8 => 0,,%, 
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Aquí x1, y: y z1 son las coordenadas de O en el sistema Xi, Yi, Zi; y las A se 
obtienen de la tabla 8.2, remplazando 09 por 6,, etc. Así, v?, como aparece en (8.10), viene 


dada por A =v+uv+ a (4) 


Por otra parte, Uo,,Uo, Y Voz, definidas antes, serán 


Voz — V/%,, TF Ogg <H Vga  Vyy = 0,%yy E Ugo TH Vgazr Uy, = U¡%g, Y UzAzy T UgQgy (5) 


Al remplazar (4) en el primer término de (8.10), y los resultados de (8.14) y (5) en los 
términos segundo y tercero, se tiene, 
7 = rs Yy 23 Lo Ya Zas O 15 0, sj (8.16) 


y sus derivadas con relación al tiempo 


Suponiendo que se conoce el movimiento de la embarcación (del marco X|,, Y,,Z1), los 
valores de x2,y2,22,01,Y1 Y 1 serán funciones determinadas del tiempo. Final- 
mente, T tendrá la forma, 


T = T(x,, Yi 21; La, Ya, Zo; , Y, $; Ó, Y, $; t) (8. 17) 


expresión que contiene únicamente las coordenadas que sirven para localizar el cuerpo con 
relación a la cabina. Así, las ecuaciones del movimiento del cuerpo, relativas a la cabina, se 
obtienen en seguida al aplicar las ecuaciones de Lagrange. En la forma acostumbrada se 
pueden hallar las fuerzas generalizadas. 


Obsérvese que si se toma a O en el centro de masa, el tercer término de (8.10) desaparece, 
y las relaciones (5), que pueden resultar complejas, se hacen innecesarias. 


Los resultados de este numeral se ilustran por medio de los siguientes ejemplos específicos. 
Como ilustración adicional pueden verse los problemas 14.30, 14.31 y 14.32. 


Ejemplo 8.20. 
El brazo horizontal AB, de la figura 8-22, se hace girar con velocidad angular ba alrededor del eje vertical, 
según se indica. El disco D gira con velocidad angular $1 medida con relación al soporte C. Se suponen inerciales 


431, U39, Ugg 





Xy normal al dibujo, 


> hacia adentro 


Movimiento de un cuerpo rígido con 
relación al marco móvil X,, Y1, Z; 


Y, 





Ll — Fig. 8-22 
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los ejes X2, Y2 y Za, en tanto que X,, Y, y Z, están adheridos a D. Al extender hacia atrás Z,, esta 
recta corta el eje vertical de giro de AB. Tanto y, como 4, se consideran funciones definidas del tiempo. 


Un cuerpo rígido de masa M sufre la acción de las fuerzas F,, F2,etc., (se suponen conocidas sus magni- 
tudes,, direcciones y puntos de aplicación). Siguiendo el método descrito y la notación empleada en este mismo 
numeral, se trata de determinar las ecuaciones del movimiento con respecto al marco X,,Y,, Zi. 


En la figura puede observarse que 
liz = Y, senó, sen; Niy = $, 9en0,C0BG,, Ni, = $1 + y, c080, 


Además, NM, = Y senó send + ó C08 $, etc., (naturalmente, 06, y 4 son los ángulos de Euler que determi- 
nan la orientación del cuerpo con relación a X,, Y,,Z,). Así, tal como en las ecuaciones (8.14), 


0 = N¿ +F-2,7011 + N,y012 + Liza, ete. 


La velocidad lineal de O,, u, con relación al espacio inercial, tiene una magnitud (r + [sen 0), y sus 
componentes según X,, Y, y Z,, son 


Uy = (r+1sen ANA c08$1, Uy = —(r + 1 sen ANA send) Uy = 0 
Se llega entonces a la expresión (siguiendo las ecuaciones (8. 15)), 
vy = (r+lsen A c08 9, + 2, + (ós sen0, C08 p1)2, — ($, + Ps cos 0114 y 


y Otras similares correspondientes a va y U3. Si se supone que (O) está en el c.m., no se necesitan las expresiones 
de Vo,,Uoy Y Uoz. Si, además, los ejes principales de inercia coinciden con X, Y y Z, la energía cinética se 
reduce a 


T = fM(vi + v3+ 43) + Eo? + [03 + 120? 


que se expresa en función de x,,y,,21,0,Y,9, sus derivadas con relación al tiempo y t, teniendo en 
cuenta que y y ¿, son funciones conocidas del tiempo. Para el caso especial en que Y, = constante y $1 = cons- 
tante, la expresión de T' se hace relativamente sencilla. 


Las ecuaciones del movimiento se obtienen de inmediato por medio de la aplicación de las ecuaciones de 
Lagrange. No es necesario incluir acá mayores detalles. 


Ejemplo 8.21. Considerando a AB, D y M, de la figura 8-22, como partes de un sistema de cuerpos rígidos; 
determínense las ecuaciones del movimiento. 


Se supone que a todas las partes del sistema se han aplicado fuerzas conocidas. Se trata de hallar todos los 
movimientos del sistema completo. Se incluye a continuación una breve descripción de las etapas requeridas para 
determinar la energía cinética total. 


Tomando los ejes X»2, Yz y Z2 como inerciales, la energía cinética de AB, T,, será igual a 
T, = YY 


donde /, es el momento de inercia del brazo AB, junto con el eje vertical y el bloque C, alrededor del eje Za. 
Fácilmente se observa que Tz2, la energía cinética de D únicamente, es 


Ta = ¿Mr + Usene)yr; + $2, disen 01 + 312 ($1 + y, cos 01)? 


donde M, es la masa del disco uniforme, y además, E, y E son los momentos de inercia de D, con relación a 


X1 y Z,, respectivamente. La expresión de Ty, la energía cinética del cuerpo rígido, es exactamente igual 
a la obtenida para T en el ejemplo 8.20, pero en este caso y, y $, no se suponen funciones conocidas del tiempo. 
Se deja al lector la determinación del valor de T,, la energía cinética de la varilla ab (masa Mz, radio r y 
longitud 1). Por tanto, finalmente, 


Tota = T,+ Ta + Ty +T, 


Nótese lo siguiente: (a) El sistema tiene ocho grados de libertad. (b) La energía Ttotas, se expresa en función 
de las ocho coordenadas Y¡,91,x1,Y1,21,0, 4 y 4 y de sus derivadas con relación al tiempo. (c) La 
aplicación de las ecuaciones de Lagrange conduce a las ocho ecuaciones del movimiento. Las fuerzas generalizadas 
se obtienen de la manera acostumbrada. Las fuerzas de soporte (supuestos lisos) no aparecen. (d) Las soluciones 
de estas ecuaciones expresan el movimiento rotacional de AB con relación al marco X23,Y2,Zxa3; la rotación 
de D respecto a C; y el movimiento del cuerpo rígido, relativo al marco Xy, Y,, Z,. 
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Ejemplo 8.22. Movimiento de un vehículo espacial y de un cuerpo rigido dentro del vehículo. 


Con referencia a la figura 8-23, supóngase que el cuerpo rígido dentro del vehículo espacial sufre la acción 
de las fuerzas F,, F2, etc., asi como la atracción gravitacional de la Tierra. Se trata de hallar el movimiento 
del vehículo con relación al marco Xz,Y2,Z2 (supuesto inercial) y el movimiento del cuerpo con relación al 
vehículo (X,, Y, Zi). 





X1, Y,,Z, adherido al vehículo 


Xa, Y2,Zz tiene dirección fija 
con 02 adherido al centro de la Tierra 


Movimiento de un vehículo 
espacial y un cuerpo en 
su interior 


Tierra 


Fig. 8-23 


La energía cinética del vehículo espacial, T,, puede expresarse de la manera acostumbrada, en función de 
x2,y2 y 22 (o en función de r, $, y a, como se verá más adelante) y de los ángulos de Euler, 9,Y. y 1 
(no se indican) y sus derivadas respecto al tiempo. La expresión de Ty, la energía cinética del cuerpo rígido, 
puede escribirse de la misma forma que (8.16). Así, 


Trota = T1 + Ta 


y con las fuerzas dadas (incluyendo la gravedad) se obtienen en seguida las ecuaciones del movimiento. 


Es importante observar que: (a) El sistema tiene doce grados de libertad, suponiendo que el cuerpo rígido no 
posee restricción alguna. (b) En este problema es preferible remplazar x2,y2 y 22 por r, 4, y el ángulo a. 
Si se desea, es posible expresar a en la forma a =w,t +A, en donde w, es la velocidad angular de la Tierra y A 
es la longitud del meridiano cortado por r. (Véase la figura 14-4.) (c) Las fuerzas generalizadas se hallan de la 
manera usual. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que para cada fuerza ejercida sobre el cuerpo por algún ligero 
mecanismo del vehículo, por ejemplo, existirá otra fuerza igual y contraria sobre el vehículo mismo. 


Ejemplo 8.23. Aclaración sobre el significado de las ecua- 
ciones (8.4). 


En la figura 8-24 los ejes X, Y y Z están adheridos a la 
plataforma que gira. La base B está sobre un elevador que 
posee una aceleración constante hacia arriba, a. El sistema 
X1, Y, Zi está fijo a la Tierra y se considera inercial. La recta 
Oc se ha trazado sobre la plataforma. El ángulo $ es constante. 
Se suponen conocidas las magnitudes de 0, a y vo (la veloci- 
dad inicial hacia arriba del elevador). | 


Según (8.2), para la partícula m' se tiene, 


VA = ro senf + z— 6y 
Y) = Trócosf + y + óx 
Va = Vo + at+z 


donde v,,v, y vu, son las componentes de la velocidad de 
m'” en el espacio inercial, en las direcciones de X, Y y Z, res- 
pectivamente. Por tanto, 
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TT = Jm [222 + Y2 + 1292 + (u2 + y2)6? + 2r9%(x cos 6 — y sen B) 
+ 2r6(y cos B + zx senf) + 20(xy — yz) + (vo + at+ 2)2] 


Demostrar que las ecuaciones de trasformación que relacionan las coordenadas de m' en el espacio inercial, 
x1,Y1 Y 21, CON X, Y Y 2, son 


21 = rcosó + zx cos (0+f88) — y sen (9 + $) 
Y = rsenó + xsen(0 +48) + y cos (6 + B) 
21 = 2 + Vb + fat? 


y comprobar el resultado anterior por medio de la aplicación de estas relaciones. 


Denominando A la aceleración lineal de m' con relación al espacio inercial, hallar las expresiones de sus com- 
ponentes A,,A, y A,, según las direcciones instantáneas de X, Y y Z. Para esto conviene seguir el método 
del capítulo 3, numeral 3.9. 


8.11 Experimento sugerido: Determinación del período de oscilación del disco D, de la 
figura 8-13. 


Un disco de metal cuyo espesor y radio se determina según convenga, se monta en un 
eje delgado cuyo extremo p tenga una punta semejante a la de un lápiz. El conjunto se 
coloca sobre un plano inclinado formado por una lámina de vidrio (el vidrio reduce la 
amortiguación). Si el ángulo de inclinación del plano no es demasiado grande, el disco oscilará 
alrededor de su posición de equilibrio, por algún tiempo, sin resbalar hacia abajo. 


Hallar el período experimentalmente y comparar este valor con el calculado. Si se tiene 
cierto cuidado en la determinación de los momentos de inercia, masas, etc., el valor del 
período determinado experimentalmente coincidirá en buen grado con el calculado. Para 
mejores resultados deben tenerse en cuenta la masa y demás características del eje (longitud 
ri en la dirección de Z). Esto último no presenta ninguna dificultad especial. 


La teoría necesaria para el cálculo del período incluye muchos de los principios básicos 
de la dinámica de los cuerpos rígidos. Además, el experimento es interesante y conduce a 
una mayor familiaridad con los métodos generales empleados. 


Problemas 


A. Velocidades angulares y sus componentes. 


8.1. Comprobar las expresiones (8.0). 


8.2. Si el cuerpo rígido de la figura 8-1 está girando alrededor de las rectas Oa, y Oaz (que no aparecen 
en la figura) con velocidades w, y wz, respectivamente, las velocidades lineales correspondientes son: 
v1=Ww1h, y vz =w2zh2. Entonces, la magnitud de la velocidad total v, viene dada por 


ve = «e + w3h2 + 20109h,h, cos B (a) 
en donde $£ es el ángulo entre uv, y uz. 


Pero suponiendo que w; y wz pueden sumarse como vectores, la resultante w estará dada por 
2 = 3 + 024 20102 cosó en donde 0 es el ángulo entre w, y wz. Se tendrá entonces, 


v2 = 2h? (b) 


donde h es la distancia normal gue va de la dirección de w a m'. Demostrar que las dos expresiones, 
(a) y (b), son iguales. Para simplificar el trabajo tómese a Oa, en la dirección de X, y a Oaz en el 
plano X Y. La partícula m quedaría localizada en un punto cualquiera, x, y, 2. 


8.3. Suponer que el cuerpo de la figura 8-25, con un punto fijo en O, tiene una velocidad angular 
(wr, W1y, 12), con relación a X1,Y1,Zi. En consecuencia, m' "posee una velocidad lineal cuyas 
componentes según Xi, Y, y Zi, están dadas por, ¿Uy == W1y21 — w1y1, 'ete., en donde xi1,y1 y 21 


son las coordenadas de m' en el marco X1, Y,, Zi. + 
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Considerar el marco X, Y, Z, con su origen adherido al cuerpo en O. Si se supone que estos ejes 
permanecen paralelos a X,, Y, y Z,, se observa que: 11 = xo + x, etc. Continuando con este razona- 
miento demostrar la validez del enunciado hecho en él numeral 8.2C(h). 


A ñ q z 


Z| | ¿vlu,,v,,4,) = Velocidad de m' 
| e á respecto a X,, Y, Zi 






Z; 







bd Xx, Y, 7 
Li Yi» 21 


za 


El marco X, Y, Z, con origen adherido al cuerpo en O, 
permanece paralelo a X¡,Y1,Z1. Las velocidades e, 
v y vo se consideran relativas a Xy, Y ,, Zi. 





Fig. 8-25 


8.4. Comprobar las relaciones (1) y (2) del ejemplo 8.3. Si se indican los cosenos directores del vector velocidad 
angular total e, por medio de l, m y n, con relación a X, Y y Z, y l:¡,mi1 y ni con respecto a Xi, 
Y, y Zi; demostrar que 


l = (0, cosa + 6, cos B)(senég)/o, ete. 
y también que l, = (ó¿sen(f— a) + Oy cos a.(cos 0,)/wm, ete. 
8.5. Demostrar que la dirección del vector velocidad angular de la varilla de la figura 8-11, ejemplo 8.7, con 


respecto a las posiciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo, está dada por 
l= gu, m = (6, cos 0)/u,  n = (6, sen07)/u 
donde w* = 0 + 7; y que con relación a los ejes fijos en el espacio, X1, Y, y Zi, 


l, = —(0 seno), m, = (6,cos0y)/o, 1 = Oy/w 
8.6. Verificar las expresiones dadas para w,,w, y «,, en el ejemplo 8.8, figura 8-12. 


8.7. El disco D, de la figura 8:26, gira un ángulo 03, medido por el indicador p, a partir de una recta 
horizontal paralela a la cara del disco y que pasa por su centro. El eje bd puede girar en el plano vertical 
un ángulo 02, alrededor de la articulación horizontal en b. El eje vertical gira un ángulo 0, medido 
a partir del eje fijo X,. 


Con los ejes fijos al cuerpo, adheridos a D como en la figura 8-5, demostrar que las componentes de 
la velocidad angular e, según estos ejes, son 


Ur = Ó, COS 0, senOg — 0, COS 63, Uy = 0, CO8 0, COS 03 + 0, sen 03, Ur = Ó3 + 0, sen 0. 


Demostrar que las componentes de e en las direcciones de los ejes inerciales 'X¡, Y, y A están 
dadas por 


1] " ) o L] 0 
07, = 03 COS 62 C05 61 + 0, sen9,, Wy, = 630807 sen9, — 62 C0301, 07, = A + 63 senda 
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8.8. 


8.9. 


8.10. 
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Fig. 8-26 


Verificar las importantes relaciones (8.11). Verificar, así mismo, las expresiones de los cosenos directores 
dadas en la tabla 8.2. Nota: Un modelo sencillo resulta muy útil. 


Considerando la partícula libre, m, de la figura 8-3, escribir xi = xo + xG11 + yaz1 + 231, etc., para 
y1 y Zi. Tomar las derivadas de estas relaciones, considerando todas las cantidades variables. Utilizando 
las relaciones (8.11) demostrar que la expresión de v, (la componente de la velocidad de m en el espacio 
inercial, según la dirección instantánea de X), %, = Z,0,1 + $012 + 21419, se reduce finalmente a la 


primera ecuación de (8.4). El proceso anterior requiere alguna paciencia, pero constituye un importante 
ejercicio. 


Escribir completamente las expresiones para w,, w, y w,, del ejemplo 8.20. 


B. Energía cinética y ecuaciones del movimiento. 


8.11. 


8.12. 


8.13. 


(a) En la figura 8-5 el soporte A está en reposo y el origen O, de los ejes fijos al cuerpo, está en el c.m. 
del disco. Demostrar que la energía cinética del sistema completo es 


T = ¿Me+1%7)j2sento. + HG coso + $? + Jiy? 


(5) Tomando los ejes fijos al cuerpo como antes, pero ahora con el origen en b, escribir una expresión 
para T, y demostrar que se reduce a la misma anterior. ¿Podrá considerarse b adherido a D? 


(a) Utilizando las relaciones (8.3), determinar T para el disco delgado de la figura 8-5, evaluando la 


integral T == qf». dm, y comparar la expresión así hallada con la obtenida en el problema 
8.11(a). 


(b) Se remplaza el disco de la figura 8-5 por un cuerpo rigido de una forma arbitraria. Suponiendo que 
los ejes X, Y y Z son los mismos de la parte (1) (ejes principales con el origen en el c.m.) demostrar, 
por integración, que la expresión de T' es la misma que en (a). 


(c) Demostrar que voz, del ejemplo 8.3, figura 8-6, está dado por 
Voz = —(80, co8 02 + 010 c03 89 cos y) sen 6g sen (y — a) 


+ [(—8ó, sen 02 + (92 + Ó, sen Y)%o — 61% sen 09 cos y] Cco3 03 — 0% C08 02 CO3 y sen 63 cos (y 53 a) 


(d) Hallar las expresiones para Voz,UVoy Y Voy. de la figura 8-15, utilizando las ecuaciones (8.3). 


Demostrar que si se toman los ejes fijos al cuerpo como se indica en la figura 8-10(1) del ejemplo 8.6, y 
si se supone que r es un resorte espiral, se tiene, 
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% 


T = ¿M(2+7262) + J1,4% — Mro[z sentó — 0) + Y cos ($ — 9)] 
ES Mrgo|z cos ($ — 0) — Y sen (4 — 6)] 


Demostrar que la ecuación del movimiento correspondiente a r es 
m(Y — 162) — Mp [£ sen($ — 0) + Y cos (9 — 0)] 
— Me?[2 cos ($ — 0) — Y sení$ — 9)) = My cos 6 — k(r— rg) 


Escribir las ecuaciones correspondientes a 0 y 4. 


8.14. Los discos Di; y Da, de la figura 8-27, están montados en cojinetes lisos sobre la varilla ligera, ab, y 
pueden girar libremente con relación a la varilla con velocidades Ó, y b2. Se supone que la longitud de la 
varilla es igual a 1, y que las periferias de los discos están en-contacto y giran sin resbalar. El conjunto puede 
deslizarse libremente sobre el plano inercial X,Y,. ¿Cuántos grados de libertad tendrá el sistema? 


Demostrar que a B ed , ó 
T = EM, + Mya? + y?) + 4Molo(lo + 2y cos 9 — 2x% seno) 


+ 41,(6, + 69)? + HAR,Ó,/Ra + 69 


En el punto p de la periferia del disco D,, se aplica una fuerza F, según se indica en la figura. Al 
efectuarse el movimiento, la fuerza F permanece con la misma dirección (el ángulo «a, constante). De- 
mostrar que las fuerzas generalizadas correspondientes a x,y,0, y 6 son 


F, = Fcosa, F, = —F sena, Fo, = —FR, ser(0,+0,+a), Fog = —FR, sen (6, +0+ a) 
a e" 


pt: 
a 


A sl 

a a” dl 

A qe ¿Me 
Ajali 7 


A 


Marco 
inercial 





Fig. 8-27 Fig. 8-28 


8.15. Los discos D, y Dz, de la figura 8-28, están montados en el eje vertical como se indica. Así mismo, la 
figura muestra cómo los ángulos a, 061 y 0 se miden por medio de indicadores especiales. Despre- 
ciando las masas de los ejes que sostienen los discos, demostrar que la energía cinética para todo el sistema 
está dada por 

T = ¿Msi + Mosz +1, sen? B, + 1, sen? paja? 


+ H,,(6, + a senfj)! + H,la sen B2 — 97)? 
8.18. Una partícula m tiene por coordenadas x, y y z en el marco X, Y, Z de la figura 8-5. Utilizando las 


relaciones (8.4) expresar la energía cinética T' para la partícula. Por el método descrito en el numeral 3.9 
del capítulo 3, demostrar que la componente X de la aceleración de m en el espacio inercial, está dada por 


Ar = e + [(s + 2) y + 22) — (% c08 $ — y sen g)p? seng! senó cos $ 
= y($ + Y cos 0) =- 2y(é + y cos 6) — (o + y cos 0)? + (s + 2)? sen 9 cos 0 sen $ 
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8.17. 


8.18. 
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Comprobar el resultado anterior por medio de la ecuación (9.6a). Las expresiones para a, y a, se obtienen 
en forma semejante. 


Utilizando los resultados del problema 8.7, despreciando la masa de la varilla bd e incluyendo el valor 
de 1,, demostrar que 
1 4MP4? cos? $, + $1, (02 + 61 0082 07) + 31.(03 + 6, sen03)? + 1,9? 

Teniendo en cuenta la acción de los resortes de torsión y la de la gravedad, demostrar que las fuerzas 

generalizadas correspondientes a 0,,02 y 093 son 
Fo > 

donde c. y cz son las constantes de torsión y además se ha supuesto que los resortes no se han defor- 
mado cuando 0, =0 y 92 =0, 


= Cj0,, Fo, = —Coba — Ml cos y Fy, = Uy tz 


El cuerpo rígido B, de la figura 8-29, está sostenido por A, por medio del eje S. Los dos cuerpos así conec- 
tados, pueden moverse libremente en el espacio bajo la acción de fuerzas conocidas. El origen O, de 
Xi, Yi, Z;, está adherido al c.m. de A; y estos ejes, sujetos al cuerpo únicamente en este punto, perma- 
necen paralelos a un marco inercial (que no aparece en la figura). Lo mismo puede decirse de X;, Ya, Z; 
y Oz. Se toman como ejes fijos a los cuerpos, X¡, Y, y Zi, para A y B; X.,Y.,Za y Xp, Yo, Zo, 
respectivamente. Por conveniencia se toma Z, como una extensión de Z,. El cuerpo B puede girar con 
relación a A con una velocidad angular 4. Los ángulos de Euler correspondientes a las dos masas se miden 
según se indica. 

¡ / Y, 
Za. / 

| A FAR 

Ñ q y 








F. 2U xq f, » f 12) / 


Xi Yi y Zi asícomo Xy Y3 y Z¿, permanecen 
paralelos a los ejes inerciales que no aparecen en 
la figura. 


v1= Ya 01=07 $1 7 2, Wa = uz +a 


Fig. 8-29 


Demostrar que el sistema tiene siete grados de libertad y que x1,y1,z21 (las coordenadas de O 
con respecto a cierto marco inercial), 61,Y1,491 (los ángulos de Euler de A), y el ángulo de Euler $2 co- 
rrespondiente a B, constituyen un conjunto adecuado de coordenadas. Comprobar las siguientes relaciones: 
0 = 6 Yí = Ya Ya = 21¿+l1senó,seny, Ya = Y — lsen9,cosY,, 22 = 2,¡+1c080, 


donde x2,y2 y 22 son las coordenadas de Oz relativas al marco inercial, y ! es la distancia constante 
entre O; y 0Oz2. Nótese que las velocidades angulares están dadas por las relaciones (8.11), y que 


Oz, = 07, + a. Escribir las expresiones de todas las velocidades angulares y eliminar las coordenadas su- 
perfluas. 


Suponiendo que los ejes fijos al cuerpo son ejes principales de inercia, demostrar que 
T = KM, + MM + Y + 2) + 1M,[Pg? + By? sen? 6, + 210, .COS (2, seny, — Ya C08 y) 
+ 2, senór(%, cos y, + Y sen Y1) — 212,04 sen6,) 
p 2 =D 2 p 2 p 2 sp 2 p 2 
+ $702, + Ly oy, + La 02) + Hlzjoz, + 1yy0y, + L2J027) 


donde 07, = yy Sen9, seng, + FA C08 py, etc.; y Ur) = y; senó, sengy + ó, cos $2, ete. 
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Suponer que en el punto p, del cuerpo A, actúa una fuerza conocida F, (de componentes Fa, y,» 
y fa; según Xa, Y, y Za) y que las coordenadas de este punto, en el sistema X,, Ya, Za, Son 
lay lo. y lz, Igualmente, la fuerza Fz (de componentes fx fu, y Ez) actúa en pz, de B. Demostrar 
que la fuerza generalizada correspondiente a x, es 


Fr, = f (cos $1 COS Y, — sen $, cos 6, senyy) — fy (seng, Cos y, + co8 $, cos 0, senyy) 
+ f,, send, seny, + fz,(cos $2 C08 y, — sen 2 COS 6, senyy) 
— fy,(senga cos y, + cos $2 cos 6, senyy) + f¿, sen 6, sen yy 
Escribir las expresiones correspondientes a Fs, y Fo: Demostrar, por ejemplo, que 
FP Uy, fe Esa ly e sen9, sengy + Uat, — lata » sen 6, COS py 
+ la y, — ly fx) cos 0, + Ufo, — L.fyy) sen 6, sen da 


+ Ufa, = lr 2.) sen 9, cos $2 + (lz,fy, — lot zp) C03 6, 


1 


Hallar las expresiones para Fo, Fo, y Fo, 


8.19. Véase el numeral 8.4(f). Considerar un cuerpo, libre de moverse de cualquier manera. Tomar los ejes 
fijos al cuerpo en las direcciones de los ejes principales de inercia, con origen O en el c.m. En un momento 
determinado puede considerarse que el cuerpo tiene una velocidad angular e, alrededor de cierto eje 
instantáneo que pasa por O. Los cosenos directores de este eje serán w,/w, etc. Indicando por medio 
de I, el momento de inercia variable relativo a tal eje, comprobar que 7 = 4Mw?, ,, + jlw?, lo cual 
constituye el teorema del “'centro de masa”, aplicado a los cuerpos rígidos. 


C. Energía cinética y ecuaciones del movimiento, relativas a marcos móviles. 


8.20. Los ejes Xz y Y2 de lá figura 8-30 están fijos en el espacio, en tanto que X, y Y, se hallan-adheridos 
a la plataforma horizontal en rotación, con velocidad angular a, alrededor del eje vertical que pasa por O». 
El sistema X, Y, Z se encuentra sujeto a una lámina de masa M, la cual puede deslizarse libremente 
sobre el plano X,¡Y,, bajo la acción de las fuerzas fi, f2, etc. La posición de la lámina, con relación 
a X1, Y¡, se determina por las coordenadas x,,yi y 0, según se indica. 


Demostrar que w, =w,=0, wm, = ó+a y que 
y = (%,—Yy1a) cosa — [Y, + alr+x%)] sena 

con una expresión semejante para yy. 

Demostrar que las componentes de la velocidad de O en el espacio inercial, según las direcciones 
instantáneas de X y Y, están dadas por 

Vor = Lo COS (90 + a) + Ya sen(0+a), y y = —2Lo sen (6 + a) + Ya cos (0 + a) 
Demostrar que para la lámina, 
T = PMM(_,— ya)? + (4, + a(r+x,)?] + 41,(9 +0)? 
+ M0 +04, + (r+x,)a](2 coso — sen 9 — (2, — y1a)(£ sen 9 + j cos 6)) 


ho El sistema X1, Y, está fijo a. 
, la plataforma giratoria 
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Fig. 8-30 
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Suponiendo que a varía de cierta manera con relación al tiempo, T = T(z,, yy, 6; La, Uy 0; t). 
Entonces las ecuaciones del movimiento (que pueden escribirse fácilmente) determinan el movimiento de 
la lámina con relación a los ejes móviles X, y Y,. Obsérvese la simplificación que se obtiene para T, al 
tomar a O en el c.m. 


Suponer que la base B, de la figura 8-12, está a una distancia R, del centro de una plataforma horizontal 
que gira con velocidad angular «, alrededor de un eje vertical que pasa por su centro. Sea X, una exten- 
sión de R. Demostrar que si se toman los ejes fijos al cuerpo, indicados para el disco, se tiene, 


Up = (a+ y) senóseng, uy = (o +4) sen0 C08p, 7 = ¿+ (a+ y) cos 0 
Voz = Re(cos $ sen y + sen g cos 9 cos y), Voy = —Ra(seng seny — cos $ cos O cos y) 
Vo-= —Rásenocosy, “% = Ria 
donde vo,,Uvo, Y Vo, son las componentes de vo, la velocidad de O en el espacio inercial, tomadas 


según las direcciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z. Escribir la expresión de T y com- 
parar con el valor de T, hallado en el ejemplo 8.8. 


En la figura 8-31, el marco X,,Y,,Z, está sujeto a la Tierra, con Y, tangente a un círculo máximo 
y dirigido hacia el norte, Z, normal a la superficie de la Tierra, y X, dirigido hacia el oriente. Los 
cojinetes que sostienen el eje ajaz del giroscopio, están fijos con respecto a la Tierra. El giroscopio 
puede girar alrededor de ajaz y de bib2. Demostrar que teniendo en cuenta la rotación de la Tierra, 


Up = (6, + w, sen b) senda + w 008 P 008 9, 008 0, 
ay = (0, + 0, sen b) cos 02 — 0, Cos P cos 6, sen 6) 
0 = 0% + 0, C034 senó; 
y además 
T = FL, + u, send)? + u? cos? 4 costo] + 472[92 + w, cos 4 sen 6,]2 + constante 


donde w, es la velocidad angular de la Tierra y $ la latitud. Se ha tomado el origen O, de los ejes fijos 
al cuerpo, X, Y y Z, en el c.m. 


Escribir las ecuaciones del movimiento y demostrar que, despreciando el término que contiene a 
wi (w, = 7,29 x 1075 rad/seg), 
Ta + Cu, cos d+ sena = 0 
donde 0, +a=90” y oT/00, = (= constante. 
En el caso en que el ángulo « sea muy pequeño, demostrar que 2r(l=/cus cos $b)1/2 es el periodo 
de oscilación del eje bib2 alrededor de la recta Y,. Considerar el caso en que 9 tiene sentido contrario. 





p e (c.m.) 


Op =r 








Fig. 8-31 Fig. 8-32 
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8.23. Se hace oscilar la base B, sobre la que está girando el trompo de la figura 8-32, horizontalmente, de 
acuerdo con la ecuación x = Á sen ut. Tomando los ejes fijos al cuerpo de tal manera que el origen 
coincida con la punta del trompo y el eje Z con el eje del trompo, demostrar que 


T = ¿MA? cos? ut + $1,(62 + psen?o) + Hao + y cos 0)? 
+ MÁur cos ut(y sen 0 cos y + Ó c08 0 sen y) 


Demostrar que la ecuación del movimiento correspondiente a 0 (obsérvese que puede ignorarse el primer 
término de T') es “o . .. 
1,0 + (Ll, — I:)y? seno coso + 1,py seno 

— MAu?r senut cos 6 seny = Mgr senó 


Expresar las ecuaciones del movimiento correspondiente3 a y y 4. 


8.24. La punta del trompo, de la figura 8-33, permanece en el punto O, sobre el brazo horizontal giratorio R. 
El sistema X2a,Y2,Z2 está fijo en el espacio, en tanto que X1, Y,,Z, se encuentra rígidamente 
adherido al brazo R. Por conveniencia se toma a X, como una prolongación del brazo y tanto X, como 
Y, permanecen en el plano X2Y2. Zi permanece paralelo a Z2. El sistema X, Y, Z está fijo al 
cuerpo. Los ángulos de Euler, 6, y y $, se miden con relación al marco X|, Y,,Z,, según se indica. 
Este problema constituye un caso especial del más general estudiado bajo el numeral 8.10. La notación 
utilizada es la misma de la figura 8-21. Demostrar que 


vo = Re, (siempre en la dirección de Y,) 
Vo = Ry, (cos $ sen y + sen $ CO8 y cos 9) 

Voy = Ry, (cos $ 008 y CO5 0 — sen e sen y) 

Vor = —Ry, senó cos y 

0 = y senoseno + 4 cos4 + YA send seno 
y == Y senó cos ¿ —_ 0 seno + 7 senÓ C08 $ 
dz  = $ + y coso + y, cos 6 


Por último, demostrar que 
E JURA: + FlIZ(0z + 02) + Kzoz] + Mr(Voxwy — Voyor) 
Obsérvese que si se supone que y, es una función determinada del tiempo (es decir, que se hace 


girar el eje vertical Ozb de cierta manera), T = T(0,Y,¿; 9, Y, $; t). Entonces, las ecuaciones del mo- 
vimiento indican el movimiento del trompo con respecto al marco en rotación X,, Y, Z,. 








IA : 
xP] A A A Y —Á 4 909 Y 
/ Caso especial del descrito por la figura 8-21 E rd 
X, 2 con la misma notación dE 
sn Xy 


Fig. 8-33 
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8.27. 
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Supóngase que el brazo R, de la figura 8-33, junto con el eje Ozb, se hace girar bajo la acción de determi- 
nado torque Ty > ¿Cuántos grados de libertad tendrá ahora el sistema completo? Expresar la energía 


cinética T del sistema total. 


El eje aib,, de la figura 8-34, está montado sobre el cojinete giratorio B. Sobre este eje se halla colo- 
cado el disco D, en la forma indicada. Los desplazamientos angulares se miden con relación a A, B y C, 
respectivamente. . 


(a) Demostrar que con los ejes adheridos a D como en la figura 8-5, 


0 o o 
Wr = [061 cos a cos 9 cos fB — (93 + FA sen a) sen fi] sen0z + 0, cO8 a sen 62 COS 03 
dy = A C08 a COS Sy Cos B — (62 + 9, sena) sen A] cos 63 — Bo, C08 a sen 0, senóz 
dy = 6a + [02 + $, sena] cos B + 0, 208 a COB 8, sen B 


(b) Haciendo uso de los principios enuncia- 
dos en el numeral 8.10, expresar las 
componentes de la velocidad del c.m. 
de D, en el espacio inercial, en las direc- 
ciones de X, Y y Z. (Sugerencia. Tó- 
mese el origen de X1,Y,,Z1, en el 
punto p, con Y, en la dirección de r 
y Z1 coincidente con el eje abi.) 


(c) Escribir las ecuaciones de trasforma- 
ción que relacionan la posición del c.m. 
con el espacio inercial. Tomando las 
derivadas de estas ecuaciones, hallar 
la velocidad del c.m. Comparar este 
valor con el hallado en (b). 


(d) Escribir la expresión de T, sin necesi- 
dad de remplazar las formas explícitas 
de wz, Voz, etc. 





Un cuerpo rígido puede moverse, bajo la 
acción de ciertas fuerzas determinadas, con 
relación a los ejes X, Y y Z, indicados en la 
figura 8-6. Tomando los ejes fijos al cuerpo 
con el origen en el c.m., suponiendo Ór = 
constante y 6, = constante y siguiendo el 
procedimiento general enunciado en el nu- 
meral 8.10, describir las etapas pará expre- Fig. 8-34 
sar la energía cinética T' del cuerpo. 





En el ejemplo 8.20, la base se halla colocada en un punto de la Tierra cuya latitud es 9. (Véase la figura 
14-2.) Escribir las expresiones de w,, w,, wz, To y finalmente, T, para el cuerpo rígido, teniendo en 
cuenta la rotación de la Tierra. 





Dinámica de los cuerpos rígidos: Parte II 


9.1 Observaciones preliminares. 

El método de Lagrange que acaba de completarse, en muchos casos resulta más conve- 
niente que el que se considerará a continuación. Sin embargo, se incluye el capítulo porque, 
(1) el enfoque de Euler es especialmente útil para aclarar ciertos principios básicos, físicos y 
geométricos de la dinámica de los cuerpos rígidos, (2) el método ha sido utilizado extensa- 
mente en el pasado, y aún lo es, y (3) los ejemplos y problemas incluidos a continuación, sir- 
ven como medio de comparación entre los dos métodos. 


El método de Euler se basa en la consideración de un “cuerpo rígido libre”, libre en el 
sentido de que, si tiene alguna restricción, es preciso incluir las fuerzas de restricción junto con 
las aplicadas externamente. Matemáticamente, el método conduce a dos ecuaciones vecto- 
riales fundamentales: (9.3) y (9.15), las cuales son equivalentes, en su forma escalar, a: (a) 
tres ecuaciones del movimiento de traslación del centro de masa, las ecuaciones (9.2), y (b) 
tres ecuaciones que determinan el movimiento de rotación del cuerpo, las ecuaciones (9.10). 
En adelante, estas seis formas se denominan “ecuaciones de Euler”. Para entender sus de- 
ducciones y aplicaciones se requiere cuidadosa atención en los detalles y puede ser necesario 
releer varias veces algunas secciones, sin embargo, no se encontrarán dificultades intrínsecas. 


Como se demuestra en el numeral siguiente, las primeras tres ecuaciones se obtienen 
fácilmente a partir de consideraciones elementales. El segundo grupo puede deducirse de 
varias maneras: partiendo de las ecuaciones de Lagrange; por métodos vectoriales formales, o 
sencillamente por aplicación directa de las ecuaciones de la segunda ley de Newton. 


Aquí se empleará el último sistema, puesto que conduce a la forma general de estas ecua- 
ciones en una forma fácil de comprender y de tal manera que en ningún momento se pierden 
de vista los principios físicos básicos pertinentes. Además, a las ecuaciones finales del movi.- 
miento puede dárseles una interpretación física muy sencilla. 


La deducción corriente de las ecuaciones de Euler incluye una consideración de la rapi- 
dez de cambio del ““momentum angular”. Pero como se estima que el método aquí presenta- 
do ofrece ciertas ventajas desde el punto de vista didáctico, el momentum angular sólo se es- 
tudia al final del capítulo. 


9.2 Ecuaciones del movimiento de traslación del centro de masa. 
Refiriéndose a la figura 9-1, y considerando la partícula típica m' como “libre”, se escribe 


m' %1 = fz, w Y =: Fi m2, = f. (9.1) 


en donde x,, y: y z, son las coordenadas de m' con respecto al marco inercial X,, Y, 
Zi, y fu, fy y f. son las componentes de una fuerza neta f, que al actuar sobre m” le im- 
prime una aceleración, a, con relación al espacio inercial. Se supone que la suma vectorial de 
las fuerzas sobre m', debidas a la atracción y repulsión de las partículas que la rodean, es igual 
a cero. 
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A Wiz fy f,) = Fuerza sobre m' 





Aceleración de m' en 
el espacio inercial 


Ea , 
Z 


F,, Fx, etc., son las fuerzas aplicadas 
externamente. fes la fuerza trasmitida 
a la partícula típica, m'. Las ecuaciones 
del movimiento de la partícula libre 
son:f, == Y, f,= m2. 
A es la aceleración del c.m. en el espa- 
cio inercial. La ecuación del movimien- 
to del c.m. es F = MA. Fes la suma 

| vectorial de las fuerzas aplicadas ex- 
FS | ternamente. 

| 

| 














| 
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Determinación de las ecuaciones del movimiento del c.m. 


Fig. 9-1 


Sumando la primera de las ecuaciones (9. 1), sobre todas las partículas del cuerpo, y ma = 


Y f. = F¿, donde F, es la suma de las componentes en la dirección de X,, de todas las 
fuerzas aplicadas externamente. Pero por la definición del centro de masa, Y m'x, = Mi, 
donde M es la masa total del cuerpo y x es la coordenada del c.m. en la dirección de X,. Por 


tanto, F.=Mí, F,=Mjy y F,= MZ. 


A fin de evitar confusiones, en adelante se utilizará la igualdad X= A,, etc. Así, 
las tres ecuaciones del movimiento de traslación del c.m. se escriben, 


F;, = MA, F, = MA,, F, = MA; (9.2) 
Resulta evidente que las ecuaciones (9.2) pueden ser consideradas como componentes de 
la een CIón vectorial MA = F (9.3) 


donde F' es la suma vectorial de todas las fuerzas aplicadas externamente (consideradas co- 
mo actuantes sobre el c.m.) y A representa, en notación vectorial, la aceleración del c.m. con 
relación al espacio inercial. 


Nótense los siguientes puntos importantes: 


(a) El centro de masa se mueve como si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en 
ese punto con todas las fuerzas externas trasladadas de modo que su línea de acción cru- 
ce el c.m. sin cambiar de dirección ni de magnitud. 


(b) Las fuerzas aplicadas F,, F2, etc., no sólo ocasionan traslación del cuerpo sino que tam- 
bién producen movimiento de rotación (como se verá con claridad más adelante). 


(c) La ecuación (9.3) evidentemente se puede aplicar a un cuerpo con cualquier tipo de res- 
tricciones, siempre que las fuerzas de restricción se incluyan en F (normalmente se intro- 
ducen como incógnitas). 


9.3 Diversas maneras de expresar las ecuaciones escalares correspondientes 
a (9.3). 

En las ecuaciones (9.2) el c.m. puede tratarse como una partícula única. Las componen- 

tes de A y de F (naturalmente debe tenerse presente que A es la aceleración en el espacio iner- 


CAP. 9] EL METODO DE EULER DE LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 183 


cial) pueden tomarse según las direcciones de cualquier sistema de ejes, móviles o fijos, y ex- 
presadas en función de cualquier sistema de coordenadas. Por ejemplo, si se supone que el 
sistema X, Y, Z es inercial, las ecuaciones (2.60) pueden considerarse como las componentes 
de A, tangentes a las lineas coordenadas correspondientes a r, 06 y $. Así mismo, si se con- 
sidera la figura 9-8, pueden obtenerse las ecuaciones del movimiento del c.m. tomando com- 
ponentes de Á y de F según las direcciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo, o según X, 
Y, y Zí, por ejemplo. 


Las expresiones específicas de las componentes de A pueden hallarse, (a) como se indicó 
bajo el numeral 2.12 (3), (b) por el método de Lagrange descrito en el numeral 3.9, o (c) en el 
caso en que las componentes se hayan de tomar según las direcciones de ejes que se trasladan 
y giran; pueden obtenerse A,, A, y A,, a partir de la relación (9.6). 


9.4 Consideraciones fundamentales para la determinación de las ecuaciones de 
rotación de Euler. 


A. Expresiones generales para las componentes de la aceleración de una partícula 
libre en el espacio inercial, según las direcciones de los ejes de un marco en 
movimiento. 


Considérense los ejes X,, Y, y Z1, de la figura 9-2, como inerciales. Supóngase que 
el marco X, Y, Z se traslada y gira de una manera arbitraria. Este marco, por ejemplo, pue- 
de estar sujeto a la proa de una embarcación que se balancea, cabecea, “zigzaguea” y avanza 
hacia adelante. Los ejes X”, Y" y Z', con el origen en el mismo punto que el de X, Y, Z, se supo- 
nen paralelos a X,, Y, y Zi. La velocidad angular del marco X, Y, Z, con relación a Xi, 
Y,, Zi (o con relación a X', Y”, Z'), se representa por Q. Las componentes de Q en las 
direcciones de X, Y y Z se expresan por medio de 2,, 2, y £2,. Considérese a m como 
una partícula libre (que no forma parte de ningún cuerpo rígido), sobre la cual actúa una fuer- 
za, f, que le imprime una aceleración, a, con relación al espacio inercial. 





partícula libre = 


Coordenadas de la |Z' 
Xx, Y, 25 X1,Y1, 21 E 










gy O = Velocidad angular de X, Y, Z, con respecto 
a X1, Y ,,Z1 (o con respecto a X”, Y”, Z') 


El marco X, Y, Z, setraslada y gira 
de manera arbitraria 


X', Y', Z' permanece paralelo a X,, Y,, Z,. 0, y y 9 
son los ángulos de Euler. Q es la velocidad angular del mar- 
co X, Y, Z con relación a Xi, Yi, Zi. 0,, 0, y 2, 
sorf las componentes de ( en las direcciones de X, Y y Z. 
a es la aceleración de la partícula libre, m, en el espacio iner- 
cial. a,, a, y a, son las componentes de a en las direc- 
ciones instantáneas de X, Y y Z. ao es la aceleración de 
O en el espacio inercial. 


aupa a A Si 


Determinación de a,, a, y a;. 


Fig. 9-2 


A continuación se determinan las expresiones de a,, a, y a, (relaciones (9.6)), las com- 
ponentes de a en las direcciones instantáneas de X, Y y Z. Como se verá más adelante, estas 
expresiones desempeñan un papel muy importante en la deducción de las ecuaciones del mo- 
vimiento de rotación de Euler. 
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Quizá la manera más clara y más directa de obtener los resultados deseados es por me- 
dio de las ecuaciones de trasformación. Las coordenadas de m con respecto a Xi, Y, Z; 
y X, Y, Z se representan por x1, y: y 21 y por x, y y 2, respectivamente. Si se escriben las 
coordenadas de O como xo, Yo y Zo, la ecuación de trasformación será, 


2, = 2, + TA, , + ya,, + Z04, 


donde, como se indica en la figura, 11, «412 y «13 son los cosenos directores de X, etc. “To- 
mando dos veces la derivada con respecto al tiempo, se tiene, 


E, = %,+Za, + Ya, +20, +22, +Ya,, +20, + 2(La,, + Ya,, +20,,) (1) 


. o. 0. 
Igualmente pueden obtenerse las expresiones correspondientes para Y, y Zi. Entonces, a,, 
a, y a,, según se definieron antes, estarán dadas por 


a, = Za, +40), +20, etc. (9.4) 


z 


Estas expresiones pueden ponerse en las formas útiles de (9.6), como sigue: Se miden 
los ángulos de Euler con respecto a X', Y' y Z', como se indica en la figura 9-2. Así, los cosenos 
directores de X, a, 412 y «13, pueden escribirse en función de y, $ y 60, de acuerdo con 


la tabla 8.2; y las expresiones de a,, 2,» etc., pueden obtenerse al tomar las derivadas. 


Eliminando ahora Z,,Y, y 2, de (9.4), por medio de (1), etc.; eliminando las «,a y « de 
las ecuaciones resultantes y utilizando las relaciones siguientes (véanse las ecuaciones (8.11)) 


Qr = j send send + Ó coso, Q = y sen? cos$ — Ó seng, Nz = $ + y cos0 (9.5) 


finalmente, la ecuación (9.4) toma la forma de (9.6a). En forma semejante pueden obtener- 
se (9.6b) y (9.6c). 


Sin embargo, con el fin de simplificar las operaciones trigonométricas, sin abandonar 
la condición de generalidad, se procede de la siguiente manera: Se supone (por conveniencia) 
que en el momento considerado, se toma el marco inercial X,, Y¡, Z, en una posición tal 
que 6 = 90" y y = 4 = 0. Nótese que en este caso X es paralelo a X;, Y es paralelo a Zi, 
y Z tiene la dirección negativa de Y,. En la tabla 8.2 se observa que aj; = 1, «12 = 
a13 = 0, etc. Entonces, partiendo de (9.4), y las otras ecuaciones semejantes a ésta, 


Ax = La, Ay = 21, Az = —Y1 (2) 


Se encuentra además que para estos valores de les ángulos de Euler, 


ay = 1, %, = 0, e), = —($* + $?) 


2, =0 4% =-—% %, = (204- 4) (3) 
%=0 ¿4=% %=Y 
y por las relaciones (9.5) se observa que 
NO: = 0, % = y, %=¿ 


o 0. o. . 0 o. o. . 0 00. o... (4) 
0: =Ó6+ dh  M=Y-4Ó,  0= ¿—yÓ 


Por último, utilizando (3) y (4), la primera de las ecuaciones (2) puede escribirse como (9.6a). 
Por el mismo procedimiento se determinan (9.6b) y (9.6c). 


do +2 — 2(04+ 02) + y(0.0, — 0) 
+ 2(Q202 + 04) + 2(20y — Y0») 


Az 
(a) 


dy = oy +Y + 2(0:% +02) — y(0 +0) 


0. 6 
+ 2(Q40: — Qx) + 2(10: — 201) (b) (9.6) 


CAP. 9] EL METODO DE EULER DE LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 185 


da = 00m +2+ x(0:0: — 0) + y(Q40: + Q:) 


— 2(02+05) + 2(40: — 2%) (c) 


Componentes de a, la aceleración de m en el espacio inercial, en las direc- 
ciones instantáneas de los ejes con movimiento de traslación y rotación, 
X, Y y Z de la figura 9-2. 


Debe tenerse presente el significado de cada uno de los símbolos que intervienen en 
(9.6). a es la aceleración de m, ao es la aceleración de O, Q es la velocidad angular del 
marco X, Y, Z; todos ellos medidos con respecto a un marco inercial. a,, a, y a, son las 
componentes de a; Gor, doy Y Go son las componentes de ao; 2,, 2, y 2, son las 
componentes de Q; en todos los casos, tomadas en las direcciones instantáneas de los ejes 
con movimiento de traslación y rotación, X, Y y Z. 2,7, etc., son las componentes de la velo- 
cidad y la aceleración de m con relación a X, Y, Z (medidas por un observador en este marco). 


En notación vectorial, las ecuaciones (9.6) son equivalentes a 
a = Fo+a + 20XxXv + 6ó6Xr + 0 X(u Xr) 


donde a es la aceleración de m en el espacio inercial; ro es el vector posición medido desde 
O1a0;a = iz +jy+k2 es la aceleración de m con relación al marco X, Y, Z; r es el 
vector posición medido de O a m; vw = ix +jy+k2 es la velocidad de m con respecto a X, 
Y, Z y por último, i, y k son los vectores unitarios en las direcciones de X, Y y Z, respec- 
tivamente. Véase el capítulo 13. 


Otro enfoque para lograr la deducción de (9.6) se encuentra en Introduction to Advan- 
ced Dymamics, de S. W. MS UakY, Addison-Wesley, 1959, páginas 31 y 32. Véase además 
el problema 9.2. 


El carácter fundamental y la importancia de (9.6) aparecen con claridad en el ejemplo 
siguiente. 


Ejemplo 9.1. 


Se trata de determinar el valor de las componentes a, y a, de la aceleración de m en el espacio inercial, en 
las direcciones instantáneas de X2 y de Yz, respectivamente, según la figura 2-21. Nótese que 33 = 09 = 0, 


y %y= 0, + 67. Por consideraciones elementales, se ve que las componentes de la aceleración del origen de X2, 
Y2,Z2, en el espacio inercial, G0z y “oy en las direcciones de X2 y Y2, respectivamente, son 
dor = —80% C08 02 + 86, eN 0) Uy = 80] senóy + 88, cos 62 
Aplicando (9.6), se obtiene en seguida, 
dz = —80| cos 0 + 89, send, + Za — 261 + 62)? — ya(8, + 62) — 2Yol(0, + 62) 
Ay 80% sen 67 + 89, cos 03 + Ya — Yoly + 99)? + xo( 0, + 07) + 2:xa (0, + 9.) 
Un observador montado en Dz que desea determinar el movimiento de m con respecto a este disco móvil, 


escribiría las ecuaciones del movimiento como ma, = f, y ma, = f,, donde f, y f, son las componentes de 
la fuerza sobre m en las direcciones de X2 y Y. 


Nótese lo siguiente: Fácilmente se concluye que la energía cinética de m está dada por 
= ¿mesi + (2 — 428)? + (Ya + 2289 + 2801(% — Y28) senos + 286,(Ya + 28) cos 04] 
donde 8 = 0, + 02. Véase el problema 9.2. Aplicando el método del numeral 3.9, el lector puede comprobar las 
expresiones anteriores de a, y 4,. 


B. Ecuaciones (9.6) para el caso en que m es una partícula típica de un cuerpo 
rigido. 

Supóngase que la partícula m de la figura 9-2, es ahora m' en- 9-3. Para simplificar se to- 
man los ejes X, Y y Z como fijos al cuerpo, según se indica. En este caso x, y y z son constan- 
tes. Portanto  =y=2=0 y *=y=2=0. La velocidad angular del marco, Q, es ahora 
la velocidad del cuerpo con relación a X1, Y:, Zi (o con relación a X”, Y”, Z'), e, y por con- 
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siguiente, 2, = w;,, etc., donde w,, w, y w, representan las componentes de la veloci- 
dad angular del cuerpo en el espacio inercial, en las direcciones instantáneas de X, Y y Z. 
En tal virtud, las relaciones (9.6) se reducen inmediatamente a 


a. = Gor 7 e a w-) + Ylo,w., = »,) EE 2(w,0, + w,) (a) 
a, = Co + Z(w,0, + w,) E Yo eN w7) AR 2(w,0, 7 «,) (b) (9.7) 
a, = Qj, + Elw,w, — w,) + Ylo,w, + w,) => ca (A as y) (c) 


Las ecuaciones anteriores, naturalmente, se aplican a cualquier sistema de ejes fijos al 
cuerpo con el origen en el punto O. 


Debe observarse que como las componentes de la aceleración, a, de m' en el espacio iner- 
cial son a,, a, y az, la componente, oz, de a, en la dirección de una recta cualquiera 
O., que pase por O y tenga por cosenos directores a l, m y n, con relación a X, Y y Z, estará 
dada por do = Qzl + am + an (9.74) 
La recta O, puede estar girando alrededor de O, con respecto al cuerpo, caso en el cual !, m 
y n son variables y por consiguiente (9.74) da el valor de as, en la dirección instantánea de 
esta línea. 


9.5 Las tres ecuaciones del movimiento de rotación de Euler, para un cuerpo 
rígido. Forma general. 
A continuación se deducen las ecuaciones del movimiento de rotación de un cuerpo su- 
jeto a la acción de fuerzas externas F, F2, etc., como en la figura 9-3. 


Ly [Z' / y 


y e = Velocidad angular total del 
cuerpo con relación al espacio inercial 


X, Y y Z son los ejes fijos al cuerpo. F,, F2, etc., son las 
fuerzas aplicadas. « es la velocidad angular total del cuer- 
po. ao es la aceleración lineal de O en el espacio inercial. 
a es la aceleración lineal de una partícula típica m' en el 
espacio inercial, w,, w,, wr; C%0z, “Goy, M0: Y Us Uy» 
a, son las componentes de y, Ay Y A, respectivamente, 
Xy / en las direcciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo, 


y ás Y) y X, Y y Z.0, Y y 9 son los ángulos de Euler. 





Fig. 9-3 


Mientras el cuerpo gira y se desplaza, una partícula típica cualquiera, m', en general su- 
fre una aceleración, a, (tal como en el numeral 9.2) que aquí se considera medida con relación 
al espacio inercial. Esta aceleración se debe a una fuerza f, que es la resultante de las fuerzas 
que, aplicadas como Fi, F2, etc., se han trasmitido a la partícula; además forman parte 
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de f, la atracción de la gravedad y las fuerzas de atracción o repulsión de las otras partículas 
que la rodean. En lo que sigue se supone que estas fuerzas de atracción y repulsión se anulan 
dos a dos. Si a,, a, y a, por una parte, y f., f, y f. por la otra, son las componentes 
de a y de f, respectivamente, en las direcciones instantáneas de los ejes X, Y y Z, se escriben 
las ecuaciones del movimiento de la “partícula libre”, como ón 


wa. = E ma, = ¿e ma, = f, 
Multiplicando la última relación de (1) por y, la segunda por — 2 y luego sumando, se tiene, 
m(ay-a,z) = f.y-f,2 (2) 
(Obsérvese que la validez de la ecuación (2) no se afectaría si se remplazaran los valores de y y 
z por cantidades arbitrarias. Por tanto, en cierto sentido, (2) es una forma de ecuación de 


d'Alembert.) En la figura 9-4 se puede ver que f.y — f,z es el momento de f alrededor de 
X. Entonces, sumando sobre todas las partículas del cuerpo, la ecuación (2) queda 


>)m(ay-az) = Dfy-f,2) = 7, (9.8) 
Como la suma se realiza sobre todas las partículas del cuerpo, 7, representa la resultante de 


los momentos de todas las fuerzas aplicadas externamente (incluyendo las fuerzas de restric- 
ción, si existen), alrededor de X. La ecuación (9.8) y las expresiones similares para r, y 7, 







f es la fuerza aplicada a m'. 7,, r, y 7, son los 

f fe, f, fx) momentos de f alrededor de X, Y y Z, respectiva- 

mente. f,y es el momento positivo y f,z el 

momento negativo alrededor de X. Por tanto, 

> Tr. = fiy — fy2. Igualmente, 7, = f.2 — f,x 
y y Tra =f) x- xy. 


y 





Momentos de f alrededor de X, Y, Z. 


Fig. 9-4 


constituyen las ecuaciones básicas de rotación y pueden ponerse en una forma conveniente y 
útil de la siguiente manera: 


Las componentes a,, a, y a, están dadas por (9.7). Eliminando a, y a, de (9.8) 
se obtiene 
M(0, Y — 0,7) + 0, 2 My +22) — 0,0, », m(2 — y?) 
=F (w,0, = 0,) y m'ry — (u,0, + w,) sy m'xz — (0? = o?) yA m'yz = 7, (9.9) 
= suma de momentos de todas las fuerzas externas alrededor de X (Fig. 9-3). 


Pero como Y) m(Y9+2%) = I,, >) m(xy) = Ia, 
Y) m(2—-y) = Y m[(2 +2) — (12+y2] = Il, —I,, etc. 


Entonces, la ecuación (9.9), con las expresiones para 7, y 7z, halladas de la misma manera, 


puede escribirse, 
M(a, 3 — 4,2) + 1,2, + (1,—1Jo,o, + 1, (0,0, — 6,) 


E (a) 
a I,Lo,0, + w,) + L, (0% us w2) — Es 


M(a,2— 4,8) +1,9, + 1,—1Jo,0, + 1, (o,0,—0,) 


aná [, (0,0, + 0,) + Tu? E 2) — T, 


(b) (9.10) 


188 EL METODO DE EULER DE LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS [CAP. 9 


M(a,,? — A,,.Y) + lo, + (í, — I,Ju,o, + I ¿(0,07 = w,) 


a I (0,0, + 0,) E If? q w?) Te 


(c) 
Una forma general de las ecuaciones de rotación de Euler. 


9.6. Aspectos importantes con respecto a (9.10). 

(a) Las ecuaciones (9.10) constituyen una forma general muy útil de las ecuaciones del 
movimiento de rotación, de Euler. Estas relaciones junto con (9.2) determinan comple- 
tamente el movimiento de un cuerpo rígido. En la figura 9-3, X, Y y Z son ejes fijos al 
cuerpo con el punto O situado en un punto cualquiera. 


(b) Puede darse una sencilla interpretación física de (9.10) como sigue: Recordando que a,,, 
a, y a, en (9.7) son medidas con relación al espacio inercial; en consecuencia, m'a,, 
etc., son fuerzas inerciales (se define “fuerza inercial” como el producto de (masa) X (ace- 


leración) relativa al espacio inercial). Así, Y m'(a,y — a,z) es la suma de los momen- 
tos de todas las fuerzas inerciales, con respectoa X. Y naturalmente, los miembros izquier- 
dos de (9.10) deben tener el mismo significado. Por consiguiente, estas ecuaciones son una 
expresión del siguiente “principio de momentos” 

Suma de los momentos 5) Suma de los momentos y 


las fuerzas inerciales las fuerzas aplicadas 
alrededor de X alrededor de X 


(9.11) 


que es igualmente válida para momentos alrededor de Y o de Z, o en realidad, alrededor 
de una recta cualquiera. 


(c) Es importante observar que al plantear las tres primeras ecuaciones de Euler, (9.2), no es 
necesario que el marco de referencia allí utilizado coincida con el empleado al establecer 
las ecuaciones de rotación, (9,10). 


(d) Como se ve claramente en (9.7a), es posible escribir las ecuaciones de rotación de Euler pa- 
ra ejes que giren alrededor de O, con respecto al cuerpo. Véanse el problema 9.10 y los ejem- 
plos 9.8 y 9.9. 

(e) Determinación de 7,, 7, y 7Tz. F, representa una de las fuerzas aplicadas en p, (Fig. 
9-3) y sus componentes según X, Y y Z son Fei Ía, y f., Las coordenadas de p, en este mis- 
mo marco, son x;, Y, y 2,. Por tanto 


Tag — > (a, Y; ar f,,2) (9. 12) 

Si las componentes de F, se toman en las direcciones de X,, Y, y Zi, Fo, fa, ¡20 
entonces, o 

Fe. E Fo ES f,, 212 AE f.,2 (9.13) 


Formas simplificadas de (9.10). Supóngase que O está localizado en un punto cualquiera 
del cuerpo y que X, Y y Z están fijos al cuerpo. Se toman X, Y y Z en las direcciones de 
los ejes principales de inercia que pasan por O. En este caso, como [,, = I,, = l,, = O, 
todos los términos que contienen productos de inercia desaparecen. 


Na” 


9 


Si se toma a Oenelc.m., ¿=Y=2=0. Así, los primeros términos de cada una de 
las ecuaciones (9.10) se anulan, aún en el caso en que X, Y y Z no estuvieran fijos al cuerpo. 


Si un punto cualquiera del cuerpo se halla fijo en el espacio (por ejemplo, por medio 
de una articulación esférica) y se toma a (O en ese punto, el primer término de cada una 
de las ecuaciones (9.10) desaparece puesto que o; = oy = oz = O. 


Nótese que en los dos últimos casos, las relaciones (9.10) adquieren exactamente la 
misma forma. 


Si O está fijo en el espacio o localizado en el c.m., y si además los ejes fijos al cuerpo 
se hacen coincidir con los ejes principales de inercia, las relaciones (9.10) se reducen a la 
siguiente importante forma: 
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To, + 1 —1Jo,o, = 1, (a) 
yo, + (%- TJo,o, —= Ty (b) (9.14) 
Fo, ER 1 130,0, = 1, (c) 


(£) Las ecuaciones (9.10) pueden deducirse a partir de las ecuaciones de Lagrange. Véase el 
problema 9.9. 


9.7 Forma vectorial de las ecuaciones de rotación de Euler. 

Como se demostró bajo el numeral 8.2F, el torque puede ser tratado como un vector, 
cuyas componentes rectangulares son 7, = Y f.y —f,2, etc. Véase la ecuación (9,8). De 
igual manera, Y m'(a.y —a,z) es la componente X de un vector debido a fuerzas inerciales. 


Por conveniencia, se puede escribir el conjunto de relaciones (9,10) como B, = r,, B, = 


y y B. = 7, en donde B, es una: abreviatura para el lado izquierdo de (9.10a), etc. Se 
observa entonces que (9.10) son las componentes de la ecuación 
B= + (9.15) 


donde las componentes de B son B,, B, y B, y las de 7 son r,, e 


Si se toman las componentes de B y de + en la dirección de una recta cualquiera Oa, que 
pasa por O (que no está necesariamente fija en el espacio ni fija al cuerpo, véanse los ejem- 
plos 9.8 y 9.9) cuyos cosenos directores son l, m y n, resulta evidente que 


Bl + B,m + B.n = 7,1 + 7,M + TN = To, (9.16) 


Ecuación de Euler aplicable a cualquier recta Oa. 
(Para una deducción más directa, véase el problema 9.10.) 


9.8 Ejemplos especificos para ilustrar el uso de las ecuaciones (9.2) y (9.10). 

Nota. Muchos de los ejemplos del presente capítulo se han tomado del capítulo 8, de tal 
forma que el lector puede hacer comparaciones directas entre los métodos de Lagrange y de 
Euler. 


Ejemplo 9.2. Considérese el ejemplo 8.4 (1), figura 8-8. 

Tomando los ejes fijos al cuerpo, como se indica, w, = y, =0 y wm, = 6. Por inspección, se observa que 
F, = —Mgsen0+ fz, F, = —Mgcosó+ f, y F, = 0 donde f, y f, son las componentes de la fuerza de reacción 
en p, en las direcciones instantáneas de X y Y. Además, 7, = 7, = 0 y Tr, = — Mal sen 0. Por otra parte, A, = 
LO, A, =162 y Áz = loz = Goy = lo, = 0. Como /,, = [,, = 0 y [,, % 0, las ecuaciones (9.2) se reducen, 


AS MIS = f,—Mgseno y Mló2 = f,— My coso (1) 


y las relaciones (9. 10) quedan 1,6 = —Myl seno (2) 


Para movimientos pequeños, la ecuación (2) puede ser integrada de inmediato para obtener a 6 en función del 
tiempo. Así, f, y f, pueden ser obtenidas, por medio de (1), en función.del tiempo. 


Nótese que (2) puede obtenerse directamente por el método de Lagrange. 


Ejemplo 9.3. 

- Con el objeto de poner .de relieve los principios básicos e ilustrar interesantes técnicas (al costo de una solución 
más elaborada) se considera de nuevo el problema anterior, tomando los ejes fijos al cuerpo como se indica en la 
figura 9-5. ñ 

De nuevo, 0, =w, =0 y u, = ó y se observa entonces que 
F, = f. —Mysen(o+f), F, = f, — My cos (9 + B) y 
0, 


Tz = fyr senf — fr cos B + Mgy sen(o + f) — Mgz cos (6 + $) 


Lor = ro cos B + ró? sen B, Uy = ró2 cos B — rá sen 8 


A, = 18 cos a — 16? sena, A, = L9 sena + 182 COS a 
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Nótese que oz, Goy, ÁZ y A, son las componen- 
tes de la aceleración de los puntos O y c.m., respectivamen- wÍy Sí z 
te, con relación a un marco inercial, tomadas en las direc- ; dá 
ciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo. Las compo- 
nentes de la fuerza de reacción sobre el cuerpo, en el punto 
de suspensión, son f, y f,. Obsérvese que estas fuerzas de 
reacción aparecen en r,. Son constantes determinadas, 
x y Y. 

Así, las ecuaciones (9.2) se convierten en Y 


Mx 
MO cos a — 16? sena) = f, — My sen (6 + 8) LN 
M6 sin a + 102 cosa) = f, — Mg cos (0 + B) (1) 
y la ecuación (9.10c) se reduce a 
M(a9,? — A0rU) + 1,0 = Ta (2) 


Al remplazar las expresiones de Go, lo, y 7, en (2), 
se completan las ecuaciones de Euler. 


Realizando el trabajo monótono, el lector puede de- 
mostrar que la relación (2) se hace igual a (2) del ejemplo 
anterior. Nótese, sin embargo, que J], tiene valores dis- 
tintos en este ejemplo y en el 9.2. 

Como ejercicio, el lector debe determinar la ecuación 
del movimiento correspondiente a 6, por el método de 
Lagrange, y compararla con los resultados anteriores. 





Fig. 9-5 


Ejemplo 9.4. Considérese el ejemplo 8.7, figura 8-11. 


Tomando los ejes X, Y y Z como fijos al cuerpo y considerando la varilla delgada y uniforme de longitud 
Lg =31L,%=2=0 1, =0 L =1l, e l, = L, = L, = 0. Sé observa que wz = —Ó%, 0y = 01 C03 6, y 
= $, sen 9, alrededor de los ejes fijos al cuerpo. Además, ap, = —R6,, oy = —Re* sen 6, y Go, = RO; cos 02 
cla en las direcciones instantáneas de X, Y y Z, respectivamente. A partir de (9.7) se encuentran las compo- 
nentes de la aceleración del c.m. con respecto al espacio inercial, tomadas en las direcciones instantáneas de los 


ejes fijos al cuerpo, que son A dd ss 
A, = —(R+ysen0)06, — 20,694 cos 0, 


Ay = —(R + j senoz)6, sen0 — 62 y (1) 
A, = (R+yjysen 096; C03 03 — 00% 
Entonces, las ecuaciones (9.2) se hacen 
—M[(R + Y sen902) 0, + 29,028 cosd)] = f; 
—MI(R + Y sen 09J6; sen0, +627] = —Mgcos0, + f, (2) 
M[(R + y sen 92)67 c08 67 — 0x0] = —My senos + f, 


donde se ha supuesto que las fuerzas de soporte, f.,f, y f¿. que actúan en O, poseen las direcciones instantáneas 
de X, Y y Z. 


Las ecuaciones (9.10) se reducen a 


MjRo; C09 07 — z03 + 14, sen0a cos, = Mygy sen0, 3) 
MRj9, + 1,(6, sen6z + 26,6 0080) = tz, Ty=0 


en donde 7, es el torque alrededor de Z, debido a las fuerzas de soporte. 


El lector debe plantear la ecuación de 02 del movimiento por el método de Lagrange (véase la expresión 
de T dada en el ejemplo 8.7) y compárese con la primera de (3). Si se supone que 6, es una función conocida del 
tiempo, ¿cómo podrán hallarse los valores de 7,, f., f, y f. en función del tiempo? 


Ejemplo 9.5. Determinación de la ecuación del movimiento y de las fuerzas de restricción que actúan sobre 
el disco de la figura 8-12. 


Considerando los ejes fijos al cuerpo indicados, «w,, w, y w,, éstos tienen los valores dados en el diagrama. 
Las componentes de la fuerza sobre el disco son, 
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F, = —MYsen 0 sen p + fe, + fz, F, = —Mgy senó cos g + hn, + by, y F, = —Mycos0 + f, 


donde Fx, y fa, son las fuerzas de soporte en a, y fx, y bug son las que actúan en b, en las direcciones instantáneas 
de X y Y. 


e fyy 4 — fuyta, Ty = feal=fabh y 1=0 


donde l; y la son las distancias Oa y Ob, respectivamente. Suponiendo que B está fijo, 47 = Goy = loz = 0, 
A, = Ay=A.=0y %2=y=2=0. Por tanto, las ecuaciones (9.2) son 


My send seng = fz, + Ízo» My seno coso = fu, + fu y Mgcos0 = f, (1) 
y las relaciones (9. 10) resultan 
LL(Y seno seng + yó seno cos 4) + (LL) seno cos $Xó + y coso) = fyQh — fyla (2) 
Ly senÚó C08 4 — vo sen 0 send) — 1-I senó sen Pé + y cos6) = Fx, la — fz, ls (3) 
LEG + ycosó) = 0 (4) 


Multiplicando a (2) por senf0seng y a (3) por senécosg$ y sumando, se obtiene, 


Ly seno = fy 4 — fyy 12) senó sengo + Uz, la — Fez, 11) senó C03 $ (5) 
cuyo lado derecho es igual al torque que trata de modificar a y, Ty - Entonces, (4) y (5) son las ecuaciones del mo- 
vimiento correspondientes a $ y y, respectivamente. 


Ignorando el momento de inercia del marco, 7y es el torque aplicado al eje cO por un motor, por ejemplo. 
Si se supone conocido Ty , al integrar (4) y (5) se pueden obtener fe, fu, Fo, y by, , en función del tiempo. 


Para complementar este ejemplo, el lector deberá demostrar que (4) y (5) pueden ser obtenidas de inmediato 
al aplicar las ecuaciones de Lagrange. Véase el ejemplo 8.8. 


Ejemplo 9.6. La ecuación del movimiento y las fuerzas de restricción sobre el disco D, de la figura 96. 


El borde exterior de D rueda sin resbalar, sobre el plano inclinado. Una articulación esférica lisa en O, sostiene 
el extremo del eje en su lugar. 









Ob, en el plano XY, 1 A 
se conserva paralelo a la N N z 
superficie del disco A h Mer 
Ñ N $ a 
! | A És 2 
N p 
=> Mg vena 
A 
N IV Se muestra el disco en la 
a Mg cose posición de reposo 
Xi sale del o SS "Ni 
plano del dibujo | a nión esférica ARA : 
; | Plano inclinado — o. ía e ad 


Oscilación de un disco sobre un plano inclinado 
Fig. 9-6 


Considérese inercial el marco X,, Y,,Zi¡. Se toma a X, en dirección horizontal (normal al plano del 
dibujo) y Y, en el mismo plano. Los ejes X, Y y Z (no se indican X ni Y) tienen el origen en el centro de la 
unión esférica y están fijos al cuerpo. Los ángulos de Euler, 6 y ¿, se miden en la forma acostumbrada. Por 
conveniencia se introduce el ángulo y, en lugar de y, definido en la figura 8-16, en donde se ve que y, se toma 
entre Y, y la proyección de OZ sobre el plano X,Y,. En este caso, y = y1 + 180”. Nótese además que 0 = 
constante, send = ri¡/ra, co80 = r2/r3, ravi = —rzab, I, = L,, l = distancia de O al c.m. del sistema, 
e = ángulo de inclinación del plano, ap, = Goy = Go, = O y las componentes de la velocidad angular en las 
direcciones de X, Y y Z, son 

. FT e. TP e Pi 


ur = A seng, Oy = Y1 pg 008 $ y 0= “Az= (1) 
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Por (9.7), o por consideraciones elementales, se concluye en 

A, = (lryro/riW? seno — (lry/ra) Y, cos $ 
(lrro rip: cos — (lr,/r3) va seng (2) 
A, = 0 


pe 
e 
| 


Las fuerzas sobre el sistema son: Mg que actúa sobre el c.m. y que tiene por componentes, Mg sene y 
— Mg cose en las direcciones de Y, y Zi, respectivamente; f,, una fuerza de reacción en b, en la dirección 


de Zi; fo, una fuerza de reacción en b, tangente a la trayectoria circular descrita por b, y que se supone dirigida 
en la dirección en que y aumenta; y una fuerza de reacción sobre la esfera en O, con componentes, fu, f, Y fo, 
en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z. Se supone que la fuerza de reacción total en b no tiene com- 
ponente en la dirección de r3. l 

Expresando por medio de F., la suma de las componentes en la dirección de X,, de todas las fuerzas enu- 
meradas, etc., y por F, la componente total en la dirección de X, de todas las fuerzas, se tiene, 


Fy, = Fxt11 + Fyos + Faja (3) 
en donde (sin incluir la fuerza de reacción en 0), 
F., = —focosy F,, = —fpseny, +Mgsene y F, = fy— Mg cose (4) 
Por último, 
Py ? La ”2 de 
F. = f,. + fo. sen $ + fp cosg — My | sene ( cos $ sen y, +5 seng COS Y, + 7 008 e sen $ 
3 3 | 3 


T Y Ys. 
F, = Í, “+ fo Cog — fe seno + My [sene (sen sen yy — 0084 cos ya ) Boone COS »] (5) 
3 
r r r 2 
F, = fe + to + My É sen e C03 yy — y 005 ] 


Con un modelo sencillo y algo de paciencia, es posible verificar directamente estas expresiones. 

AT combinar las ecuaciones (2) con (5), se obtienen inmediatamente las correspondientes a (9.2). No se incluyen 
aquí más detalles. (¿Podrían escribirse las ecuaciones del movimiento del c.m. tom'ando las componentes de la 
aceleración y la fuerza en las direcciones de los ejes X,, Y, y Z1?) 

Las ecuaciones de rotación se hallan como sigue. Se observa que las coordenadas del c.m., en el marco 
X, Y, Z, son (0,0,/) y las de b son (—r2c084, —r2sen $, r). Nótese que las componentes X, Y y Z, de las 
fuerzas individuales, pueden leerse directamente en las ecuaciones (5). Así, aplicando las relaciones generales, 
1. = Yify-— f,z), etc., se obtiene finalmente, 


| y y 
Tz = fpriseng9 — fyracosp — Mygl [sen € (seng seny;] — a C08 $ Cos 4) = -a COS e COS *| 
— ha Y 1 (6) 
Ty = fyricosg + fprgseng — Mygl| sene | cos $ seny; + Pa sen C08 yy e COS e seno 
3 
¡e fora 


El lector puede verificar estas relaciones, tomando momentos directamente alrededor de X, Y y Z. 


Las ecuaciones (9.10), que para este problema se reducen a (9.14), resultán ser 
8 


Y /0 _ 0273 Zo Jive 3 
Lo (í seng — yí ñ CO08 *) (1, — 12) 77 Y, 0839 = Tz (7) 
I el y coso + JE eng ) + (L,—I a senpg = 7 (8) 
Tang Y 2 17 Ez v 
: | 
—] Bd = >? == fir (9) 
org 1 2 b"2 


Multiplicando (7) por seng, y (8) por cosé y luego sumando, después de eliminar f; por medio de (9), se ob- 
tiene la siguiente ecuación: 
r; y 


5 + 1.7) Y, = —Mglsenesenyy (10) 


que es la misma ecuación del movimiento obtenida con mayor facilidad y más rápidamente por el método de 
Lagrange, en el ejemplo 8.11. 
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La integral de (10), que para pequeños movimientos resulta armónica simple, da el valor de y, en función 
del tiempo (y también el de ¿, puesto que rav, = — r24). Así, se pueden obtener f, y f; en función del tiempo, 
a partir de (8) y de (9), por ejemplo. Las ecuaciones (9.2) sirven para determinar f,,f, y f,. En esta forma, 
se han determinado tanto las ecuaciones del movimiento como las fuerzas de reacción. 

El tratamiento anterior incluye varios procesos largos y monótonos, pero, por otra parte, pone de presente 
con gran claridad los principios y las técnicas del método de Euler. llustra, además, por comparación con el ejemplo 
8.11, la superioridad del método de Lagrange para obtener las ecuaciones del movimiento. 


Ejemplo 9.7. Fuerzas de soporte. 
Se trata de determinar las expresiones de las fuerzas ejercidas por los cojinetes B, y Bx2 sobre el eje del 
cuerpo rotatorio de la figura 9-7, considerando inerciales los ejes X' 1, Y, y Zi. 


0 





Z 1 | X —X 1 











X, Y y Z fijos al cuerpo 
X y Y permanecen en el plano X ¡Zi 


Angulos de Euler: (6 = 90” y y = 180”. La recta ON (véase la figura 8-16) 
tiene la dirección de O,, —-X,. Así, $ se mide entre — X 1 y X. Los coji- 
netes B, y By están rígidamente unidos al marco Xi Y, Zi. fix fi, 
f2= y f2y son las fuerzas de soporte en las direcciones de X y Y. El. marco 
Xi, Y, Zi es inercial. 


Fig. 9-7 


Tomando los ejes fijos al cuerpo, y midiendo los ángulos de Euler como se indica, se observa que w, = w, = 0, 
W = $ y 40 = 40, = %o, = 0. Además (por principios elementales, o por la ecuación (9.7)), 


A, = ($9 + 92%), Ay = 28-08 y A, =0 
Las fuerzas y los torques están dados por ' 
Foz = fiz+ fox — My seno, F, = fiy + f2y — Mg cos 9, F¿=0 
Tz = fayla— fiyly + Mg2 cos, Ty = fizlr — foxloa— Myl seno, 
Tz = Mygú seno — Myí coso + Tm 


donde 7, es el torque ejercido por el motor y fix, fi, f2x y fzy son las componentes de las fuerzas de los 
soportes en B, y Ba, en las direcciones instantáneas de X y Y. Por tanto, las ecuaciones (9.2) y (9.10) se hacen 


—M($0 + 998) = fis + faz — Mg seno (1) 
M($2 — $) = fiy + foy — Mg cosg (2) 
1,4 + Iy19? = foylo — fiyl,y + Mygz cos $ (3) 
—Lyrb — Lap? = fiel — fonlo — Mgi seno (4) 
1,4 = Mygly sá — E c0sH) + Tm (5) 


Las relaciones (1) y (4) pueden resolverse para hallar f,, y fa,, dando como resultado, 
fil +1) = Mg(Q+2) seng — (MIG +1, 6 — (MLA +1, (6) 
faz(l +1) = Mg(l,—2) seng + (ly: MUI) $ + (L.— MU2)E? (7) 
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De igual manera (2) y (3) se resuelven para determinar fi, y f2z,. Si 7» es una función determinada del 
tiempo, la integral de (5) da a 4 en función del tiempo. Así, todas las fuerzas de soporte pueden ser expresadas 
en función del tiempo. 


Por la física del problema, es evidente que las fuerzas de soporte no dependen de la localización u orientación 
del marco X Y Z. La selección hecha se ha tomado asi po: razones de conveniencia. 


Equilibrio estático y dinámico: Considérense los siguientes dos casos. 


(a) Si el c.m. está en el eje: de giro no existe torque debido a la gravedad alrededor de este eje, y se dice que el 
cuerpo está equilibrado ““estáticamente”. 


(b) Supóngase que el c.m. está en el eje de giro y que Z es un eje principal de inercia que pasa por un punto, O,, 
en el eje de giro. Tomando X y Y en las direcciones de los otros dos ejes principales, (6) y (7) demuestran que 
no existirán fuerzas de soporte, debidas a la rotación. Se dice que el cuerpo está ahora equilibrado “diná.- 
micamente”. - 


Una deducción que muestra con mayor claridad el significado físico de (6) y (7), se encuentra en el pro- 
blema 9.17. 


9.9 Ejemplos para ilustrar la forma (9.16) de las ecuaciones de Euler 
(junto con (9.3)). 


En primer lugar, considérense las técnicas siguientes, que tienen gran importancia, 
y son más generales que las discutidas o ilustradas hasta ahora. Como se utilizarán amplia- 
mente los ángulos de Euler, es conveniente que el lector repase los numerales 8.7 y 8,8. 

Considérese el cuerpo de la figura 9-8, como completamente libre para moverse bajo la 
acción de las fuerzas F,,F2, etc. El marco X,, Y,,Z, se considera inercial y el X, Y, Z 
está fijo al cuerpo. Los ejes punteados, X;, Yi y Z;, con el origen adherido al cuerpo en O, se 
suponen paralelos a X,, Y, y Zi. Los ángulos de Euler, 9, y y 4, indicados en el dia- 
grama y medidos como en la figura 8-17, determinan la orientación del cuerpo. Los cosenos 
directores de X, Y y Z con relación a X;, Yi y Zi(o con relación a X¡, Y, y Z,) se indi- 
can por «a,, «12, «13, etc. Las expresiones de los diferentes « en función de los ángulos 
de Euler, están dadas en la tabla 8.2. Una de las fuerzas, aplicada en el punto p,, de coorde- 
nadas (x;,,y,, 2,) con respecto al marco fijo al cuerpo, se representa por F,. 


Z3| Y/ 4F, 











| e 
| sz LA a ps : 
IZ l , 
xn CAN PROS EST _Y; 
O, E T 
a] A P 
BIE Sy 
J M A 
P3 SN 
Marco , [7% F e es la velocidad angular del cuerpo, con relación a Xi. 
ds Zo Lg Y, Y1,Zi. 4, uy y «. son las componentes de 0» 
V A ES A NS según X, Y y Z. Fi, F2, etc., son las fuerzas aplicadas. 
| : á M es la masa total. A es la aceleración del c.m. en el es 
, ¡| To | ' 
Xi/ ES pacio inercial. ao es la aceleración de O en el espació 
SS ES NAAA inercial. 6, 4 y e son los ángulos de Euler. «a, 012 


y as, son los cosenos directores de X, etc. X, Y y Z están 
fijos al cuerpo. 


Fig. 9-8 
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En el caso en que O esté en el c.m., y si X, Y y Z coinciden con los ejes principales de 
inercia, (9.3), (9.10) y (9.16) se simplifican notablemente. Sin embargo, por razones didácti.- 
cas, se supone que O está localizado en un punto arbitrario del cuerpo. Se suponen conocidas 
las coordenadas £,Y y 2 del c.m. con relación a X, Y y Z. 


Como se indicó en el numeral 9.3, se pueden hallar ecuaciones escalares correspondientes 
a (9.3). Si se toman las componentes de A en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, por 
ejemplo, A, puede obtenerse fácilmente a partir de (9.7a) haciendo x=x y w:= 
y senó send +6cos y, etc. Las magnitudes ao,, ao, Y Go, pueden expresarse en cual- 
quier sistema adecuado de coordenadas. Se puede escribir también a,, = 2, 2%,, + Yo + 203) 
etc. Escribiendo fx, fu, y fz, como las componentes X, Y y Z de F,, F, en (9.2) está dado 
por F, = 2 das etc. 


Ecuaciones de rotación: Debido a la naturaleza vectorial de (9.15), pueden obtenerse tres 
ecuaciones escalares del movimiento, proyectando a B y a ren las direcciones de tres rectas 
que no estén en el mismo plano, que pasen por Ó y que pueden tener direcciones variables con 
respecto al cuerpo. Usualmente las componentes de B y 7 se toman según ON, Z; y Z. Nótese 
que aparte del punto O, ON y OZ; no son estacionarios con relación al cuerpo. Aplicando 
(9.16), fácilmente se concluye que (véase la tabla 8.1) 

B,senOseng + B,senó coso + B¿cosó = Ty, in 
B,cosp — B,senp = ry y B, = 
donde, naturalmente, 7,,7, y 7, representan los torques aplicados alrededor de Z/,ON 
y Z, respectivamente. Las expresiones de B,,B, y B, son los miembros izquierdos de 
(9.10a, b, c). Una forma de escribir 7,» Ty Y 7¿ €s como sigue. (En ciertos casos especificos es 
posible expresarlos en una forma más directa.) 


7, = 7 senósendg +7, Ssenó cosg + 7, COS Ó, 
e = 7 $ +r, ? (9.18) 


Tg = T,CO8S GQ — 7, SONY, —T¿ = 7 
donde 7, = 2 (f,Yi—Í, 21), ete. 


Así, (9.17) son las tres ecuaciones del movimiento de rotación. Como se puede demostrar 
sin dificultad (véase el ejemplo 9.8) estas ecuaciones son iguales a las obtenidas para 0, y 
y q muy fácilmente, por el método de Lagrange. 


Una vez más conviene recalcar que si O está situado en el c.m. (con frecuencia muy con- 
veniente, aunque no siempre), tanto (9.3) como (9.16) se simplifican considerablemente. Si 
X, Y y Z se hacen coincidir con los ejes principales de inercia que pasan por el c.m., se obtie- 
ne una notable simplificación en (9.16). 


Ejemplo 9.8. Trompo que gira con la punta en una posición fija. 

Imagínese el cuerpo de la figura 8-16 remplazado por un trompo cuya punta está localizada en O. Si los ejes 
fijos al cuerpo están localizados como se indica, 2=$=0, 2=Y. l,=1, e I,, = ly = Ly, = 0. 

Siguiendo el procedimiento descrito, se trata de establecer las seis ecuaciones del movimiento. 

Como O está fijo, 40, = 40, = 4o, = 0. Aplicando (9.7), 


Ax = r(y2 senó cos O seng + 204 COS 6 cosp + y sen9 cos $ — *) sen $) 
A, = r(J2 sen 6 c08 9 cos $ — 264 C08 0 send — y senó seng — 6 cos $) 
A, = —r(92 + y? sen? 9) 


y puede verse que 
F, = —My seno senp + fa, F, = —Mgsenocosp + fy y F¿ = —Mygcos0 + f; 
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donde f., f, y f. son las componentes de la fuerza de reacción ejercida en la punta, en las direcciones instan. 
táneas de X, Y y Z. Así, las tres ecuaciones del movimiento del c.m., 


F¿=MA,, F, =MA, y F,=MA, (1) 
pueden escribirse en forma explícita completa. 


Tomando momentos con respecto a ON, Z y Z', las ecuaciones (9.17) se aplican directamente. Para este 
problema, B,, etc., son (véanse las ecuaciones (9. 10)), 


B., = Ly senó seno + 2/0 c08 9 seng + 9 cos $ — y senó Cos 9 cos ¿) 


+ L(Y seno cos $ — 6 sen TO + y cos 6) (2) 


B, = LL? senó c08 $ + 240 C08 Ó C084 9 seng + y? sen 6 cos O sen £) 


— LY senó seng + 6 cos $$ + y cos 8) (3) 


B. = Í$+yYcos0 — $0 senó) (4) 

En la figura se ve que rg = Mgrsenó0, 7ry =0 y rg = 0. Así, las tres ecuaciones de ocación se reducen a 
LS — $? seno coso) + [,(p? seno coso + $4 seno) = Mpgr seno (5) 

LAY seo + 240 send c08 6) + ÍL(Y costo + ¿cos 0 — 264 send cos 9 — 94 seno) = 0 (6) 
L($+yco0s0 — Yó seno) = 0 (7) 


Las relaciones (7) y (6) pueden integrarse una vez cada una, dando, 
L(é6 + y coso) = P¿ = constante y Ly sen?0 + P¿coso = Py, = constante 
Las ecuaciones (5), (6) y (7) son las mismas correspondientes a 6, y y 4 obtenidas en (8.13), en forma inme- 
diata y con menor esfuerzo, por el método de Lagrange. 


Nótese que si se conoce la ley de variación con el tiempo de 6, y y $, las ecuaciones (1) dan f,, f, y f. 
en función del tiempo. 


Ejemplo 9.9. Ecuaciones del movimiento de Euler, para el giroscopio. (Véase el ejemplo 8.16, figura 8-18.) 
Lo que sigue es un breve esquema de las etapas que conducen a las ecuaciones deseadas. Tomando los ejes 
fijos al cuerpo como se indica, 
=3=2=0, l.=1, l,=1,=1,=0 A¿=4,=4,=0, %,=%y=%,=0 


Sean Fe, Ía, y fe, las componentes de las fuerzas de reacción en cy (en las direcciones instantáneas de 
X, Y y Z) y Feos yo y fe, las componentes de la fuerza en c2. Se escribe Oc, == Oca2 = 1. Por tanto, 


F, = fa, + Íz, — My seno send, F, = hy, + Fu — My sen9 cos q, 
F, = fa, + Fa, — My cos 0, T9 = Uy, y)! cos 9 — Fx, — fa,)1 seno, 
Ty = Fu, — fy Y send seno + Uz, —_ fx)" senó cogg, T¿ = 0 


Las expresiones para B,, B, y B, son iguales a los miembros izquierdos de las relactones (9.10). Así, pueden 
escribirse en detalle las ecuaciones de traslación y de rotación. 


El lector debe demostrar que las ecuaciones de rotación se reducen a la forma obtenida con el método de 
Lagrange. 


9.10 Ecuaciones del movimiento con respecto a un marco de referencia móvil. 


El problema aquí considerado por el método de Euler es exactamente el mismo que se 
consideró en el numeral 8.10 por el método de Lagrange. Por tanto conviene que el lector 
repase ese numeral, dedicando especial atención al significado de los símbolos utilizados. No 
se repite aquí el enunciado del problema ni la figura 8-21. 


Con las precauciones de rigor, se pueden aplicar directamente las ecuaciones (9.2). Se 
debe recordar que A,,A, y A, son las componentes de la aceleración del c.m., con 
respecto al espacio inercial, por lo que deben expresarse de acuerdo con esto. Así mismo, las 
ecuaciones (9.10) o (9.16) son válidas siempre que w,, w, y w, expresen las componentes 
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de u (la velocidad angular del cuerpo con respecto al espacio inercial) en las direcciones ins- 
tantáneas de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z. 

Si para simplificar se supone que O (Fig. 8-21), está localizado en el c.m., las expresiones 
de Az, Ay, y Az, (las componentes de la aceleración del c.m. en el espacio inercial, en las 
direcciones instantáneas de X,, Y, y Z,) pueden obtenerse a partir de las relaciones 
(20) BEAOOEr, Az, = Gr + 1 — (ol, +02) + Yi(Q1y12 — Mr) 


+ 2(Q1:l12— L19) + 2(2121y — Ya Qaz) 


1 


(9.19) 


con expresiones semejantes para Ay, y Az. Aquí, £2i,, 21y y L1, son las componentes 
de 1 en las direcciones instantáneas de X,, Y, y Zi, y están dadas por las relaciones 
(8.11); es decir, 21, = Y 1 sen 01 sen 41 + 6, cos 61, etc. Representando por a: la aceleración 
de O, en el espacio inercial, a,,, as, y a1, son las componentes de a, en las direcciones 
instantáneas de Xi, Y; y Zi. a, = %,B,, +Y,28, +28, etc. (Naturalmente, 41z, U1y Y 
a1, pueden expresarse en función de otros sistemas de coordenadas. Véase el numeral 
2.12, (3).) 

Entonces, las ecuaciones del movimiento de traslación del c.m. son sencillamente, 
MA, = Fx,, etc., en donde Az, está dada por (9.19) y F,, es la suma de las componentes de 
todas las fuerzas aplicadas, incluyendo las fuerzas de restricción, en la dirección de X'¡. 


Se pueden hallar las expresiones adecuadas de wz, w, y «w, como se demostró en el 
numeral 8.10. Por tanto, las ecuaciones del movimiento de rotación tienen la forma de (9.10) 
pero sin los términos M(aoY — Goy2), etc., puesto que se ha supuesto que O coincide con el 
c.m. Si se supone conocido el movimiento (traslación y rotación) del marco. X1, Y¡, Zi 
con relación al espacio inercial, as,, L1,, etc., serán funciones conocidas del tiempo. Así, 
las soluciones de las primeras tres ecuaciones dan el movimiento del c.m. con respecto a X,, 
Y, Zi, y las otras tres determinan el movimiento de rotación del cuerpo con relación al 
mismo marco de referencia. Desde luego, puede aplicarse (9.16) en lugar de (9.10), si se desea. 


9.11 Determinación de los movimientos de una nave espacial y de un objeto en 
su interior, ambos bajo la acción de fuerzas conocidas. 


El tratamiento de Lagrange está dado en el ejemplo 8.22. A continuación se indica esque- 
máticamente el método de Euler. 


Haciendo referencia a la figura 8-23, resulta claro que se pueden escribir las seis ecuaciones 
de Euler para el vehículo espacial, en la forma acostumbrada. Así, pueden plantearse sels 
ecuaciones para el cuerpo rígido, como se indicó bajo el numeral 9.10. 


Las doce ecuaciones del movimiento incluyen las coordenadas, x1,Y1,21; X2,Y2,%2; 
01, 1,01 y 0,4,9. En tal virtud, las soluciones dan el movimiento de la nave espacial 
con respecto a X2, Y2, Z2 y el del cuerpo con relación a la nave. En el proceso de solución 
de este problema no se debe olvidar que para cada fuerza que se ejerce sobre M, por algún 
ligero dispositivo adherido a la nave espacial, existe otra fuerza igual y contraria sobre la 
nave misma. , 


Ejemplo 9.10(a). 

Los ejes X1, Y, y Zi, de la figura 9-9, con el origen en O, están orientados como se indica en la figura. 
Suponiendo que O, se mueve hacia el norte sobre un círculo máximo (X1, Y,,Z1. está adherido a un tren, 
por ejemplo) con velocidad constante, R$, y que Y, permanece tangente al círculo máximo que pasa por los 
polos; se trata de determinar las ecuaciones del movimiento de la partícula m, sujeta a la acción de una fuerza 
conocida TF. 

Las expresiones de a, y Ly, Y Ue, las componentes de a, la aceleración de m en el espacio inercial, en las direc - 
ciones instantáneas de X¡,Y,¡ y Z,, pueden hallarse mediante la adecuada aplicación de las relaciones (9.6). 
Con tal propósito (véase la figura 8-21) obsérvese que 


liz = —P1 Niy = ugcosd,, liz = «, sendy 
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La Tierra se supone aquí esférica. Y, es 
tangente a un círculo máximo, Z, es 
la extensión de R¡. Xi, se dirige 
hacia el oriente (normal a la figura, 
hacia adentro). 9, es la latitud de O,. 
w es la velocidad angular de la Tie- 
rra = 7,29211 Xx 10-% rad/seg. La 
notación aquí es la misma de la figura 


8-21, con A, = e.+4,. 





El sistema Xa, Yz, Zz tiene 
una dirección que permanece 
constante, y se supone inercial, 
Oz está adherido al centro de 
la Tierra. 





Fig. 9-9 


0 N o 
Además, doy = —2R¡w,P, sen?,, do = Riu? send, cosb,, Mo, = —R — Rv? cos? d, 
(véanse las ecuaciones (2.60)). Así, aplicando (9.6a), 


Ar, = —2R ¡0,b, send, + e, — yu? — Zo Pi (Y cos d, + 2, send),) 


: (9.20) 


o Oo 
+ 2wg(2, cos +, — y, sendy) 
con expresiones semejantes para Ly, y a, Entonces, las ecuaciones del movimiento deseadas resultan 
ma, = F., may, = F, y ma, , = F, 


Las soluciones expresan el movimiento de m con relación al marco móvil, X,,Y,,Z,. Las mismas 
ecuaciones pueden obtenerse más fácilmente por el método de Lagrange. Véase el problema 9.7. 


Ejemplo 9.10(b). 

Se remplaza ahora la partícula m de la figura 9-9 por un cuerpo rígido de masa M. Se trata de determinar 
las ecuaciones del movimiento con relación a X¡, Y,,Z1. Se localiza el origen O, de los ejes fijos al cuerpo, 
X, Y y Z, en el c.m. Las coordenadas del c.m. en el sistema X¡, Y¡,Z1, se indican por %,,Y, y 2,, 

Nótese que si se remplaza a m por M y x1 por %,, etc., en (9.20) y en las expresiones correspondientes a 
Uy, Y Qz,» Se obtienen las tres ecuaciones del movimiento de traslación del c.m. (Las ecuaciones no se repiten aquí.) 

Las ecuaciones de rotación se obtienen de inmediato por el procedimiento descrito bajo el numeral 9.10. Por 
las ecuaciones (8.14), (véase la figura 8-21) se concluye que*las componentes de «e en las direcciones de los ejes 
fijos al cuerpo, X, Y y Z, están dadas por, 


Wz = $ senó senp + 6cosgp — Pje + u, cosPjajg + u, send,a1s 


donde los ángulos de Euler, 0, y y $ determinan la orientación del cuerpo con respecto a X1, Y1,Z1, como 
en la figura 8-17. «11 = cos $ cos Y — sen ¿$ sen y cos, etc., (véase la tabla 8.2.) Se pueden obtener relaciones 
semejantes para w, y wz. E 

Por último, remplazando w,,w, y w, en 


Los + (1, — yoywz + (0707 — 0,) — T,Aozwy + 07) + ya (oz — 2) = Tr 


y en las ecuaciones correspondientes a 7, y a r,, se obtienen las ecuaciones del movimiento de rotación que se 
buscaban. 


Ejemplo 9.11. Fuerzas de soporte. Rotor montado en un marco móvil. 


Supóngase que el cuerpo de la figura 9-7 está montado en un avión de combate que está sometido a cualquier 
tipo de maniobras; se trata de determinar las fuerzas de soporte. El marco X,Y,Z, y los cojinetes están sujetos 
al aeroplano y por tanto se mueven solidariamente con él. 


Se supone conocido el movimiento del avión con relación a cierto marco X2Y2Z2 (adherido a la Tierra 
y considerado como inercial). En otras palabras, tanto el movimiento de traslación de O, de la figura 9-7, como 
el movimiento de rotación de X,,Y,,Z,, ambos con respecto a X2,Y2,Z2, son funciones conocidas del 
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tiempo. (La posición de O, y la orientación de X,,Y,,Z, pueden expresarse en función de x2,yY2 y Z2 
y de O1, Yi y 61, de la figura 8-21. Véase el numeral 8.10.) 


La aceleración de O, en el espacio inercial se representa por ao y sus componentes son a, az y a3, en 
las direcciones de Xi, Y, y Zi, respectivamente. Por tanto, o,,aoy y oz, las componentes de ao en 
las direcciones de X, Y y Z, están dadas por ao; = jar + a2012 + zara, etc., en donde a11, a12 y aa 
son los cosenos directores de X con respecto a Xy, Y¡,Z1, etc. Pero, como en la figura 9-7, 0 = 90% y y = 180”, 
a11 =—C084, a12 = 0, aja = send, etc. (Véase la tabla 8.2.) Así, 


doz = —41 COSH + az send, a0y = 41 Send + azcosp y 40, = 42 (8) 


Sea Q, la velocidad angular del avión en el espacio inercial, cuyas componentes según X,,Y,,Z1, son 
conocidas y se representan por 2;,, 2, y %1,, respectivamente. Entonces, las componentes de la velocidad 
angular del cuerpo, en el espacio inercial, en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, son 


07 = —N1¿ 0089 + Mig seno, —0y = Ny, seng+N,¿cosóp y 007 = Niy+ $ (9) 


Por las ecuaciones (9.7) se concluye que A,,A, y A,, las componentes de la aceleración del c.m. en el espacio 
inercial, en las direcciones de X, Y y Z, son 


Az = —a,cosp + Ugseng — Hlut+ a) + loo, — 07) + Higos + y) (10) 


con expresiones semejantes para A, y A. 
Expresando Mg,, Mg, y Mg, como las componentes del peso según X, Y y Z, respectivamente (las com- 
ponentes de E, £x, £y Y Sz, pueden expresarse en función de 601, Y1, d1 y q) se tiene, 
Fo = fit fox + M9 Fy= Fiy + f2y + M9,» F, = f,+ Mg, (11) 


y por 7, = Y (f.y — f,2), etc., se concluye que 
1 = fayla— fiylh + Mg — Mg, Ty E fil — foxlo + Mg3— MgA, 7: = M9? — M9 + Tm (12) 
En este momento se pueden escribir ya las ecuaciones (9.2) y (9. 10). La primera de (9.2) es 
M[az sen — a, coso — El(ub+ 2) + Hloy0z — 07) + Hoyo, + 0)] = fis + for + Mgz (13) 
con expresiones semejantes para la segunda y la tercera. La ecuación (9.10a) se convierte en 
M(00.8 — 0oy2) + 105 + (1,¿— 1 pogo + Loy (uz — 6y) 


e : S S 14 
— Iozlozoy + 07) + Iy¿ko? — w1) = foylo — fiyly + Mgy — Mag e 


y (910b) y (9.10c) adquieren formas similares. 


Debe notarse que para un determinado movimiento del avión (en el caso en que x2, Y2, 22, O, Yi y $1 
sean funciones conocidas del tiempo) las ecuaciones (13) y (14) pueden expresarse en función de t, €, $ y f. Así, 
una vez más, las relaciones (13) y (14) pueden usarse para hallar las fuerzas de soporte. 


9.12 Restricciones no holónomas. 


En todos los ejemplos considerados hasta ahora, las restricciones han sido expresadas 
en sencillas formas algebraicas, como se indicó en (4.4). Con estas relaciones ha sido posible 
eliminar directamente y sin ninguna dificultad, las coordenadas superfluas en T, V, etc. 
Restricciones de este tipo se denominan holónomas. 


Existe, sin embargo, un grupo de problemas (en ocasiones de gran importancia) para 
los que las restricciones no pueden ser expresadas como se ha dicho. Por el contrario, estas 
restricciones han de escribirse como relaciones diferenciales que no pueden ser integradas. 
Tales expresiones pueden tener la forma 


1,0% + Ci + *** + Ci $qn = 0, 1=1,2,...,8 (9.21) 


donde s es el número de restricciones y N el número de coordenadas requeridas sin tener en 
cuenta las restricciones de esta forma. En general, las diferentes c son funciones de las coor- 
denadas. Las relaciones como la (9.21) se denominan restricciones no holónomas. 


Si existen s de estas ecuaciones, habrá s coordenadas que no son variables independientes. 


BIBLIOTECA 
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Pero como (9.21) no es integrable, no es posible emplearla en la eliminación directa de las s 
coordenadas superfluas. Los grados de libertad son, n = N — s. Un estudio detallado de 
los sistemas no holónomos requeriría un capítulo aparte. Sin embargo, el ejemplo siguiente 
ilustra las ideas anteriores y muestra cómo el método de Euler puede ser empleado para 
hallar las ecuaciones del movimiento y las fuerzas de reacción. 


Ejemplo 9.12. 


0 cos y + $ senó sen y 





¡Y ox, 2 d 
a, = 0 uny — $ senf cos y 
2 = roy 
y == —FOg, 
X 
y) 
av 
Y, 
A Y; 


dy, = 0 sony — ¿ueno cos y 






Punto de contacto 
Fe, fa, Fa, 





L, »N/ Problema n> holónomo 
¿ Xx 1/ Una esfera que rueda sobre un plano inclinado rugoso, X 1 Y, 


Fig. 9-10 


La esfera uniforme de la figura 9-10, puede rodar sin resbalar, en contacto con el plano rugoso, X Y, el 
cual tiene una inclinación dada por el ángulo e con respecto a la horizontal. La posición de su centro, con relación 
a X1, Y1, Z1, se determina por 3, Y y 2 (2 = r = radio de la esfera) y la orientación se determina por los 
ángulos de Euler, 0, y y 4, medidos como se indica. Como se supone que no se resbala la esfera, puede demos- 
trarse que (la demostración se deja al lector) | ' 


83 = r(80 seny — 54 senó cosy) y ¿Y = —r(89 cos y + 84 senó sen y) (9. 22) 
las cuales no pueden ser integradas para obtener relaciones entre las coordenadas Z,Y, 0, y y 4. Las relaciones 
(9.22) son típicamente no holónomas. 

Sin embargo, las ecuaciones de Euler pueden ser aplicadas a este problema como sigue. Las expresiones (9.2) 
ps ME — fz, + My sena, M3 = hr, y MZ = f¿, — My cosa (1) 
donde Íz,> fu, y fe, son las componentes de la fuerza de reacción en p, en las direcciones de X1, Y, y Zi. 
Las relaciones (9.10) se reducen a 
Lo, = Ta, Loy, = Ty Y Io, = 2, (2) 
donde / es el momento de inercia de la esfera con relación a una recta cualquiera que pase por el centro y wz y 9, Y 
07 ", son las componentes de la velocidad angular de la esfera, alrededor de los ejes de orientación constante, X¿, Y'¡ 


y Zí. La anterior forma es conveniente puesto que l, == 1, == 1, = qe = constante, independientemente de la orien- 
tación de la esfera. Así, (2) puede escribirse como 


156 cos y + $ send seny) = fy,7 


155 (ó seny — $ senó cogy) = 2,7 (3) 


d 0] 0 LS 
I gg Y + $ c05 0) = 0 
Por inspección de la figura (o considerando 82, 5%, etc., en (9.22) como desplazamientos en el tiempo dt), se 


tiene S . 
% = Foyy Y = —Foz, y 2=0 (4) 
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de las cuales, las primeras dos pueden escribirse 
£ = r(6 seny — ¿ senó cosy) y y = —r(6 cos y + $ senó seny) (5) 
A partir de (1), (3) y (5) se concluye en seguida que 
(1/2 + M)% = My sene y (lir? + M)G =0 


Así, 3, Y y Z así como f,, f, y f., pueden determinarse en función del tiempo. 


9.13 Las ecuaciones de rotación de Euler, desde el punto de vista del momentum 
angular. 


El desarrollo de las ecuaciones de rotación de Euler (numeral 9.5) y su interpretación fí- 
sica (numeral 9.6(b)) se ha basado en el “principio de momentos” expresado por las relaciones 


(9.8) y (9.11). 


A continuación se presenta un breve estudio de estas ecuaciones en las que el énfasis se 
ha colocado en el momentum angular y la rapidez de cambio de esta magnitud. En lo relacio- 
nado con la dinámica clásica, este análisis no añade nada nuevo a los resultados anteriores. 
Sin embargo, se incluye aquí porque, (a) este enfoque representa otro punto de vista interesante, 
(b) la mayor parte de los textos tratan de esta manera las ecuaciones de Euler, (c) el momen- 
tum es una magnitud importante en el desarrollo de las ecuaciones de Hamilton, que se ve- 
rá en el capítulo 16, y (d) el momentum angular desempeña un papel importante en ciertos 
capítulos de la mecánica cuántica. 

Considérese inercial el marco X,, Y,, Z, de la figura 9-11. Supóngase que X, Y, Z 
permanece paralelo a ese marco. El origen O puede estar sujeto al cuerpo, o no estarlo. Las 
coordenadas de la partícula típica m' son x, y y z y también, x1, y1 y 21, que se relacio- 
nan por x; = xo + x, etc. 






2, 
y WUnlyto 


TY, 2: Li Y po 7 


p Coordenadas 
i 2, = Xy + 2, etc. 







Y, 






o, | X, Y, Z permanece paralelo a X,, Y, Zi. 
Ñ / No se requiere que el origen O esté adherido al cuerpo 


Fig. 9-11 


Considerando f(f,, f,, f.) como la fuerza neta sobre m', se escriben las ecuaciones 
de la partícula libre, como Ñ mw a 
fi=wW2Z1, fji="wWYy y f.=w21 
Multiplicando la tercera por y,, la segunda por —2,, sumando las dos y cubriendo con la 
sumatoria todas las partículas del cuerpo, se tiene 


my -4, 2) = DY -f2) = te (9.23) 
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donde Tz, eS el torque ejercido por las fuerzas aplicadas F,, Fz, etc., alrededor del eje X.. 
Pero por inspección, se demuestra que (9.23) puede escribirse como 


d Ei 
SEMEN -12) = T. (9.24) 


Se define ahora el momentum angular, o momento de la cantidad de movimiento, Pa, 
del cuerpo alrededor del eje inercial X,, como . 


P.,, = D w(4y,- 3,2?) (9.25) 


En forma semejante se definen P,, y P., alrededor de Y, y Zi. (Como se demuestra en el 
problema 9.22, P,, P, y P. son las componentes de un vector que representa el momen- 
tum angular P. En notación vectorial (véase el capítulo 18), P = Y m'(rXxF), donde r es el 
vector posición que se dirige de O, a m'. Una expresión final de P, se encuentra en el pro- 
blema 9.23.) Así, por (9.24) se ve que la rapidez de variación del momentum angular alre- 
dedor de X| es igual al torque de las fuerzas aplicadas alrededor de este eje. Es decir, 

. ; ] E 


P., = Te? P,,= Ty 


; Te (9.26) 
En el caso en consideración, P;,,Py, y Pz, se han tomado con relación al espacio inercial. 


Pero 7, Ty, Y 7, SON componentes del vector 7 (véase el numeral 8.2F). Además, Pus P,, 
y Pa, son componentes de P el cual tiene por magnitud, P? = Pz, + P,, + Pe, y por direc- 
ción, la dada por Pa, /P, etc. 


El torque alrededor de una recta cualquiera O a con cosenos directores l, m y n, puede 
expresarse, 


aa Po? + P,m +F,n (9.27) 
o, en notación vectorial, r =P (9. 28) 


Considérese ahora el marco móvil (pero no giratorio), X, Y, Z. Remplazando x,, y: y 
z1 en (9.23), por medio de x, = xo + x, etc., se tiene, 
Tz, = Dm'[(20 + 2)(Yo + Y) — (Yo + Y Zo + 2)] 


: a (9.29) 
= Y my — Yizo) + Y w(2y —- yz) + Y m(Zoy — Yoz) 


Utilizando 72, = D [f=(Yo +Y) — fulzo +2)], m2 =f,, etc, D m'2y = M2y (donde M 
es la masa total y y es la coordenada Y del c.m.) puede escribirse, 


Y (f:y —fu2) = M(204 — Yo2) + D) m'(2y — Y2) (9.30) 


El término de la izquierda es, claramente, Ta, el momento de las fuerzas aplicadas alrede- 
dor de X (y no X1); y definiendo Pz = Y m'(2y— yz) como el momentum angular alre- 


dedor de X, puede escribirse (9.30) como 

r, = MEI-YD+P, 7, = MEL-70+P,, 7,= MU-E9)+P, (9.31) 
Estas relaciones son equivalentes a (9.10) y pueden ponerse exactamente en la misma forma. 
(La relación vectorial equivalente aparece en la página 359.) 


Nótese que si O está fijo, o se mueve con velocidad constante, To=Y0=Z+=0. Si O 
está localizado en el c.m. y se mueve solidariamente con este punto, Z=Y=2=0. Así, en 
cualquiera de estos casos, (9.31) se reduce a 7, = P,, etc. 

La interpretación fisica de las ecuaciones de rotación de Euler desde el punto de vista 
del momentum angular, establece que la ecuación (9.27) indica que la proyección de P (un 
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vector que representa la rapidez de cambio del momentum angular del cuerpo) sobre una 
recta cualquiera O a, es igual a la suma de los momentos de las fuerzas aplicadas, alrede- 
dor de esta misma recta. Para algunos, esta interpretación puede presentar una “imagen” 
algo difusa de lo que realmente sucede físicamente. Por otra parte, las ecuaciones (9.8) y (9.16), 
que expresan el sencillo hecho de que la suma de los momentos de las fuerzas inerciales, al- 
rededor de una rectá cualquiera, es igual a la suma de los momentos de las fuerzas aplicadas, 
alrededor de la misma recta, aclara el significado de las ecuaciones de Euler, en términos 
de principios básicos de la física y la geometría. Teniendo en cuenta este segundo punto de 


vista, (9.16) no es más compleja que, por ejemplo, f, = mé, etc. 


9.14 Comparación del tratamiento de Euler con el de Lagrange. 


El método de Euler considera que el cuerpo está “libre” y las fuerzas de restricción de- 
ben incluirse en las ecuaciones (9.2) y (9. 16). Estas relaciones conducen a las ecuaciones del 
movimiento, así como a las expresiones de las fuerzas de reacción. 


Resumiendo el método de Lagrange: Si se considera el cuerpo libre y se escribe T, por 


ejemplo, en función de 2,4, y los ángulos de Euler, 6, y y y, entonces (E) — E = Fi 
ae 
etc., son las mismas ecuaciones (9.2). Además, HE) = F, = Toy» etc., son las 


ecuaciones (9.16) y naturalmente en F,, en row, etc., han de aparecer las fuerzas de reac- 
ción. (Véase el problema 9.9.) Pero si se eliminan de 7 todas las coordenadas superfluas, 


T dde a 
(E) = o = F,, son las ecuaciones del movimiento sin incluir las fuerzas de reacción 
a 


(suponiendo restricciones lisas). 


Este es el método más rápido y más sencillo de obtener las ecuaciones finales del mo- 
vimiento, especialmente cuando se encuentran involucrados dos o más cuerpos. 


El siguiente documento de referencias bibliográficas contiene valiosos comentarios sobre 
algunos capítulos de la mecánica de los cuerpos rígidos, así como una lista de referencias 
comentadas: Resource Letter CM-1, on the. Teaching of Angular Momentum and Rigid Body 
Motion, por John L Shonle, American Journal of Physics, Vol. 33, No. 11, noviembre de 
1965, páginas 879-887. Las observaciones de la introducción son muy oportunas. 


Problemas 


9.1. Tomando la derivada de la siguiente relación (véase la figura 9-2) 
Y, = Loy + Lay, + Yao, + Zag, 
con relación a t y utilizando las relaciones (3) del numeral 9.4, demostrar que 
Y = Voy FL +NZ— Ny 


para una partícula libre, en donde v, es la componente de la velocidad de m en el espacio inercial, en 
la dirección instantánea de X y vo, es la componente de la velocidad de O en el espacio inercial, según 
la dirección de X. Naturalmente existen expresiones semejantes para uv, y U,. Véanse las ecuaciones 
(8.3). 


9.2. (a) Con referencia a la figura 9-2, nuevamente, se escribe 
T” = ¿[(w,+ 2 + 2,2 — 0,4)? + (Voy + y+ Q,1 — 2,2)? + (Up: + 2+ ,y — N,2)?] 
. . . d /(9T" 
donde Voz = Ly, + Yoz12 + Zo%13, etc. Demostrar ahora (véase el numeral 3.9) que F(E) LE 
z 
9oT' 


da — %x donde a, es la primera expresión de (9.6). Nótese que en ciertos términos como 


Lola — 4712, + a312,) 
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9.3. 


9.4. 


9.5. 


9.6. 


9.7. 


9.8. 
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el coeficiente de Xo se puede demostrar que es igual a cero. La anterior es una forma sencilla de 
obtener las relaciones (9.6). 


(b) Escribir 7" = Ho: + y+ 2) en donde x, y y z son las coordenadas de m, de la figura 9-2, en las 
direcciones de X1, Y y Z1, respectivamente, y además, 
y = Lo + LI + Yao, + 2731 + 2041 "le yaos + Za31» ete. 
aT' or. j 
az Ta * introduciendo los ángulos de Euler, demostrar que, después de un tra- 
% 


bajo largo y monótono, se obtiene la misma expresión para a,. 


d 
Expresar dt ( 


(a) Suponiendo, por ejemplo, que se conoce perfectamente el movimiento del cuerpo rígido de la figura 
9-3, demostrar que f,, la companente X de la fuerza f que actúa sobre una partícula típica m', pue- 
de hallarse a partir de 


de = m' [Le + Yo%19 + Zo%13 .s £(u? + w2) + Yy(0yWz => 02) + Z(w0,07 + c9y)] 


Se obtienen expresiones semejantes para f, y f,. 


(b) Se pega a la periferia del disco, D, (y sobre el eje X) una partícula de masa m. Véase la figura 9-5. 
Suponiendo que Y y $ son funciones conocidas del tiempo, hallar las componentes, según X, Y y 
Z, de la fuerza que el pegante ejerce sobre la partícula. Expresar el resultado en función de y, $ y 
sus derivadas con respecto al tiempo. Véase también el problema siguiente, que guarda relación 
con este. 


Una partícula de masa m, está sometida a la acción de una fuerza conocida cuyas componentes, según 
los ejes fijos al disco de la figura 8-5, X, Y y Z, son f,, f, y f.. Suponiendo que y y ¿ son funciones 
determinadas del tiempo, se trata de determinar el movimiento de la partícula con relación al marco mó.- 
vil X, Y, Z. Demostrar que las ecuaciones del movimiento son 


mido, + 2 — (02 + 02) + yloy07 — 07) 
+ 2(t07 + 04) + 2(Z0y —Yw)] = f, ete. 
donde w, = y senó sen$, y = y senó C08H, Uy = $ + y co3 0, 
40 = ys senó cos4 + ys sen Ó Cos 6 seno, 
oy = —Y8 seno senp + Y% senó cos 6 cos y, 
Go = —p% sen? y 
Determinar las expresiones anteriores de ao,, 40, Y Go, por métodos elementales y también por 


aplicación de (9.7). 


e 


Nótese que los coeficientes de m en las tres ecuaciones (14.15) son las componentes a,, a, y a, de la 
aceleración de m con respecto al espacio inercial, tomadas en las direcciones instantáneas de X1, Y, y 
Zi, respectivamente. Demostrar que aplicando las ecuaciones (9.7), las mismas expresiones pueden ser 
halladas en forma inmediata. 


Determinar las expresiones de A,, A, y A, del ejemplo 8.7, en forma directa, mediante el uso de ecua- 
ciones de trasformación. Compárense los resultados con (1), del ejemplo 9.4. 
Demostrar que para la partícula única, del ejemplo 9.10(a), figura 9-9, 
T = ¿m[(Ro, cos + + Zo, cos b + e — Yu, send)? 
+ (Re + Y + o, sent + 2b)2 + (2— yó — 2u, cos $)2] , 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange, demostrar que las ecuaciones (9.20), etc., se obtienen de inmediato. 


Supóngase el cuerpo de la figura 8-16 remplazado por un trompo con su punta fija en O. Los ejes X, Y y Z 
están fijos al trompo. Hallar las expresiones de las componentes X, Y y Z de la aceleración de una particu- 
la del trompo, en el espacio inercial, (a) utilizando las relaciones (9.7), y (b) aplicando el método de La- 
grange (véase la ecuación (3.24)). La partícula está localizada a una distancia normal, r, del eje de giro y 
a una distancia, h, de la punta, medida paralelamente al eje. 
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9. 12. 
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Deducir la ecuación de Euler, (9.104), por medio de las ecuaciones de Lagrange. 


a , d 
Indicaciones. Con T en la forma de (3.10), escríbase la ecuación correspondiente a 0, sl 





99) 30 — 
Fg, considerando a u,, w, y «wz, como funciones de 0, y, 4, 0, y y $. (Véanse las relaciones 


7) gr 


(8.11).) Como vo, —= Zpaj, + Yprja + Zoa13, Vo, es función de los ángulos de Euler. 


Haciendo ahora, 0 = 90” y y = 4% = 0 y observando que para estos valores, Fy= 7,, %11 = 0, 
19 = Y = y 13 = $ = wz etc., la ecuación de Lagrange anterior se reduce á (9.10a). Naturalmente, 
(9.10b) y (9.10c) pueden hallarse de la misma manera. Para los valores anteriores de 6, y y y, F = 7; 
y F, = —Ty. 


Se requiere especial cuidado al desarrollar las diferentes etapas de este problema. 


Imagínense los ejes X2, Y2 y Z2.con el origen adherido al cuerpo de la figura 9-3, numeral 9.5, en O. 
Supóngase que estos ejes están girando de una manera arbitraria alrededor de O, con respecto al cuerpo. 
Las coordenadas de m' con relación a X2, Y2, Zz, son x3, ya y'22. En este problema se representan 
los cosenos directores del eje fijo al cuerpo, X, con relación a Xa2, Y2, Za, por a11, a12 y a13. Las 
componentes de la aceleración a, de m', en el espacio inercial, en las direcciones instantáneas de Xx, Y2 y 
Z2, son Az, Uy, Y Q,, Es decir, Az = Qi + ya + 0,031 donde a,, a, y a, son las compo- 
nentes de a en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z (a,,a, y a, están dadas por (9.7)). 


Por tanto : 
$ m (a, Ya — y 2) = Tap ete. (1) 


donde Tx, e8 el momento de todas las fuerzas alrededor de la dirección instantánea de X3. Demostrar 
que (1) puede escribirse, 


a Y M(a,y — 4,2) + a Y m(a,2—a,1) + 03, Y m(a,z — a,y) (2) 


Esta es la misma relación (9.16). Se ha demostrado así que (9.16) es válido para ser aplicado a cualquier 
recta que pase por O, bien zea que esté adherida rígidamente al cuerpo o que gire con respecto a él. 


Considérese una partícula típica, m', en el punto p de la figura 8-7, del numeral 8.2F. Supóngase que f re- 
presenta la fuerza neta que actúa sobre m'. En este caso, f, = m'a,, etc., en donde a, es la componente 
X de la aceleración de m' en el espacio inercial. Aplicando el método del numeral mencionado para demos- 
trar la naturaleza vectorial del torque, comprobar nuevamente la relación (2) del problema 9.10. 


(a) Demostrar que las ecuaciones del movimiento de la lámina del ejemplo 8.5, figura 8-9, determinadas 
por el método de Lagrange, son 


1.0 + M|[(4% — 79) coso — (22 + y9) senó] =  Mglúy seno — Zcosó] = 74 
M[x — 05 cos9 + £ sen 9) + 925 sen6— £ coso) = F, = —My seno 
M|y + e(2 cos 9 — y sen0) — 02% senó + ycos0)] = F, = —My cos 0 


Se ha supuesto aquí que la gravedad actúa únicamente en la dirección negativa de Y. 


(b) Considerando el sistema X, Y, Z fijo al cuerpo, demostrar por medio de la aplicación del método de 


- Euler, que e z - 
1,9 + M(a9,2 — 40,4) = Mulú senó — £ cos 9) 

Múo, — M(9G +62) = —My seno 

M40y + M(92— 6%) = —Mycosó 


Demostrar además que las ecuaciones de (b) son equivalentes a las de (a). 


(c) Utilizando ahora ejes que no giran, con el origen adherido a O, demostrar que las ecuaciones de Euler 
toman la misma forma que la obtenida en (a). Obsérvese cómo se simplifican las ecuaciones con O 
en el c.m. 


El péndulo de cuerpo rígido de la figura 9-12, puede oscilar alrededor del eje horizontal sin ninguna fricción 
en los puntos de soporte. El ángulo 4 se mide con relación a la vertical que pasa por O; se toma como po- 
sitivo el sentido indicado. Utilizando los ejes X, Y y Z fijos al cuerpo, demostrar que 


(1) M(92—628) = My cos0 + faz + fay 
(2) Í, ay AR f by = 0 
(3) —M(62+0622) = Mg seno + fa: + foz 
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(4) —1,,9—1,6% = Mgú seno + (faz — fos)8 


(5) 1,0 = My2 coso — My2 seno 
(6) 1,02 — 1,08 = —Mgj cos 0 — (faz — fox)8 77 lr] 
Fuerza de soporte l pea 


donde fax, fox, etc. son las componentes de too Fo Sos) | 
las fuerzas de soporteer' a y en b, según X, Y y Z. EN Ml 






Fuerza de soporte 
e laÍaz fayo fay) 


Los momentos Y*+lessproductos de inercia in- 
cluyen todo el sistema,teon las varillas ab y Op. 
El centro de masa del sistema se indica por c.m. 

Deducir la ecuación del movimiento corres- 
pondiente a 09, (5), por el método de Lagrange. De- 
mostrar que 90, el ángulo de reposo, está dado por 
tando = 2/2. Haciendo 9 = 00 + PB se puede in- 
tegrar (5) de inmediato, para valores pequeños de IA 
f. Demostrar, por tanto, cómo pueden determi.- xl El sistema X, Y, Z está fijo al cuerpo 


narse faz, fox» fuz Y foz en función del tiempo. con el origen en O. El ángulo 4 se mi- 
p ea ' ] de entre la vertical fija y el eje X. Se 
Escríbanse las ecuaciones de rotación toman- toa ani como positivo: sl al cura 
do los ejes fijos al cuerpo paralelos a X, Y y Z, se mueve alejándose del observador, 
con el origen en el c.m. ¿Implica esto alguna Fig. 9-12 
ventaja? 


Imagínese que en el sistema de la figura 9-12 la varilla Op está articulada en O (con una articulación tipo 
bisagra) de manera que el cuerpo puede ahora girar alrededor de un eje que pasa por O, perpendicular al 
plano aOp; es decir, que ahora Op puede oscilar en un ángulo a en el plano aOp, así como girar alrededor 
de ab. Tomando los ejes fijos al cuerpo como en el problema 9.13 (el eje Y ya no coincide con Oa) demos- 
trar que las componentes de la velocidad angular vienen dadas por 


o o o 
Ur = 0 sena, W0y = 0C08a y 02 = a 


Demostrar que las componentes X, Y y Z de la velocidad del c.m. en el espacio inercial (véanse las 


ecuaciones (8.1)), son, 


Dd, = 02 cosa — ap, Dy = a — Ól sena y Dd = Ó% sena — 0L cos a 


Suponiendo que se conocen los valores de £,y, 2, I,, [,,, etc., escribir la expresión de T. Aplicando las 
ecuaciones de Lagrange, expresar las ecuaciones del movimiento correspondientes a0 ya a. 


Hallar las mismas ecuaciones por el método de Euler, y comparar las ventajas de los dos métodos. 


El doble péndulo de la figura 9-13 con- 
siste en dos láminas delgadas colgadas 
de una clavija lisa en pi. La articula- 
ción en p2 es igualmente lisa. Describir 
las etapas (sin especificar todos los de- 
talles) para hallar las ecuaciones del mo- 
vimiento correspondientes a 0O y a q. 
Comparar este método con el de La- 
grange. 


Y 





Considérese un sistema como el ilustra- 
do en la figura 8-26. Describir esque- 
máticamente las etapas necesarias (sin 
incluir los detalles) para hallar las ecua- 
ciones del mpvimiento de todo el siste- 
ma, por el método de Euler. Comparar 
este procedimiento con el que se requie- 
re con el método de Lagrange. Supónga- ds 

se, por ejemplo, que la varilla uniforme, 

bd, tiene una masa considerable y que Fig. 9-13 
el eje vertical tiene un momento de iner- 

cia /,,conrelacióna Z,. 





Partiendo de consideraciones básicas sencillas, deducir las ecuaciones (6) y (7) del ejemplo 9.7, figura 9-7. 
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Indicación. Las fuerzas inerciales sobre una partícula típica cualquiera son —m($y + $22) en la 


dirección de X y m'(g$x— ¿?y) en la dirección de Y. Se suman los momentos de estas fuerzas para to- 
das las partículas del cuerpo, alrededor de un eje, que puede ser paralelo a Y y que pase por B2. Haciendo 
esto igual a los torques aplicados alrededor del mismo eje, se obtiene (6). Esta deducción deja al descubier- 
to los principios básicos pertinentes y además contribuye a darle sentido a los productos de inercia. 


9.18. (a) Supóngase que el cuerpo de la figura 9-7 se encuentra perfectamente equilibrado estática y dinámica- 
mente. Se pega ahora una partícula de masa m al cuerpo, en un punto x, y, z. Hallar las expresiones 
de las fuerzas de soporte. 


(b) Imagínese la partícula remplazada por una varilla delgada de longitud y masa conocidas. La varilla 
está rígidamente adherida al cuerpo, con un extremo en x, y, z y extendiéndose paralelamente a 
X. Describir las etapas para determinar las fuerzas de soporte. 


9.19. El cuerpo giratorio de la figura 9-14 está montado en una plataforma rotatoria. Se hace girar el cuerpo con 


un pequeño motor (que no aparece en el dibujo) a una velocidad angular $; el ángulo 4 se mide entre el 
eje —Xi¡ y el eje fijo al cuerpo, X (véanse las notas en el diagrama; véase además el ejemplo 9.7). La 


plataforma se hace girar a una velocidad angular P, alrededor del eje vertical inercial Z2. Demostrar 
que la fuerza de soporte, f,,, está dada por, 


fi +1) = Me (B2+ 8%) + 1,(8 cosg — Bo seng) + (1, —I)Bó seno 
+ IB? senó cosó — $) — L(286 cos 6 + E seng) 
+ IB sento — $?) + M[s,8 c08 9 — 2(B2 cos 4 + $2) 
+ vB send coso — 9) + 28 cos ¿lla + Mylla + 2) seng 


Obsérvese que si X, Y y Z son los ejes principales de inercia y el c.m. está localizado en O, la ecuación ante- 
rior se reduce a ” 


178 cosp + (1¿—1I,—1IDB6 seno + M[silaó cos p + glo seng] = fiz(l; +1) 
con lo cual se demuestra que aun en el caso en que el cuerpo esté equilibrado estática y dinámicamente so- 
bre una plataforma estacionaria habrá fuerzas de soporte si la plataforma está girando. 








Marco Za] a 8, l 21 JS / A, 
XaYaZa > | A 
fijo en el espacio” yA | q 





Plataforma rotatoria — | o Y, 





El sistema X 1, Y,, Zi está fijo a la plataforma rotatoria. El siste- 
ma X, Y, Z está adherido al cuerpo. Los ángulos de Euler son: 8 = 
90” y y = 180”. Los ejes X y Y permanecen en el plano X,Z,. 
fix» fiv» f2: y fr, son las fuerzas de soporte en las direcciones ins- 
tantáneas de X y Y. f, es la fuerza de soporte total en la dirección de Z. 


Fig. 9-14 
Hallar las expresiones de las demás fuerzas de soporte (véase el ejemplo 14.11). 


9.20. Considérese de nuevo el problema 9.19. Se toman los ejes fijos al cuerpo, X”, Y” y Z”, en las direcciones 
de los ejes principales de inercia y con el origen en el mismo punto del de X, Y y Z. Se representan los cose- 
nos directores de X” con relación a X, Y y Z, por l11, l12 y lia, etc. Obsérvese que como tanto X, Y, 
Z como X”, Y”, ZP son marcos fijos al cuerpo, los cosenos directores son constantes. Los valores numé- 
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ricos de las ! y los de Ez, E; e r pueden hallarse a partir de /,, 1,,, etc., con relación a X, Y y Z (véase 
el numeral 7.3). 


Demostrar que las componentes de la velocidad angular del cuerpo en el espacio inercial, alrededor 
de X”, Y” y ZP, están dadas por 


or = Blas seng + Bly coso + ély 
uy = flo seno + flo cosg + ¿las 
02 = fla seng + Blgo cosó + las 
y que para estos ejes, 
dor = ¡Bl cosB9 — 8 fl; senp — B?8:l13, ete, 
Demostrar que la primera ecuación de (9.2) es 
M [s, 81,1 c08 49 — 8,8l12 seng — P28,L,3 — Eu + w2) 
+ Hoyo, —u,) + Hou + 0)] = F, 
y que la primera ecuación de (9. 10) es 
M(aqid — Apt) + Lio + (12 Iza: = Te 
donde 2%,% y ¿son las coordenadas del c.m. con relación al marco XP, Y”, Z”. Las demés ecuaciones 


pueden escribirse en seguida. 


Se coloca el giroscopio de la figura 8-18, en el origen O,, de la figura 9-9, con el eje asaz en la dirección 


de Z,¡. Se supone que O, se mueve hacia el norte sobre el círculo máximo, con velocidad Re, y de tal 
forma que Y, permanece tangente al círculo máximo. Por aplicación del método de Euler, plantear las 
ecuaciones del movimiento correspondientes a 0, y y $ (véase el problema 8.22). 


Supóngase que el cuerpo de la figura 9-15 puede moverse libremente en el espacio; una partícula típica, m', 
posee una velocidad v(%, Y, 2), con relación al marco inercial X, Y, Z. 


z | z 


Av NE, Y, £) 


Y 






Xx Determinación del momentum alrededor de Oa (o proyección del 


4 vector momentum angular total, sobre la dirección de 0Oa) 


Fig. 9-15 


Se define el ““momentum angular” de m' alrededor de la recta O,a, como m'hv' en donde u' es la 
componente de v, perpendicular al plano Ojam'. Siguiendo el mismo procedimiento descrito en el nu- 
meral 8.2F, demostrar que el momentum angular total, Po,as del cuerpo, alrededor de O,a, viene da- 
do por o o o 0 0] 

Posa = ! S m(2y — yz) + mx m(x2—-2x) + n Y m' (ya — xy) 


donde l, m y n son los cosenos directores de O,a. Demostrar, utilizando la figura, que Y m'(2y — yz) = 
P, es el momentum angular alrededor de X, etc. Por tanto, 


Poy = Pel+ Pym +P,n 
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Así, Poa es la proyección de un vector P (cuya magnitud es P = (P2 + P2 + P?)1/2 y la dirección, 
P,./P, etc.) en la dirección de O,a. 


En forma semejante, tomando momentos con relación a O,a, demostrar la ecuación (9.27). 


Suponiendo que O está localizado en el c.m. del cuerpo de la figura 9-11, demostrar que P, y el momen- 


tum angular del cuerpo alrededor de X, (la componente del vector momentum angular en la dirección 
de X1) está dado por 


ES M(20Y0 — Voto) + [20% — Lryoy — Taz0z 


donde w,, w, y w, son las componentes de la velocidad angular en el espacio inercial, en las direccio- 
nes de X, Y y Z. Los momentos y productos de inercia, /,, I,, e [,,, se han determinado con relación 
al marco X, Y, Z. 


Tomando a O, de la figura 8-21, en el c.m., y considerando X, Y y Z como ejes principales, demostrar que 
T = Mu + Hlzo? + 1302 + La?) 
donde w,, wy y w, están dados por (8.14). 


Escríbase la ecuación de Lagrange, correspondiente a O, por ejemplo, y demostrar que se obtiene la 
misma relación por medio de la segunda ecuación de (9.17). 





10.1 Tipo de problema por considerar. 


Con el fin de iniciar el estudio de las “pequeñas oscilaciones” con alguna comprensión 
general sobre el tipo de problema que se considera, se examinan a continuación los diversos 
sistemas mecánicos que se muestran en las figuras 10-1 y 10-2. 


Supóngase que se perturba ligeramente bien m, o m2 (o ambos) de la figura 10-1(a). 
(“Perturbado” quiere decir aquí que se le ha dado a la masa una pequeña velocidad inicial y 
se le ha desplazado ligeramente de la posición de reposo.) Inmediatamente, cada una de las 
masas inicia un movimiento oscilatorio alrededor de la posición de equilibrio. Si se supone 
únicamente movimiento vertical, como se verá más adelante, el movimiento de cada una de 
las masas se compone de dos movimientos 'armónicos simples, los cuales se expresan por 


Y, = A,cos(o,t+¿,) + A, Cos (u.t +4) y Y, = B, cos(u,t+4,) + B, cos (u,t + 7) 


donde ww, y wz y los ángulos de fase, $1 y $2, son los mismos en cada una de estas rela- 
ciones, pero las amplitudes correspondientes son diferentes. Además, se comprobará que w; 
y w2 dependen únicamente de los valores de m,, m2, k1 y k2 y no de la forma como 
se inicie el movimiento. 


Como se verá con claridad en lo que sigue, es importante tener en cuenta que las obser- 
vaciones anteriores son aplicables a todos los sistemas de la figura 10-1. Todos ellos tienen dos 
grados de libertad y dos frecuencias naturales o “modos principales de movimiento”. 


Los sistemas indicados en la figura 10-2, tienen desde n = 3 hasta n = 9 grados de 
libertad. Al perturbar ligeramente un sistema, cada una de sus partes (masa, disco, barra, 
etc.), en general oscilará con n frecuencias f; =w1/27, f2 =w2/2x, ..., f, = wn/2*; cada 
una de las partes tendrá las mismas n frecuencias, cuyos valores dependen únicamente de 
las constantes del sistema (masas, constantes elásticas, dimensiones, etc.). 


El movimiento oscilatorio de los discos de la figura 10-2(b), puede escribirse como 
0, = A,cos(u,t+<,) + A, C08 (o,t +4.) + 4,08 (o,t + 93) 
con expresiones idénticas para 02 y 03, excepto en lo que se refiere al valor de las am- 
plitudes. 


Así, el objetivo del presente capítulo es suministrar un estudio detallado de los movi- 
mientos oscilatorios de las partes de sistemas del tipo general mencionado, con relación a las 
posiciones de equilibrio respectivas. Los métodos introducidos se pueden aplicar a una amplia 
variedad de problemas de dinámica clásica e inclusive puede extenderse su aplicación a la 
física atómica y molecular. Sin embargo, el tratamiento dado aquí está sujeto a las siguientes 
limitaciones. 


10.2 Restricciones sobre el problema general. 


De acuerdo con la práctica acostumbrada, se considerarán únicamente las oscilaciones 
pertenecientes al caso restringido en el que las velocidades y los desplazamientos con respecto 
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(c) Carro sobre una pista horizontal 





(a) (5) Péndulo doble 
Fi: y r2 son constantes 


*1 
Cuerda de 
piano 


Ka 





K3 
Y emo 
(d) Péndulo de torsión (e) “Partícula” que se mueve 
doble en un plano 








(f) Combinación de polea y masas 


Fig. 10-1. Sistemas con dos grados de libertad y dos “modos de oscilación” naturales. 
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Fa 





TT 


(a) Suponiendo movimiento (b) Discos conectados por ejes flexibles 
vertical, g. del. = 3 Constantes de torsión = x,,x2 y x3. g.del. = 3 


e 


; . Fi 
¿e A A bo 
y | 

l 





7 
| Cuerpo rigido E 


Ma E) 


(c) En el caso de oscilaciones normales (d) Si el movimiento es tridimensional, 
al plano de la figura, g.del. = 3 Ñ g. de l. = 6, seis modos naturales 








(e) Suponiendo movimiento vertical de las masas, g. del. = 9 


Fig. 10-2. Sistemas con tres o más grados de libertad. 
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a las posiciones de reposo (excepto en casos especiales) no sobrepasan ciertos valores muy 
pequeños. En los numerales 10.5 a 10.15, se supone que actúan únicamente fuerzas conser- 
vativas. En los numerales 10.16 a 10.19 se consideran fuerzas conservativas y además fuerzas 
viscosas. No se incluyen fuerzas disipativas diferentes de las viscosas. 


La razón por la que se imponen estas severas limitaciones, en lugar de considerar el caso 
más general en el que las oscilaciones pudieran tener grandes amplitudes y que pudieran 
actuar fuerzas de cualquier tipo, es muy sencilla. En el caso general, las ecuaciones diferen- 
ciales del movimiento son normalmente no lineales y además resultan tan complicadas que 
no se dispone de métodos generales para su integración. Por tanto, aparte de resolver proble- 
mas específicos con técnicas especiales o con el auxilio de un computador, no puede hacerse 
nada más. 


Sin embargo, si se utilizan “coordenadas de equilibrio” y se imponen las restricciones 
anteriores, se pueden escribir expresiones aproximadas de T, V y P (con pocas excepciones) 
de tal fórma, que las ecuaciones del movimiento resultantes sean lineales con coeficientes 
constantes, para las que existen métodos de integración corrientes, bien conocidos. 


Para ilustrar las afirmaciones anteriores, se incluye, sin probarlo, el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 10.1. » 


Las ecuaciones del movimiento del péndulo doble (véase la figura 2-10 y el ejemplo 4.6) con la gravedad y 
algunas fuerzas viscosas actuando, y sin restricciones en los valores de 0 y $, son 


(m, + ma)r?o + mar," ¿$ cos ($ — 6) = mgrirap? sen ($ — 0) 
+ (m, +mo)gr; seno + (b,+byrió + baryreó cosílp—0) = 0 
(10.1) 
mer $ + myryr 0 cos[p—06) + mor ¡1982 sen (4 — 0) 
+ Mera sengo + byrió + byr,r20 coslg-0) = 0 


Estas relaciones no lineales, evidentemente resultan bien complicadas. Sin embargo, si el movimiento se 
limita a valores muy pequeños de 0 y 4, las ecuaciones (10.1) pueden remplazarse por las aproximadas, 


(m, +mard + (0, +d59rió + (m,+mogrio + mariraó + dro = 0 e 
marjr¿0 + bar;r20 + mar?ó + derió + MAIYP = 0 


que por ser lineales con coeficientes constantes, pueden ser integradas por los métodos que se indican más adelante. 


10.3 Bases fundamentales adicionales. 


(a) Las "coordenadas de equilibrio” miden los desplazamientos de las masas a partir de sus 
posiciones de equilibrio estático. Usualmente se toman de tal manera que cuando el 
sistema está en equilibrio, todas ellas valen cero. Entre los ejemplos se mencionan y: y 
y2 de la figura 10-1(a), medidas desde las posiciones de equilibrio de m, y m2, respec- 
tivamente; 0 y 4 en el péndulo doble de la figura 10-1(b); 01, 02 y 03, de la figura 
10-2(b), medidos a partir de las posiciones de reposo de los discos. 


(b) Desarrollo de Taylor para n variables. Una función bien comportada de n variables, 
f(q1,92, ...,qn) puede representarse con la exactitud que se desee (lo cual depende 
del número de términos que se conserven) en las vecindades del “punto” q: =Ci, 
q2 = C2,Qn = Cn, por medio de la siguiente relación: 


HU ss Uar +--,9n) =. Í(C, Ca ...,C,) + » E 30 Ma, —C,) 
+ SD > ( _— Jue (10.3) 


. Y 


hE33 (a 





e. T 


0q, 04, 0Q; ie c)(q,— eMac) + c*: 
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(c) 


(d) 


(e) 
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Las derivadas parciales deben evaluarse para qí =C1, q2 = C2, etc. Por tanto, el 
primer término y todas las derivadas parciales son constantes. En el caso en que q,, 
q2,...,Qn sean coordenadas de equilibrio y el desarrollo se realice en las vecindades 


1d 


de la posición de equilibrio, se tendrá c; =cz =-***=cC,=0. 
Una expresión aproximada de T, en coordenadas de equilibrio. En coordenadas rectan- 
gulares, T = $ m(2? + y + 22). Aplicando (10.3) a las ecuaciones de trasformación, 


x= x:(q1,G2, ---,Qn), etc., (se supone que no existen coordenadas móviles, ni 
restricciones móviles, y que las q1,q2,....q, son apenas el número de coordenadas 
de equilibrio requeridas para representar la configuración del sistema), se obtiene, 


. 0 E dE E 


Si se supone ahora que los desplazamientos y las velocidades son tan pequeños que los 
términos que contienen 9,2, etc., pueden ser ignorados, se concluye que 


2, Es 2 (50) 4. . 


1 





lo cual se escribirá en adelante, 2%, = > «.Q,; el cuadrado de lo cual es, 


rá 


e + > »> %,,2,9,9, 


Para y? y 2? existen expresiones similares. Así, la expresión original de T se convierte en 
Y; ¡ p 


1 . o 
3 >> > [5 ma, + Bi, Bj, + a] 4,9; 
1 n n St 

2 »3 2 4,9, (10.4) 


donde 4,, 5 Y mila, + Bj,Bi + 6,6). Es importante observar que como todos los 


o bien, T 


valores que conforman a,, son constantes, Tes una función cuadrática de las velocidades, 
con coeficientes constantes. 


Expresión aproximada de la función de potencia para fuerzas viscosas. Como se demostró 
en el capítulo 6, la función de potencia para p partículas, suponiendo fuerzas viscosas, 


puede escribirse, P = 5 $ k, (a; + y + 22), donde k, es el coeficiente de la resisten- 
fr] 


cia viscosa sobre la partícula ¡. Siguiendo. el mismo proceso descrito antes, puede escribirse 


Pp. = -35 AR (10.5) 


en donde b,, tiene la misma forma que a,, habiendo remplazado m, por k,. Así, una 
vez hallada T por medio de (10.4) para un sistema en particular, inmediatamente puede 
escribirse la P correspondiente. 


Expresión aproximada de V en coordenadas de equilibrio. Como V es una función de las 
coordenadas exclusivamente, puede desarrollarse directamente. Así, 


E 2 (5a,),% + y) 9,4 + 


Como se ha supuesto que q1 = 0, q2 = 0, etc., son las posiciones de equilibrio, las fuerzas 
generalizadas, —9V/0q,, son nulas en tales puntos. Por tanto, el segundo término de la 
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expresión anterior es igual a cero. Por otra parte, Vo es constante. Así, como una primera 
aproximación, se conserva el tercer término, quedando, 





1 n  _n 
V = 32 La C,19,9, (10.6) 
donde c€,, = d a = constante. Estas derivadas parciales, evaluadas en el punto 
r 11/0 


q1 =0, q2=0, etc., deben obtenerse a partir de la expresión exacta de V, escrita en 
función de las coordenadas de equilibrio. (Nótese que a, =4,, b, =b,, y C, = C,,- 


Resumiendo lo anterior, se escribe, 


lh_ .. 

T — 2 me (10.4) 

Pp. = -1$. (10.5) 
ri 

V = Ye 19,9, (10.6) 


Expresiones aproximadas de T, P y V, en donde a; b,¡ y Cry son constantes. 


Ejemplo 10.2. 
Con el fin de ilustrar los resultados anteriores, considérese huevamente el péndulo doble de la figura 2-10. En 


coordenadas rectangulares, A 
To = ¿mi+y) + jmoe3 + y) (1) 
Las ecuaciones de trasformación que relacionan las coordenadas rectangulares con las de equilibrio, 6 y ¿, son 
Ly = y + Ysenó, Yi = Yo — 7,080 : 
2) 


Tag = Eg + Y,senó + Trasend, Ya = Yo — 71080 — Tgcoso 


Pero en cualquier sistema que tenga sólo dos partículas y dos grados de libertad, 


A (E 2 Y 2) (E dez , Y 2) 
E 94, 04, 94, 0q, 09, 09;  0q, %q; 


Así, (10.4) se reduce a 
a dx, Y? 7) | E) 2)” » 
2T = qm, (5) + E + Mz (E + a q 


GEN ma, 3Y1 e) a dz 0Y2 >) e. 
9 — ) + + — — (3) 
dj (a le 0% + 0% "2 dq, 092 * 0q1 092 as 


(y Ta 


d 
Considérese que q: es 0 y que q2 es $. En (2), se ve que ES A +) =" Al 3) = 0, etc. Sustituyendo estas 
magnitudes en (3), se obtiene, 0 0 : 
Taprox..  = jl(m,+ mario + 2My,1999 + mar? $?) (4) 


siendo todos los términos cuadráticos en las velocidades, con coeficientes constantes. 


Supóngase que m, y mz sufren la acción de fuerzas viscosas cuyas magnitudes son bu, y b2U2, res- 
pectivamente. Remplazando m, y m2 por b, y bz, en (4), 


P — <=  —¿[(b, + bajr?o2? + 2byryr209 + dar? ¿?] (5) 
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La expresión exacta de V es 


V = (m¡+moygr¡(1 — cos9) + megra(l — cos $) (6) 
Por (10.6), V aprox. == $0, 10? + 201204 + Coyp? ) 
[oy 
donde c:1 = (5), = (mi + ma)gri, Cc12 = 0 y Cz2 = magr3. Entonces, 
V aprox. = 4[((m, E m)r,9? + mograp*] (7) 


Nótese que como cosó6 = 1— j02 + J0t ---, se ve que para ángulos pequeños, 1—c0s0 = j62. Así, en este 
caso sencillo, (7) es consecuencia inmediata de (6). 


10.4. Ecuaciones diferenciales del movimiento. 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange a las expresiones “preparadas” de T, P y V, se obtie- 
nen en seguida las ecuaciones del movimiento. Suponiendo, para simplificar, que existen tres 
grados de libertad, se obtienen las siguientes tres ecuaciones 


41191 + D1101 + C1101 + 01202 + b1202 + C1292 + Qr30s + disQs + CisQ3 


!l 
o 


d2101 + DaQ1 + 02191 + Go2d2 + dooqa + C222 + M903 + Desa + CosQa (10.7) 


dsiQ1 + Ds1Q1 + Cs1Qu + Asado + b3202 + CaoQ2 + Usas + Da303 + C330Q3 


Las fuerzas conservativas se representan aquí por c11Qq1, C12Q2, €tc., y las fuerzas 
viscosas por b,,4,, b,.4,, etc. 


10.5 Soluciones de las ecuaciones del movimiento; fuerzas conservativas 
únicamente. 


En el análisis que sigue, se supone que solamente actúan fuerzas conservativas. Razones: 
(a) pedagógicas, (b) la suposición es válida en muchas ramas de la física teórica y aplicada. 
En este caso las ecuaciones (10.7) se reducen a 
41101 + C1101 + (1202 + C12Q2 + U1303 + Cia = 
2101 + C21Q1 + 02902 + Cs202 + G22ds + Coss = O (10.8) 
ds1Q1 + Ca1Q1 + 0322 + Cs292 + UssQs + Casa = 0 
A continuación se resuelven estas ecuaciones y se incluye un estudio más o menos deta- 
llado de las más importantes consideraciones matemáticas y físicas que implican. 
En la forma acostumbrada, supónganse las siguientes soluciones 


q = ÁAcos(ut +4), q. = Bcos(ut+¿), %s = C cos (ut + ¿) 


donde A, B, C, w y 4 son constantes no conocidas. Sustituyéndolas en (10.8), se concluye 
de inmediato en 


(4,0 c,JA iS (Q,qu* — CB + (0,30* o C¡yJC 3 
(4,0? — Cc, JA + (A7qu* — 07) B + (Oy? — Ce = 0 (10.9) 
(Ayu? —C¿JA + (Qu? — Ca) B + (Ogg? — Cy)o  = 

Puede demostrarse que valores de A, B y C (diferentes de cero) que satisfacen (10.9) no 


pueden encontrarse, a menos que el determinante de sus coeficientes sea igual a cero. S€ 
escribe, por tanto, el determinante: 
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2 2 2_ 
Q,y0 Cy Qjyor— Cy Qu" — Cy 
En 2_ 2_ 2 ES 
D = |Q,ut—C,, Gu —Ca Qu —Ca | = 0 (10.10) 
2_ AE 2_ 
Ag" — Cgy  Gggu" — lg Ugg — Ogg 


Determinante fundamental, D. 
(Sin fuerzas disipativas actuantes) 
Nota. Este puede escribirse directamente de T y V; (10.4) y (10.6). 


La extraordinaria importancia del “determinante fundamental” anterior se hará evi- 
dente más adelante. En él se halla concentrada prácticamente toda la información que puede 
obtenerse sobre los movimientos oscilatorios de los sistemas del tipo que se considera. 


Al desarrollar la ecuación (10.10) se obtiene una ecuación algebraica de tercer grado 
en w?, En problemas específicos, se conocen los valores de las a y de las c. Por tanto, puede 
escribirse esta ecuación con coeficientes numéricos. 


En este momento es importante tener en cuenta que existen diversos métodos para hallar 
los valores de las raíces de ecuaciones algebraicas de grado n, en forma aproximada, aunque 
con suficiente precisión. Con tal fin, se recomienda especialmente el método de “la raíz al 
cuadrado de Graeffe”, puesto que es fácil de aplicar, conduce a buenos resultados y el tiempo 
consumido es relativamente corto. Un excelente estudio sobre este tópico se encuentra en 
R. E. Doherty y E. G. Keller, Mathematics of Modern Engineering, Vol. 1, páginas 99-128, 
John Wiley, 1936. 


Supóngase que las tres raíces, w,, wz y w3, de (10.10) son todas reales y diferentes. 
(Puede demostrarse que si V es “definitivamente positivo”, es decir, positivo para todos los 
valores que puedan tomar las diferentes q, todos los valores de w son reales.) 


Remplazando, por ejemplo w,, en (10.9), el lector puede demostrar que estas relaciones 
determinan únicamente valores relativos, A1,B, y C1, para las constantes. En otras 
palabras, si (10.9) se satisface con A, = 3,5, B; = —9,2 y C1¡ = 7,6; así mismo se satisface 
con A1 = 3,5c, B, = —9,2c y C, = 7,6c, en donde c es una constante cualquiera. Además, 
no es difícil demostrar, por medio de un ejemplo sencillo, que los valores relativos de A1, B1 
y C1, son los cofactores de los elementos primero, segundo y tercero, respectivamente, de 
cualquiera de las filas en (10.10), multiplicados todos ellos por una constante arbitraria. 
(Para definir el “cofactor”, se suprime la fila f y la columna c correspondientes a un elemento 
dado, quedando así el determinante M,., llamado ““menor”. El cofactor de este elemento es 
D,. = (—1)'+*M,..) Es decir, para la primera fila se escribe, 








2_ 2_ 2_ 
Mayo, — Cog  Uygw — Cog 7/03 — Cy Ugg] — Cay 
A, = +0, 2 2 B, > el 2 
330, — Cgg  Aggwi — Cay Ugo — Cgy  Uggwí — Cgy 
A..wl—C A, — e 
21% 21 2991 22 
C, = +e, y , (10.11) 
gy01 — Cgy  Ajguj — Cy 








Para abreviar, las anteriores se escriben, 
A; = Cid11, B, = Cidas, C, = Cidar 


donde, por ejemplo d2,, es el cofactor del segundo elemento de una cualquiera de las filas 
que haya sido seleccionada con w, en todas las posiciones de w¡. Es decir, d21 = D,z 
(con w1), en donde r puede ser 1, 2 ó 3. (La notación anterior es conveniente porque muestra 
claramente el número del elemento dentro de la fila y el número de w. Carece de importancia 
el número de la fila.) 
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Por último, resulta claro que las siguientes expresiones satisfacen (10.8): 
Qi = Cidi COS (ut +$,), Q2 = Cides cos (o, E+49,), a = Cidg1 cos (o,t + 4,) 


De la misma manera, se obtienen los otros dos conjuntos de soluciones correspondientes 
a wz y a w3. Sumándolas se obtiene la solución general, 


N = Cid cos (uv, t+4,) + Cadiz cos (ut + $,) + Cadis COS (wgt + q) 
q = Cidacos (u,t+«,) + Cada COS (u,t +7) + Callos COS (wyt + p3) (10.12) 
Ya = Cid31 COS (w,t+4,) + Cads2 COS (w,t + p,) + Csdas CO8 (et + pa) 


Ecuaciones del movimiento integradas. 


en las que las constantes arbitrarias, cC1,C2,C3,01,92 Y 3 pueden hallarse a partir 
de las condiciones iniciales conocidas. Al incorporar los desplazamientos iniciales puede obte- 
nerse de (10.12), c, cos $1, C2C08 42 Y c3cosg3; y al tomar las derivadas de (10.12) y 
remplazar los valores de las velocidades iniciales, ,Q,, 4, Y ¿2 las ecuaciones resultantes se 
utilizan para determinar c, sen, cz seng2 y Ca seng3. Así, en seguida se llega a los 
valores de c y 4. Un método más sencillo para evaluar estas constantes se incluye en el nu- 
meral 10.15. 


10.6 Resumen de aspectos importantes sobre el tipo anterior de movimiento 
oscilatorio. 


(a) Luego de una ligera perturbación, todas las componentes del sistema, en general, oscilan 
con n frecuencias naturales o modos principales de movimiento. Por ejemplo, en la figura 
10-2(e), n = 9, habrá entonces nueve valores de w y cada una de las masas o poleas 
oscilará con nueve frecuencias correspondientes. 


(b) Las frecuencias están dadas por f¡ = w1/2r, etc., en donde w;, we, ..., w, son las 
raíces de un determinante fundamental que tiene la forma de (10.10). Nótese que este 
determinante puede escribirse directamente de T y V sin necesidad de escribir las ecua- 
ciones del movimiento. 


Como puede verse en (10.10), las w dependen únicamente de las constantes del 
sistema. 


a 


(c) Las amplitudes relativas de un término armónico en particular, de los que aparecen en las 
expresiones de q1, Q2, ..., Qn vienen a ser determinadas completamente por los co- 
factores y no por las condiciones iniciales. 


Considerando en las soluciones (10.12) la oscilación correspondiente a w,, por ejem- 
plo, las amplitudes relativas de cos (wit + 41) en las expresiones de q1,Q2,Q3, Son 
claramente iguales a di1,d21 y d31, puesto que c; es común a todos. 


(d) Como las constantes c,,c2 y cz se determinan por las condiciones iniciales, resulta 
evidente que las amplitudes, tales como cidi1, cidzs y Cid31 dependen de la 
forma como se inicie el movimiento. 


Nótese que si el movimiento se inicia adecuadamente, una o más de las constantes 
C1,C2,..., Cn puede ser igual a cero. Asi, el sistema puede hacerse oscilar con una 
cualquiera de las n frecuencias o con una combinación de ellas. 

En el numeral 10.20 se explica un método experimental para excitar uno de los modos 
únicamente. 


(e) Suponiendo que se excita únicamente «w,, (10.12) conduce a 
1 = Cidi1 COS (u,t + 4,), Q2 = Cida1 COS (w,£ + $), 43 = Cida1 COS (w,2 +9,) 


CAP. 10] PEQUEÑAS OSCILACIONES ALREDEDOR DE LAS POSICIONES DE EQUILIBRIO 219 


Los signos algebraicos de d¡1,d21 y d31, pueden ser positivos o negativos, y por tanto, 
los movimientos anteriores pueden estar sincronizados en fase o exactamente fuera de 
fase (en oposición). 


Considérese la figura 10-10. Si el movimiento es únicamente vertical, habrá tres fre- 
cuencias. La tabla a la derecha indica la forma como se mueven las masas cuando se 
excita únicamente w:, w2 Uu w3. Estas relaciones de fase se determinan completa- 
mente por los signos algebraicos de las d. Sin embargo, se observa que para una w deter- 
minada que se excite, todas las masas, mi1,m2 y ma pasan por la posición de 
equilibrio al mismo tiempo. Igualmente, los valores máximos se alcanzan simultá- 
neamente. 


(f) Una palabra final. Si hay interés únicamente en conocer los valores de las frecuencias 
naturales, como a menudo sucede, no se requiere ningún otro trabajo distinto de hallar 
las raíces del determinante fundamental. 


10.7 Ejemplos para ilustrar los resultados de los numerales anteriores. 
Ejemplo 10.38. 


Considérese el sistema de la figura 10-1(a). Suponiendo únicamente movimiento vertical, y representando 
por y: y: y2 los desplazamientos de m, y mz, respectivamente, a partir de sus posiciones de equilibrio, 


T = HKmyi + mo;) 
LA E 4, (y, + 8)? + FHKoalYv2 — Y1 + 89) — M1i9Y1 — M2BYg 


donde s, es la diferencia entre la longitud de equilibrio y la longitud no alargada del primer resorte y 32 tiene 
el mismo significado para el segundo resorte. Como y1 y yz se miden a partir de los puntos de reposo, aV/0y, = 
0V/0yz = 0 para cuando y: = yz =0. Así, el lector puede demostrar que la Vexacta anterior, puede rempla- 


zarse por V = Py? + 1kolya — y1)?. Por tanto, las ecuaciones del movimiento son 
m, Y, + (k, + ko)y, - koYo = () y —KoY 1 + Mo Yo + koYz = 0 (1) 


Comparando con (10.8) y (10. 10), puede escribirse, 


m0 — (k, + k 
10 — (k, + ka) 2 mm 2) 
ka Mg? — kz 
de donde, m,myu*t es [km + (ke, + k2)mo] u? + k,Kko = 0 (3) 


Si mi = 400 gramos, m2 = 300 gramos, k, = 6 X 10% dinas/cm y kz = 5X 10* dinas/cm, por (3) se con- 
cluye que w: = 8,16 y wz = 19,37. O sea, fi = 1,30 y f2 = 3,08 oscilaciones por segundo. 


Por tanto, de acuerdo con (10.12, (luego de remplazar los cofactores adecuados y dividir por 10*),.se escriben 
las soluciones generales, 


yr = 6,25c, sen (19,37£ + $1) — 3c2 sen (8,16 + $2) (4) 


—5c1 sen (19,37t + 41) — 5c2 sen (8,16t + $2) 


y2 


Obsérvese lo siguiente. (a) En este caso tan sencillo, T y V tienen ya las formas de (10.4) y (10.6). (b) Si se 
excita únicamente w,,'h1 y mz oscilan en fase con amplitudes relativas de 3 a 5. Si se excita únicamente 02, 
el movimiento tiene una relación de fase en oposición, con amplitudes relativas de 6,25 a 5. (c) Para cualquier 
tipo de condiciones iniciales determinadas, c1,c2,41 y d2 pueden ser evaluados de inmediato. 


Ejemplo 10.4. 


La masa m, de la figura 10-3, puede moverse en un plano bajo la acción de los resortes y la gravedad. (En 
un experimento real, m consiste en dos discos pesados unidos por medio de una varilla corta y delgada que conecta 
los dos centros. Los hilos se atan a la varilla con el objeto de eliminar efectivamente la rotación de los discos para 
tratarlos así como una partícula, m.) 
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8 db q 
02» Ba , , a E y f£, son los cosenos 
lo, ko | d+ %1 : Ny directores de Oa 
Valores experimentales: | DN 

e. r) 
m = 679,2 gramos 62 (ao yo“ 

01 =437”, 02 == 51” E: IA EA E E. 

Y Ye 


ki = 3,7 x 101 dinas/cm 
kz = 3,8 x 10* dinas/cm 


P¡ =0,7338eg, P2 = 0,70 seg l; = 11,9 cm, l: = 23,6 cm 


Lh = 18,7 cm, da = 31,2 cm 





Fig. 10-3 


Para esta disposición, Tes sencillamente, 4m(%? + 2). Suponiendo solamente movimientos pequeños 
con relación a la posición de equilibrio, una expresión aproximada de V estará dada por (véase la ecuación (5.11)), 





a kl; kelo kyl - kalo 
Voprox. = 2% + Ka — 38% a E a + (k, + ko — T, a — q y 
de, 15 U | 
+ 2 (abs + Bas) e] 
lo cual es de la forma V = Ho,,*? + 2c,93y + Cao4”) 


Al seguir las mismas etapas descritas en el ejemplo anterior, se pueden establecer las ecuaciones del movimiento 
e integrarlas en forma inmediata. 


Se sugiere al lector que haciendo uso de los valores de m1,k,,etc., dados en la figura, calcule los dos 
períodos “P, y: Pa y los compare con los valores experimentales. Se observará que la coincidencia es bastante 
ajustada. * 


Nótese que si (c11 + c22)? = 4(c11C22 — CL); w = w2. ¿Será esto posible físicamente? ¿Por qué razón 
no se ha considerado la gravedad en este ejemplo? 


Ejemplo 10.5. 

Considérese el péndulo doble de la figura 10-1(5). Véanse (4) y (7) del ejemplo 10.2. Se deja al lector la demos- 
tración de que el determinante fundamental (que naturalmente puede escribirse sin haber expresado las ecuaciones 
del movimiento) es 


(my + majriw? — (m, + mo)g Mor ¡Pg 
Mar Tzu? Mz? — Magro 


De este punto en adelante la solución continúa como en el ejemplo anterior (véase el problema 10.1). 


$ 


Ejemplo 10.6. Pequeñas oscilaciones de las tres barras suspendidas de los hilos, como se muestra en la figura 10-4. 
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r, = 15 cm | 


m, = 250 gramos 





moy = 200 gramos 


mg = 300 gramos 





Fig. 10-4 
El lector puede demostrar sin dificultad alguna que Tbor está dada por 
Taprox. = Al(m, + m23+ my)r?9? + mgri 6? + mario? + 2mar,r20197 + 2M37,730109] (1) 


donde 01,02 y 03 son desplazamientos angulares de m,,m=2= y ma, respectivamente. 
Vosacta = Mi9ri(1 — cos 01) + mog[r,(1 — cos 91) + ra(1 — cos 67)] + mgg[ri(1 — cos 01) + r3(1 — cos 93)] 


Haciendo, 1 — cos9, = Jo, etc., 


Vaprox. = 3[lm + m3 + mM39g7,0? + mogra0 + magra03) (2) 
Por inspección de (1) y (2), se puede «escribir, j 
(m, + ma + ma)(r,w* — g)r, Mar ¡gut Myr ¡Y gut 
Mgr ¡ry? Mar a(raw* — y) -0 = 0 (3) 
Mgr ¡rg 0 mgra(rgu? — y) 


Realizando el desarrollo y remplazando los valores numéricos de la figura, se obtiene, 
w8 — 4B1wt + 37.616? — 784,327 = 0 (4) 


que es cúbica en w?. Aplicando el método de Graeffe, w; = 18,71, wz = 8,21 y wa = 5,72. Una vez evaluados 
los cofactores, las soluciones generales resultan, 
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0, = 2,78 C¡ COS (18,718 + $1) =S 0,88 €, COS (8,21£ + do) + 2,75 Cg COS (5,72€ + $3) 
0 = —4,54c, cos (18,71t + $1) — 5,7062 cos (8,21t + $9) + 2,3063 cos (5,72t + pg) (5) 
63 = —2,43c, cos (18,71t + $,) + 2,34 cz cos (8,218 + 9) + 4,16 3 cos (5,72t + pg) 


Las constantes c1, C2, Ca, 1, $2, Y 3 pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales dadas, 

Si se excita únicamente «w,, en (5) se ve que m2 y m3 oscilarán en fase, y fuera de fase con respecto a m,. 
Sus amplitudes relativas (los desplazamientos angulares máximos, relativos) serán 2,78, 4,54 y 2,43 para m,, m2 y 
m3, respectivamente. Los tres “modos del movimiento” y sus amplitudes relativas se muestran en la figura 10-4(b), 
(c) y (d). | 

Una vez más debe recalcarse que, como se muestra en el ejemplo anterior, (a) las frecuericias naturales del 
sistema, (b) las relaciones de fase entre las oscilaciones correspond'*ntes a una frecuencia cualquiera en particular, 
y (c) las amplitudes relativas del movimiento se determinan todas ellas a partir del determinante fundamental 
y por tanto dependen de las constantes del sistema. 


Ejemplo 10.7. 

La consideración de los movimientos oscilatorios de las tres “partículas” conectadas con resortes, como se 
muestra en la figura 10-5, ilustra la mayor parte de los aspectos básicos relacionados con oscilaciones pequeñas 
y le da al lector una buena visión general sobre la materia. 
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X1+ y Y son ejes fijos con el origen en la posición de reposo de m, 
Fig. 10-5 


Considerando el movimiento en un plano, el sistema tiene seis grados de libertad y por tanto, seis frecuencias 
naturales de movimiento. Se suponen conocidos todos los valores de las k, de las longitudes normales de los resortes, 
de las posiciones de equilibrio de m,, ma y m3, de las posiciones de pr, pz, p3, €etc., y de las longitudes 
de equilibrio de los resortes. 


Las coordenadas rectangulares de equilibrio de m,, m2 y ma, consideradas como partículas, se represen- 
tan por xi, Y1, X2, Y2, Xa y y3. Por tanto, 


T = ¿m(ri+yi) + jmae2 +02) + fma(2?+ y?) 
-Por extensión de los principios expuestos en el numeral 5.10, V puede ponerse en la forma, 
Voprox. = Hc1iv? + Copy? + Cay] + CaaVa + Cg5T5 + Coouz) 
+ Cj901Y1 + Ciao + CigU1Yo + C1501%3 + C16%1Y3 
+ CogUilo + Coa4YiVa + CosYiTg + CogY1Yg + Og4%282 
+ CggtgUg + Cagt2Uz + CasU2tg + CagUaYs + C56T3Us 


La determinación de las diferentes c puede hacerse directamente, pero en los casos reales se requiere para ello una 

gran cantidad de trabajo de rutina. Una vez hecho esto se llega a la posición de plantear el determinante funda- 

mental del sistema, cuyas raíces conducen a w,,w2z,...,w6. Por último, las soluciones serán de la forma, 
Tr = cyd11 COS (w0,t+ $1) + Cad¡2 COS (cnt + da) + A Cody Cos (ugt + de) , 

etc., para y1, X2,Y2, X3,Y3- 
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Con una perturbación general, cada una de las partículas oscilará con las seis frecuencias dadas por fi = w1/2r, 
etc. Si se excita una cualquiera de las frecuencias, las amplitudes del movimiento de m,, m2 y Ma, en general 
no serán iguales ni oscilarán en direcciones paralelas (véase el numeral 10.14). 


Nótese que si se permite que exista movimiento fuera del plano, se tendrán nueve grados de libertad, y por 
tanto el sistema tendrá nueve modos naturales de oscilación. En este caso el tratamiento será igual al descrito. 


10.8 Casos especiales de las raíces de D. 


(a) Raices múltiples. 


Considérese la disposición de la figura 10-6. Supóngase que el marco se halla colocado 
sobre una superficie horizontal lisa. Se supone además que todos los resortes son idénticos 
y que si la masa está en reposo, el espaciamiento angular entre los resortes es de 120". 


Para este caso (véase la ecuación (5.11)), 
= m4) y  V= 3[d(3-1,51/D)(* + y?) 


Asi, puede escribirse de inmediato el determi- 
nante fundamental y al desarrollarlo resulta 
evidente que las dos raíces de D son iguales, es 









decir, wi = w2z. Las ecuaciones del movi- | 
miento demuestran que éste estaría compuesto = 
por dos movimientos armónicos simples for- Sr 






mando entre sí ángulos rectos, ambos con el 
mismo período. Pero esto es correcto solamente 
para el caso especial considerado aquí. Si las k 
no son todas exactamente iguales o si el espa- 
ciamiento se altera aunque sea ligeramente, 
w, será diferente de wz. 

Existen otros sistemas en los que, para va- 
lores especiales de las constantes, se dan las 
condiciones para que las raíces resulten iguales. 
Sin embargo, el caso de raíces verdaderamente 
iguales, es más bien raro. Cuando se presenta, Fig. 10-6 
normalmente la “degeneración” puede elimi- 
narse cambiando ligeramente las constantes 
del sistema. 


| 
Ñ polxo, Yo) 


de 





(b) Raices nulas. 


Los determinantes fundamentales de todos los sistemas de la figura 10-7 tienen todos 
una raíz igual a cero. Considérese por ejemplo, la figura 10-7(a). En el ejemplo 4.4 se ha he- 
cho un estudio detallado del movimiento para el caso. de 9 pequeño, y como puede verse 
en las ecuaciones del movimiento, 


D - (m, as m2)u? MaYw? = 0 
Ñ Maru? marta? — Magr o 
de donde, (mi + ma)(m2r?w? — magrjw? — mar?u* = 0. Por tanto, una de las raíces, 
por ejemplo w,, es igual a cera y wz = [(m, + m2)g/r]!'2. La raíz nula significa un 


“periodo infinito” o más precisamente, un término igual a vt en la solución final, lo cual 
indica movimiento con velocidad constante. Obsérvense los detalles de las soluciones del 
ejemplo 4.4. 
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eS 





(b) '“Molécula” de COz, libre de moverse en 
la dirección de una recta. 














GPRS 7 


(c) Discos conectados por un eje flexible. (d) Supóngase, m, = ma. 
Constante de torsión = «. 





x, y xa medidos con respecto al carro, Se supone que no hay fricción. 


(e) Carro libre de moverse sobre una pista horizontal. 


Fig. 10-7. Sistemas para los que el determinante fundamental tiene una raíz nula. 


El lector puede escribir fácilmente T y V para los discos de la figura 10-7(c) y demostrar 
que D tiene una raíz igual a cero y otra diferente de cero. Físicamente esto significa que el 
movimiento de cada uno de los discos se compone de un término oscilatorio más otro que 
representa velocidad angular constante (véase el problema 10.9). 


En la figura 10-14 se muestra un sistema como ejemplo del caso en que el determinante 
tiene dos raíces nulas. Mayores detalles se encuentran en el problema 10.18. 
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Ejemplo 10.8. La “molécula de CO»2” (Fig. 10-7(b)). 


Se supone movimiento a lo largo del eje X, y se tiene, 
T = ¿mx +mo2+m, 2), Vox= jk[(22— 2%, —10)? + (53 — 22 — 10)? 


en donde lo es la longitud normal de cada uno de los resortes. Haciendo, 


% = Yti+lbo) 4 = Ta a = %6-b (1) 
T = Hmm? + magi + mig2), V = jhl(as— q1)? + (as — 92)? (2) 


que tienen ahora las formas de (10.4) y (10.6), respectivamente. Así, 


mw? —k k 0 
DD == k Magw? — 2k k o = 0 (3) 


Al desarrollar D, se obtiene, 
(M,w? — k)[(moaw0? — 2k)(m,0? — k) — k2] — kAm,jo*—k) = 0 


k N1/2 _ [Kk(m2¿+2m,) 7112 
de donde, 1 = 0 » 0% Ñ 0 3 = ASS 


Por consiguiente D tiene una raíz nula. 
Por sustitución directa en las ecuaciones diferenciales del movimiento, el lector puede. demostrar que 


q = —c,k? cos (u,t +1) + Czk? cos (ugt +93) + vt + bd 
da = 20 c08 (wat + pag) + vt + db (4) 
2 


da = C1k? cos (u0¡t+ 4,1) + cgk? cos (ugt + 3) + vt + bd 


son las soluciones en las que se deben determinar las constantes c,, cz y u a partir de las condiciones iniciales. 
Es obvio que el término vt indica movimiento lineal con velocidad constante. Puede demostrarse que u es 
igual a la velocidad del centro de masa. 


10.9 Coordenadas normales. 

En sistemas del tipo hasta ahora considerado, es posible determinar un conjunto de 
“coordenadas normales”, g1,g2,...,8. (todas ellas relacionadas linealmente con las 
coordenadas de equilibrio usuales, q1,q2,...,qn) tales que al remplazar las q por las 
g, T y V adquieren formas muy sencillas, 


T = Hg +32 + sia + 92), V = Ho, 9 + 0,97+:** +0,95) 


(Los usos y las ventajas de las coordenadas normales se mencionan en el numeral 10.12.) 


(a) Definición de las g. 


Considérese, por ejemplo, un sistema que tenga sólo dos grados de libertad, y para el 
cual las ecuaciones integradas del movimiento son, 


Uh = Cid cos (u,b+«$,) + Cadiz COS (ugt + p,) 
(10.13) 
2 =  Cidz1 COS (w,É ES p,) + Cadz2 COS (yt + p.) 


Por conveniencia, en adelante se remplaza c, por ci A, y c2 por c242 en donde A, y Az 
se consideran constantes arbitrarias y ci y c2 serán determinadas más adelante para 
satisfacer ciertas condiciones. Se debe tener en cuenta que c1 y C2, ahora no se consideran 
arbitrarias. 
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Definiendo las cantidades gi y g2 por 


gr = Ar cos(wit + 61) y g2 = A2 cos(wat + (2) 





las relaciones (10.13), se hacen, 
Y = Cidigr + Codio9o, 2 = Cida191 + Cad2292 (10.14) 


Nótese que las cantidades gi y g2 pueden considerarse como un nuevo conjunto de 
coordenadas. Así, (10.14) serán las ecuaciones de trasformación que relacionan las q con 
las g. Como se verá en lo que sigue, g. y g2 son las coordenadas normales deseadas. 


(b) Expresión de T en coordenadas normales. “Condiciones de ortogonalidad”. 


Tomando la derivada de (10.14) y remplazando en 
T = HKa1Q1 + 24120102 + 0220?) 
se obtiene, T = F[ci(anidi, + 2412d11d21 + as0d31)9? + ci(aridía + 2412de + a22d39)9* 
+ 2010201 dudis + ar dides + Oidiadas + asada das ga] 009) 


Escribiendo los coeficientes de e, g?, y 9,9. como Ni, Nzz y Ni2, respectivamente, se 
observa que 


2 
2 
Nu = € y andadu, Na 
ri 


o en una forma más compacta, 


2 2 
ca Y andrade, Ni = Cicz Y ardor de 
rl rl 


2 
Nu =  CsCk y Artes Que (10.16) 
rl 
La relación (10.16) es de gran importancia ya que, como se demuestra para el caso ge- 
neral en el numeral 10.10, N,, = 0 cuando s 4 k. Si s = k, entonces, Ny X 0. 
Además, (véase el párrafo (a)) se observa que si se toma c, como, 
2 —1/2 
Cs = [S Cde ds | (10.17) 
ri 


se tendra, N,, = 1. Por tanto, (suponiendo por el momento la validez de las afirmaciones 
anteriores), se concluye que T = 4(9? + 92). 


(c) Expresión de V en coordenadas normales. 
Para el caso en consideración, una expresión general de V, es 


V = 4(cuq? + 20129102 + C2205) 
Remplazando (10.14), 


V = jel(eudi + Cida)dis + (Cada + Crzd11)da1]g% 
+ de3[(cudia + Ciadar)jdía + (Czadas + Crzddr2)d22] 97 (10.18) 
+ Jerca[2(ciidrz + Ciadardis + 2(C22d22 + Ciadi9)d21] 9192 


Si se supone excitado únicamente un modo principal, por ejemplo w,, 
1 = Cid A; cos (uo, +q,), 42 = CidaÁr COS (w,t + 4,) 
Al llevar estas expresiones a las ecuaciones diferenciales del movimiento originales (que 
tienen la forma de (10.8)), se llega a 
Cudi + Criada = oi(Aridis + Qrodas) 
Cardi1 + Coodlas = «*(Az1d11 + Qzeda1) 


En forma semejante, se obtienen dos relaciones similares al suponer excitado el modo 
w2. Al remplazar estas cuatro formas en (10.18), se obtiene finalmente, 
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V = HAW, 9% + 203 N 29,9) + 0 N 2293) 
lo cual al aplicarle (10.16) y (10.17), se reduce a V = 4(u?g? + w393). 


(d) Caso general. 


En forma semejante pueden cumplirse las etapas anteriores para el caso en que se ten- 
gan n grados de libertad siempre que T y V tengan las formas de (10.4) y (10.6), respecti- 


vamente. La solución correspondiente a q, puede escribirse, q. = Cidi181 + Cadi282 + 
“-» + Cadin8n, etc. O en el caso general, 
q, = ARA (10.19) 
k=1 
Las expresiones correspondientes a (10.16) y (10.17) toman lás siguientes formas: 
ad is (10.20) 
N, = ec a. dd, = . 
(a) sk > ri rs “Tk 1 para s =k 
n —1/2 
(0) C, = b> a, d,,d, | (10.21) 
rl 
(a): Condición de ortogonalidad, (b): Factor de normalización 


Usualmente N,, se escribe $5. y se denomina delta Kronecker. 


En el caso general, T y V tienen las formas, 
T = UR +g+- +9 
Hg J2 97) (10.22) 
V = Hogi + 0393 + +": + org) 


T y V expresadas en coordenadas normales. 


Este desarrollo se ha llevado a cabo suponiendo que las soluciones tienen la forma de 
(10.12). Sin embargo, constituye un teorema de álgebra, la demostración de que si T y V 
tienen las formas de (10.4) y (10.6) pueden encontrarse unas relaciones lineales adecuadas 
para relacionar las q con las g de tal modo que se trasformen T y V a las formas de (10.22). 


10.10 Prueba de la relación de ortogonalidad. 
Antes de continuar avanzando, se debe probar la importante relación (10.20). 


Considérese un sistema que posea n grados de libertad. Si se supone sólo una oscilación, 
w, excitada, resulta claro que 


q, = C,d,, Cos (v,t + $,), % = C,d,, cos (w,t + ,), ete. 


Introduciendo éstas en una cualquiera de las ecuaciones diferenciales originales, por ejemplo 
en la designada por r, se tiene, , 


cd +ed, +: +c_d 


rl 13 r2 23 rn “ns 


(ad, +a,d,+---> +0,d, Jo? 


ri“ 18 


que puede escribirse, 


»> CL, = > > Ad, (1) 


l=1 l=1 


Nótese que (1) representa n ecuaciones, puesto que r = 1,2, ...,n. 


Igualmente, al suponer excitado w», 
n Lu] 
2 CL, == o 2 A, (2) 
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| Si ahora se multiplica la primera de las ecuaciones (1) por di ,, la segunda por de», 
eee y se suma, se obtiene, 






















2 cd, = ¿Ye dd, | o 0) 1 


De la misma manera, a partir de (2) se obtiene, 


n n a 
2% 2 . 
2 CA = oí 2, 0,0 d,, (4) E 


En vista de que 4,=4,, y C,=C,, puede remplazarse | por r y r por l en (3) sin alterar el 
valor de la suma. Así, los miembros izquierdos de (3) y de (4) son iguales. Por tanto, 


(u;, — 0) Ya d,d, = 0 


Pero como para k X Ss; ws Y w,. Entonces, Y, a, d Ay = 0 
r,l 

Además, puede demostrarse que si k = s, la suma de (6) no es igual a cero. En esta forma 

queda establecida la validez de (10.20). | 


10.11 Aspectos importantes relacionados con las coordenadas normales. 
(a) A partir de (10.22), se concluye que' 


9, +%g,=0, 9,+otg, = 0, Y ,+ug,=0 - (10.23 


Estas ecuaciones del movimiento, severamente simplificadas, se pueden integrar en 
seguida para conducir a gí; = A, cos(wit + $1), etc., (que son las mismas expresiones. my 
originales dadas en el numeral 10. 9). Así, por (10.23) puede decirse que: l 


(b) Los modos principales del movimiento correspondientes a w;, wz, ..., son completa- | 
mente independientes. Es decir, que uno cualquiera de los modos ni influencia, ni se 
deja influenciar por los otros modos. Desde el punto de vista matemático, el sistema se 
ha reducido a n osciladores armónicos completamente autónomos (véase el parrafo (c 
en seguida). 


(c) Si el movimiento se inicia en forma adecuada, el sistema oscilará con una cualquiera 
de las frecuencias fundamentales solamente, (como se mencionó anteriormente), o con 


sistema, en general, oscilarán con esta frecuencia particular. Por ejemplo si en el sistem 
de la figura 10-2(e), se excitara ws, todas las seis masas y las tres poleas oscilarían co: 
la frecuencia fs = w5/2r. | 


(d) Al observar (10.22), .se- concluye que D, en coordenadas normales, (suponiendo, po 
conveniencia, n = 3) es de la forma, 
a a 0 0 | 


0 0 0 — 3 


Se dice entonces, que D ha sido “diagonalizado” 


10.12 Ventajas de las coordenadas normales. 


(a) La consideración de las coordenadas normales conduce a una mejor comprensión de 
la fisica y las matemáticas relacionadas con las pequeñas oscilaciones. De obtiene una 
“visión” más completa de lo que ocurre. 
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(5) El estudio de sistemas como los del tipo considerado, a los cuales se les aplican fuerzas 
externas, se facilita considerablemente por la utilización de coordenadas normales (véase 
el numeral 10.18). 


(c) La determinación de las constantes de integración en soluciones de la forma de (10. 12) 
se simplifica notablemente con el uso de la condición de ortogonalidad, (10.20) (véase 
el numeral 10.15). 


(d) Las coordenadas normales pueden emplearse, con grandes ventajas, en varias conside- 
raciones teóricas, sin necesidad de hallar primero las expresiones de las diferentes g. 


(e) Las coordenadas normales se utilizan extensamente en el estudio de vibraciones mo- 
leculares, vibraciones de los átomos en los cristales, etc. 


Sin embargo, debe tenerse presente que, salvo en casos muy sencillos, las expresiones 
de las diferentes g de un sistema determinado, pueden hallarse únicamente luego de haber 
determinado w¡,w2,...,w, (véase el numeral 10.13), y los cofactores, d,,, (con fre- 
cuencia un trabajo largo) como se describió en el numeral 10.5. Además, es claro que en 
los problemas de aplicación, en los que sólo se requiere conocer las diferentes «w, las coor- 
denadas normales no ofrecen ventaja alguna. 


10.13 Determinación de las expresiones de las coordenadas normales. 


Las expresiones de las coordenadas normales pueden obtenerse hallando las soluciones 
a (10.19) directamente, para encontrar las g en función de las q. Sin embargo, la solución 
puede simplificarse considerablemente empleando la condición de ortogonalidad, (10.20). 


Si se multiplica (10.19) por c,a,,d, y se suman las expresiones así obtenidas para los 
diferentes valores de r y l!, se obtiene, 


n 


2 C,9,0, 4, = 2 9, 2 C,C,2, 0, d,,  = 2 Ibis = 9 


Por tanto, g, = C, 2 qa d, (10.25) 
donde las c, se determinan por medio de (10.27). 


En cualquier problema en particular que se tenga entre manos, se conocerán los valores 
de a, y de d,,. Por tanto, es posible escribir las expresiones específicas de 81,82, ...,8n 
en función de las q (véanse los ejemplos a continuación). 


Ejemplo 10.9. Coordenadas normales para el sistema de la figura 10-1(a). 
Se escriben las soluciones dadas en el ejemplo 10.3, como sigue, 


Y = 80,4, cos(8,16t+$1) — 6,25c2A, cos (19,378 + $) 
(1) 
Ya = 5e,4, cos (8,164 + $,) + 50942 cos (19,37 é + $9) 


donde A: y Az son arbitrarias y cy y ca han de ser determinadas por medio de (10.21). Por tanto, se escribe, 


Y; = 30,9, — 6,2599, Ya = 5c,g, + 5Cogo (2) 


Las expresiones de gi y g2 pueden determinarse ahora, bien hallando la solución de (2), o aplicando (10.25). 
Nótese que en este problema, as, = m;, az = m2, 412 =0, di: = 3, diz = —6,26, etc., según (1) 


cs = (9m, + 25m2)-1/2 y cz = (6,25 m, + 25m2)- 1/2 
Por último, 


8 = 11,39y, =p 14,24y2 y g2 = — 16,44y, + 9,86y2 (3) 


Como comprobación, el lector puede demostrar que si se toman las derivadas de (2) y se sustituyen en T = 
HKm,yi + mayo), se obtiene, como cabría esperar, T = Hoi + 9). Igualmente, al llevar a (2) a la expresión 
original de V, se obtiene, V = Hoigi + 29) (véase el problema 10.5). 
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Ejemplo 10.10. Coordenadas normales para el péndulo triple (Fig. 10-4, ejemplo 10.6). 
Las ecuaciones (10.19) pueden escribirse, 


01 = 2,78C,91 — 0,88 0992 + 2,75 6393 
0) = —4,540,91 — 5,70C282 + 2,30 C393 (1) 
03 = —2,43c,9, + 2,340992 + 4,160393 


Aplicando la expresión (10.21), c7! = 694,03, cy! = 1309,18 y 03? = 2478,69. Hallando la solución del sistema (1), 
o más fácilmente, aplicando (10.25), finalmente se obtiene 


g1 = 126,290, — 43,829: — 59,2603 
ge = — 108,889, — 149,4102 + 154,5883 (2) 
83 = 379,420, + 67,7082 + 307,5903 


Como una comprobación, el lector puede demostrar que tomando la derivada de (1) y remplazando en la 
expresión original de T, se obtiene, T = Ho? + gh + y). Igualmente V = Jl(u?gi + 092 + 2 g3) puede 
obtenerse al remplazar (1) en la expresión original de V. 


10.14 Amplitud y dirección del movimiento de una partícula determinada, cuando 
se excita un modo de oscilación en particular. 

A manera de introducción, supóngase que una cualquiera (y sólo una) de las seis fre- 
cuencias naturales del sistema de la figura 10-5, se excita. ¿En cuál dirección (a lo largo de 
cuál recta) y con qué amplitud oscilará, por ejemplo, m,? Á continuación se incluye un 
análisis de este tipo de problema. 

Considérese el sistema relativamente sencillo que se muestra en la figura 10-8. Una 
palanqueta, que consta de las partículas m, y m2, conectadas con una varilla ligera, 
está sostenida por medio de resortes, según se indica. Su posición de equilibrio es 0,0». 
Suponiendo movimiento en un plano, los desplazamientos de m, y m2 a partir de las 


posiciones de equilibrio SON X1, Y1 Y X2, Y2 . Se tiene en este caso, n = 3 y se usan 
como coordenadas generalizadas q:, q2 y q3 en donde q. y q2 son las coordenadas 
rectangulares del c.m. y q3 = 0. Asi, x1 = x1(q1, q2, q3), etc., que pueden escribirse 


en forma explícita sin dificultad. 
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Suponiendo pequeños desplazamientos, se escribe (véase el numeral 10.3(b) y (c)), 


0X1 e (5) 
% = — + A + Pl 
e TE E ),2 37.),% 04; Ad 
2.0085 E, = 1,4, + 99, + 25% (1) 


donde todas las «a y las 8 son constantes conocidas que se determinan por la geometría 
del sistema. 


Considerando ahora las soluciones correspondientes a (10.12) y suponiendo que se excita 
solamente un modo, por ejemplo w,, 


1 = Cid; cos (v,6+4,), Qe = Cid21 COS (0,4 +4.,), Q3 = Cidg1 COS (v,t+4,) 
donde c, se determina aquí por las condiciones iniciales, y no por (10.21). Por tanto, 


x, = (a, d,, + a,2d,, + a, yd, Je, COS (vw, + ¿,) 
Igualmente, Y, = (B,,0,, + Byad,, + Bisd Je, cos (u,t + p,) (2) 
o, para abreviar, x; = c¡Ay; cos(w¡t A b1) y y = ciBii coslurt + 1) 


Resulta claro entonces, que si se excita únicamente w,, mi oscilará con una amplitud 
c,(4%, + B2?)12 a lo largo de una línea recta que pasa por O, con una pendiente igual a 
Bi¡/A11. De igual manera, pueden hallarse las direcciones y las amplitudes del movi- 
miento de m, cuando wz U wi se excitan. 


Considerando las expresiones de x2 y yz, en igual forma pueden determinarse los 
movimientos de m2 correspondientes a w¡, wa Y wz. 


Así se obtiene una “visión” detallada del movimiento de cada una de las partículas al 
excitar uno de los modos cualquiera. 


Naturalmente, el análisis anterior puede extenderse a un sistema general de p partículas 
con n grados de libertad. 


Nótese que la trayectoria seguida por m,, por ejemplo, cuando se excitan todos los 
modos simultáneamente, puede dibujarse introduciendo las relaciones (10.12) en (1) y 
haciendo la gráfica de y, y x, para valores iguales del tiempo. 


Ejemplo 10.11. 
Se trata de determinar la línea a lo largo de la cual el punto p, de la figura 10-16, oscila cuando se excita 
únicamente w. 


Se toman x, y y, como coordenadas de p; x y y como coordenadas del c.m. y 0 como la rotación 
angular de la varilla medida a partir de su posición de reposo (es decir, que x, y y 6 .son coordenadas de equili- 
brio adecuadas). Se observa entonces que 


Xp = %+lUcos(0+009), Yp = Y + lsen (0 + 0p) 
donde ! es la mitad de la longitud de la varilla. Así, para movimientos pequeños (conservando los términos de orden 


cero y primero), 


Lp = Y + Ll co0809 — (1 sen 0p)0 
(1) 


Yp y + Usen 6 + (! cos 0p)0 


Ahora, si se excita únicamente uw,, 


x = Cid, cos (ut +1) Y = Cjda¡ cos lot + $1), 09 = ejdy, cos (ot + $1) 


Por tanto, %p — 1cosóy = Cy(d,, — ldz, sen 6p) cos (o, t + $1) 


Yp — [send = Cx(das + lay cos 69) cos (xt + $1) 
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Xp — lcosdo Y Yp — l sen 0 son, obviamente, los desplazamientos de p a partir de su posición de reposo. Así, 


da, + ld, cos 6p 


p oscilará a lo largo de una recta que forma un ángulo a« con X, en donde, tana = 
di1 e Ida, sen 00 


amplitud A determinada por 
A = ex[(d,, — ldy, sen 00)? + (da, + ld3, sen 0p)9]1/2 


, Con una 


Naturalmente, c, puede hallarse a partir de las condiciones iniciales dadas. 
Mayores detalles sobre el movimiento de este sistema, para valores determinados de las constantes físicas, 
pueden encontrarse en el problema 10.23. 


10.15 Determinación de las constantes arbitrarias con la ayuda de las 
condiciones de ortogonalidad. 


Los valores de las diferentes c y ¿ en (10.12), que, naturalmente, dependen de los 
desplazamientos y las velocidades iniciales, pueden determinarse como se describió en la 
última parte del numeral 10.5. O, habiendo remplazado a c, por ciA; y a ca por c2 Az, 
etc., como en el numeral 10.9 (en donde las diferentes c ya no son arbitrarias sino que están 
determinadas por la relación (10.21)), pueden evaluarse las diferentes A de la misma manera. 
Sin embargo, el método siguiente es más ventajoso. 


Introduciendo los valores conocidos, o supuestos, de los desplazamientos para t = 0, 


01, 0Q2,..., 0Qn, en las soluciones de la forma (10.12), se tiene 
02, = Cd, A,cosg, + Cd, ¿A, COBH, + *** + Cd, A, cosó, ER 
10. 
0, = Cd, A, cosp, + cod, 24, COBH, + ::* + Cd Á coso, 


Moultiplíquese ahora la primera de las ecuaciones (10.26) por c, da la segunda por 


Ri, das 


e, da %,, donde s puede tomar cualquier valor entero desde 1 Palta n. Sumando las 


ecuaciones resultantes y utilizando (10.20) se concluye que 


A,cosH, = C, > 2,0, 0, (10.27) 

De la misma manera, para velocidades conocidas, QQ -- 7.4, cuando t = 0, 
puede demostrarse que 

A,sen ?, EST > 17,0 ir A, (10.28) 


Así, se han determinado todos los valores de A, y 0, Por “medio de (10.27) y (10.28). 


Nótese que si el sistema se desplaza ligeramente y se suelta luego, todos los valores de 
0, se hacen iguales a cero. Por tanto, todos los valores de los ángulos de fase, se anulan. 


10.16 Oscilaciones pequeñas con fuerzas actuantes viscosas y conservativas. 
Como material básico para esta sección, el estudiante debe repasar los numerales 10.3 (d) 
y 10.4. 


(a) Ecuaciones del movimiento y su solución. 


Suponiendo como antes, tres grados de libertad, las ecuaciones del movimiento incluyen- 
do fuerzas viscosas son las mismas de (10.7). 


Las soluciones pueden obtenerse suponiendo 
q; = AM, q, = B*, q, = CM 


donde A, B, C y A son, por ahora, constantes indeterminadas. Sustituyendo en (10.7) se 
obtiene 
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A(araA? + bu + 011) + B(ara? + bizk + Cr2) + Clarisa? + bisA + 1) = 0 (10.29) 
y otras dos relaciones semejantes. Al seguir las etapas que conducen a (10.10), se escribe 


and? RdA + Cu 419 A? + bi2A +12 013? + bigA + Cas 
D = AA? + bajA + Cos 0224? + bak + Co2 Ga23A? + bosd + Cas = 0. (10.30) 
asia? + buA + Cg1 324? + bazA + C32 (0334? + DasA + Cas 


El desarrollo de esta nueva forma del determinante fundamental conduce a una ecua- 
ción de sexto grado en A. Las raíces de tal ecuación, nuevamente, pueden hallarse por el mé- 
todo de Graeffe, o algún otro método conocido. 


Supóngase que las seis raíces, Ar, Az, ..., As, son diferentes. Remplazando los valores 
de, por ejemplo, A, en (10.30), los valores relativos de A, B,, y C1 se obtienen (véase 
el numeral 10.5) por los cofactores de los elementos de una fila cualquiera. Es decir, 


QM = CidieMt, Qq2 = Cidaje*”,. q3 = Cidare mt (10.31) 


Soluciones semejantes se obtienen para los valores correspondientes de Az, Az, ..-., A6- 
Sumando los seis conjuntos de soluciones, la solución general toma la forma 


q2 = Cidare Mt + Codozett+ + Codogert (1 0.32) 
Qs = Cidgie mt + cadgzedt + --- + Codager! 
Los valores de las constantes arbitrarias ci, c2,...,cs dependen de las condiciones ini- 


ciales. 


(b) Naturaleza de las A. 
Las raíces de D pueden ser reales, complejas o imaginarias puras. 


En el caso importante en que V es definitivamente positivo, se ha demostrado que bajo 
las condiciones adicionales siguientes: | 

(1) P=0 (sin fuerzas viscosas): Todas las raíces son imaginarias puras. Este es el caso 

analizado en los numerales anteriores. 

(2) P 4 0 pero todas las fuerzas viscosas, pequeñas: Las raíces serán complejas y se 

presentan en parejas como A = u + lw, y y es negativa. Es decir A; = 11 + lw1, 
Ag = 11 — lw1, etc. 

(3) Fuerzas viscosas grandes: Las raíces son reales y negativas. 

Si V no es definitivamente positivo, pueden presentarse raíces reales positivas. En este 
caso, se observa en (10.32) que todas las coordenadas aumentan indefinidamente con el tiem- 
po. Por tanto, la suposición de “movimientos pequeños” se vuelve inválida rápidamente. El 
sistema es “inestable”. 


(ec) Forma asumida por (10.32) cuando las raíces son complejas. 
Este es el caso más importante. 


Supóngase A1 =pu41+ lw1, A2 = 41 — 101, A3 = m2 + lw2, A4 = 42 — iwo2, etc. Consl- 
derando por el momento, únicamente los dos primeros términos de la primera ecuación de 
(10.32), se escribe 


Cid 11e Mt + codigent = ent(cd¡ ett + cadize” tt) (10.33) 


Pero, d11, el cofactor del primer elemento de una fila cualquiera de (10.30), es complejo, y se 
escribe di; = ki: + “hi1, donde, para un problema específico cualquiera entre manos, 
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R11 y hi1 son constantes conocidas. Además, con pequeño esfuerzo se demuestra que d12 
Ri — ihi1. Como cy y C2 son arbitrarias, se pueden escribir c; = +¿(b1 + 1b2) y cz 
3(b1 — ¿ib2). Por tanto, empleando las relacione3 


et = cogut + ¿senot, ett = c08 ut — ¿sen ut 
el lado derecho de (10.33) toma la forma 
e“t[bi(ls1 cos ,¿ — huseno,t) — Delkisen vw, + hi1 cos o, £)] 
la cual, después de unos procesos algebraicos, se reduce a 
emtR,(k;, + hi1)! cos (u,t + 8,, +49,) (10.34) 
Tanto R, como ¿1 son constantes arbitrarias y tan 5811, = h11/ki1. 


Así, resulta claro que si todas las raíces de (10.30) son complejas la solución general para 
q1 €s 


q, = R¡(Ki +hi)2e* cos (ut +8, +9) + R,(ki2 + hi2)2e%* cos (u,t +8, + 4,) 
+ Ri(kis + hi5)2e%* cos (u,t + 8,, + 4,) 


con expresiones semejantes a ésta para q2 y q3. Los valores de Ri, Ra, R3, d1, d2 y 03 
que aparecen en las soluciones correspondientes a q1, 92 y q3 son las seis constantes de in- 
tegración que deben determinarse a partir de las condiciones iniciales. 


(10.35) 


Las cantidades 1, 242 y p3 (que resultan de las fuerzas viscosas) son negativas. 
Por tanto las soluciones de la forma de (10.35) indican oscilaciones armónicas amortiguadas. 


Considerando únicamente el movimiento correspondiente a w:, 
q, = R (ki +hi) et cos (0, +8, +9), 4 = R (kz +2h31)2e"* cos (u,t +8), + $,), 
9, = R,(k3 + h31)2 e"! cos (u,t +8,, +09,) 


Por consiguiente, estos movimientos no están en fase (por ejemplo q:, q2 y q3 no alcanzan 
sus valores extremos simultáneamente) puesto que $11, 621 y $3, no son. iguales. 


10.17 Consideraciones sobre la estabilidad del movimiento. 

Si luego de haber dado a las masas de un sistema pequeños movimientos iniciales, 
éstas no llegan a apartarse mucho de sus posiciones de equilibrio, se dice que el movimiento 
es estable. Como puede verse en (10.32), las raíces reales positivas de (10.30), o las raices com- 
plejas con partes reales positivas implican términos en las soluciones que crecen indefinida- 
mente con el tiempo, las cuales significan inestabilidad. Para tener estabilidad, las raíces 
reales o las partes reales de las raíces complejas, deben ser negativas. Raíces imaginarias pu- 
ras significan estabilidad puesto que indican oscilaciones con amplitud constante. 


Con el fin de determinar si un sistema dado es estable, debe seguirse uno de los dos pro- 
cedimientos siguientes: 


(a) Determiínense todas las raíces del determinante fundamental en la forma acostumbrada. 
Examiínense las raices para observar si todas las partes reales son negativas. 


(b) Apliíquese la prueba de Routh-Hurwitz, que no requiere hallar las raíces. La prueba no se 
incluye aquí. 


Se pueden encontrar mayores detalles sobre lo anterior junto con una gran cantidad de 
informaciones adicionales sobre la materia de la estabilidad al consultar las siguientes refe- 
rencias: 


(1) A. Hurwitz, Math. Ann., Volumen 46, 1895, páginas 273-284. 
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(2) R. N. Arnold y L. Maunder, Gyrodynamics and its Engineering Applications, página 453, 
Academic Press, 1961. 


10.18 Utilización de las coordenadas normales cuando actúan fuerzas externas. 
(No se incluyen fuerzas viscosas.) 


En el estudio de los sistemas conservativos sobre los cuales actúan fuerzas aplicadas exter- 
namente, las coordenadas normales ofrecen ventajas reales (véase el numeral 10.13) y aunque 
no se trata de considerar este tópico que es largo y exige tratamiento detallado, se indica a 
continuación la forma de hallar las ecuaciones del movimiento correspondientes a las diver- 
sas £. 


Esencialmente, el método para plantear las ecuaciones del movimiento es el mismo que 





se ha venido empleando. Unicamente se trata de usar aquí las coordenadas 81, 82,---»£n- 
Ñ L 

Habiendo expresado a T y V en la forma de (10.22), se aplica 2 (5) ee: = Po, 
dt Xog. 09, 


para obtener así, las siguientes sencillas ecuaciones del movimiento, 
r=1,2,...,2 (10.36) 


La fuerza generalizada, F¿,, que incluye únicamente fuerzas aplicadas externamente, pue- 
de hallarse fácilmente como sigue: Empleando q1, q2,...., qn, se escribe 5W,,,, en la 
forma acostumbrada (véase la ecuación (4.12)). Eliminando ahora la q en favor de la g por 
medio de (10.19), 8W.,,,, puede ponerse en la forma, 


LN en [*--],89, + [* - :],89, ad a 8 (10.37) 


Por tanto F,, =[:*-],, etc. La ventaja de este procedimiento es, naturalmente, debi- 
da a la sencillez de (10.36). 


9, +09, = F, 


9r 


10.19 Uso de las coordenadas normales cuando actúan fuerzas externas y 
viscosas. 


En este tipo de problema, las coordenadas normales aún ofrecen algunas ventajas. Igno- 
rando por ahora las fuerzas aplicadas externamente y las fuerzas viscosas, pueden hallarse las 
coordenadas normales en la forma usual, y expresar T y V como en (10.22). Nótese que las 
diferentes w no son las mismas frecuencias naturales del sistema cuando actúan fuerzas 
viscosas. 


Desafortunadamente, la función P no puede en general escribirse como P = b,9? + bg + 
-«- +0b_9?. Sin embargo utilizando (10.19) y (10.5) esta función puede ponerse fácilmente 


en la forma 
” 1 2 e. . 
P.= -=3 2 P,9,9, (10.38) 
Por tanto, aplicando la ecuación de Lagrange, las ecuaciones del movimiento resultan 
9, +29, —P,,9, — Pardo — Porda — *** — Pard, = Fo, (10.39) 


La fuerza generalizada, Fy,, que incluye únicamente fuerzas externas, se determina tal como 
se explicó en el numeral 10.18. Aunque aún existe “acoplamiento viscoso” las ecuaciones del 
movimiento correspondientes a g son más sencillas que las de q. 


Ejemplo 10.12. 


Lo que sigue es una breve descripción del método anterior aplicado al péndulo triple de la figura 10-4, ejemplo 
10.6, suponiendo que se halla suspendido dentro de un fluido viscoso, sin fuerzas externas aplicadas. Se escribe, 
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= Ho? +92+92), V = HKodg + 2g + 97) 


donde w, = 18,71, w2 = 8,21 y w3 = 5,72. Teniendo en cuenta el numeral 10.3 y la ecuación (1) del ejemplo 10.6, 
se concluye que 


P = —4[((0, + ba + bg)r,6; + byr?o? + bargo? + 2byr,190102 + 2b3r,199163] 
donde b,, b2 y b3 son los coeficientes de la resistencia viscosa sobre las barras. Utilizando ahora, 0, = 
2,180181 — 0,8B8c2g2 + 2,/75c383, etc., (véase el ejemplo 10.10), P puede expresarse fácilmente en función de 


91» 2 y 93: 


Por tanto A + gy = oP/99,, etc. son las ecuaciones del movimiento. Nótese que pi; = 21/w:1, etc., no 
son ya los períodos de movimiento del sistema. Si las fuerzas viscosas no son muy grandes, las oscilaciones alcanzan 
a establecerse y sus periodos dependen en cierta medida de los factores de amortiguación. 


Ejemplo 10.13. Fuerzas viscosas y externas actuando. 


Imagínese las fuerzas verticales f, = A,sen(a,t + 51) y f2 = Az sen (azt + 52) actuando sobre m, y 
m2, respectivamente, ejemplo 10.3, figura 10-1(a). Supóngase además una fuerza viscosa —bY1 actuando sobre 
mi y —doyo, actuando sobre m2 (bi, y bz deben conocerse por métodos experimentales). Se plantean a con- 
tinuación las ecuaciones del movimiento en función de coordenadas normales. En este caso, 


T = H02+92) V = f(2g + ug?) (1) 


donde w, = 8,16, w2 = 19,37 y (véase el ejemplo 10.9), 


30,91 — 6,25 Yo, Ya = 5e,g, + 5CsYa 
(9m, + 25mp)1/2, cy = (6,26%m, + 26m) 1/2 


Y1 
(2) 


Cy 


La función P es sencillamente 


P = —Kbyy* + bay? (3) 
Haciendo uso de (2), 
P = —4([0,(3c,9, — 6,25c99:)? + balbo,g, + Bc293)?) (4) 
Al escribir 8Wiota = f,8Y4, + fo8y2 y aplicar (2), 

SWiota = Cr(8f, + 5f2)89, + co(Bf2 — 6,25 $ 11892 (5) 

Por tanto, Fo, = €, (3f, + 5f2) y la ecuación final del movimiento, correspondiente a g, es 
A + 091 + c:(9b, + 250), + C,C9(25by .. 18,75b,)99 = cr(3f, + 5f.) (6) 
con una relación similar para g2. Las fuerzas aplicadas, f = A, sen(a1t + 51), etc., (u otras cualesquiera 


que pueden tener formas arbitrarias) pueden introducirse ahora en las ecuaciones del movimiento. 


10.20 Experimentos sugeridos. 


El campo de las “oscilaciones pequeñas” está lleno de una gran variedad de experimen- 
tos interesantes e instructivos. En la mayor parte de los casos los aparatos requeridos se cons- 
truyen con facilidad. No hay nada crítico con respecto a los valores de las masas, de las 
constantes elásticas, etc., que deben ser usadas. Muchos de los sistemas aludidos en este ca- 
pítulo pueden armarse en corto tiempo utilizando materiales que se encuentran prácticamen- 
te en todo laboratorio. 


El trabajo experimental incluye la determinación de, (a) los períodos naturales del movi- 
miento, (b) las relaciones de fase entre las varias partes del sistema, cuando se excita un modo 
determinado, y (c) las amplitudes relativas del movimiento para un modo determinado. Na- 
turalmente, las constantes del sistema tales como las masas, las constantes elásticas, etc., de- 
ben determinarse en experimentos preliminares. Finalmente (y obviamente, este es el resul- 
tado final) los resultados anteriores han de ser comparados con los valores calculados. 


Los resultados experimentales no son difíciles de obtener. Una cualquiera de las frecuen- 
cias naturales (si está dentro de ciertos límites) puede excitarse manualmente con facilidad. 
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Considérese por ejemplo, el sistema que se muestra en la figura 10-1(a). En el caso de movi.- 
miento vertical únicamente, este sistema tiene dos frecuencias naturales fi = w1/2* y 
fa = w2/2%7. Aplíquese con la mano una fuerza oscilatoria, por ejemplo a la parte superior 
de m, tratando en lo posible de que esta fuerza sea armónica simple. Si la frecuencia aplica- 
da es igual o cercana a f¡ o a f2, la amplitud del modo particular crece rápidamente. Al 
retirar la mano, la oscilación continuará. Naturalmente, las dos masas oscilarán con esa 
frecuencia. Un valor numérico de bastante precisión para el período, puede hallarse toman- 
do el tiempo necesario para, por ejemplo, cien oscilaciones, con un cronómetro. 


Al excitar w¡ a w2, puede observarse directamente la relación de fases entre los movi- 
mientos de m1 y m2 (es decir, si en un instante determinado se mueven en la misma direc- 
ción, o en direcciones opuestas). Simultáneamente puede hacerse un estimativo aproxima- 
do de la amplitud de las oscilaciones de m, comparada con las de m2. 


La técnica anterior es aplicable a una gran variedad de sistemas que tienen dos, tres o 
aún cuatro períodos naturales de oscilación. ' Cuando la frecuencia de la fuerza aplicada está 
cerca de una de las frecuencias naturales, esta circunstancia se hace evidente ya que la fuerza 
requerida para causar incrementos en las oscilaciones, es notablemente pequeña. Después de 
cierta práctica, se puede excitar uno cualquiera de los modos, individualmente con muy poca 
dificultad. Si se tiene cierto cuidado en la determinación de las constantes del sistema y los 
valores experimentales de los períodos, puede encontrarse una coincidencia excelente entre los 
resultados experimentales y los calculados. 


A continuación se enumeran varios sistemas, todos ellos apropiados para realizar experi- 
mentos cuantitativos y para hacer demostraciones en clase. 
(a) Figura 10-1(a), (b) o (d). Se construyen fácilmente y conducen a resultados excelentes. 
(b) Figura 10-4. Puede construirse fácilmente tal como se indica. Así, pueden comprobarse 
los resultados dados en el ejemplo 10.6. 
(c) Figura 10-10. Se construye fácilmente y conduce a resultados excelentes. Constituye un 
experimento sorprendente. 
(d) Figura 10-7(c). Deben usarse balineras para reducir la fricción. 
(e) Los siguientes sistemas se recomiendan especialmente para demostraciones en clase: figu- 
ra 10-1(b) y (d); figura 10-10; figura 10-13; figura 10-16. 
Los experimentos de este tipo son muy efectivos como medios para despertar interés, dar- 


le significado físico a la teoría y ampliar extraordinariamente la comprensión de la materia 
por parte de los estudiantes. 


Problemas 


A. Sistemas con dos grados de libertad. 


10.1.. En la figura 10-1(a), se adhiere a la parte inferior de m2 y directamente al piso, un tercer resorte 
(de constante k y longitud normal !3). Este resorte está bajo tensión cuando las masas están en reposo. 
Hallar la expresión de w, y wz para el sistema. Comparar los resultados con los hallados en el ejem- 
plo 10.3. 


10.2. Demostrar que para el péndulo doble (Fig. 10-1(0)), w1 y wz están dados por 
003 = [(g(m,+mp(r +12) + g[(m, + maJma(r, + 79)? + m,(rz — 1,)2)]1/2)1/2(2m,1,r9)7 1/2 


Demostrar que para m; = m2 =M, ri = r2 =Tr;w1 = 1,85(8/r)12 y w2 = 0,77(8/r)/2 las coor- 
denadas normales son 


H[(4 — 2/2 )1/20 — (2— Y 2)/24](mr2)1/2 
—4[(4 + 2/2)1/20 + (2+ 12 )1/24](mr?2)1/2 


91 


92 
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10.3. Demostrar que para el péndulo de torsión doble, de la figura 10-1(d), w1 y w2 están dados por 
_ EAS + Iza + V(L¡b + 130)? — Ei 
Alo 21,13 
en donde a = k, E ka, b=k2+k3 y c= hik2+ Riká + koaka. 


Demostrar que para I; = lz = I y ki = kz = ka = R; vi = 3k/1 y 5 = k/I las coordenadas 
normales son : 





91 = (0,+09(1/2)2, g2 = (02 — 01M1/2)/2 


10.4. Hallar w1, wz, 81 y £2 para el sistema que ge mues- 
tra en la figura 10-1(f) para m, = 300 gramos, m3 = 
500 gramos, k, = 3 X 10* dinas/cm, k2 = 4X 10* 
dinas/cm, R = 5cm e [ = 2000 g-cm?. Tómense TIA 
x1 y x3 como los desplazamientos de m, y m2 res- | 
pectivamente con relación a las posiciones de reposo. 
w¡ = 17,60, 2 = 6,41; £1 = 12,15x1 — 18,3x2. 


10.5. Comprobar en detalle la aseveración hecha al final del 
ejemplo 10.9. 


10.6. Demostrar que las coordenadas normales para la “mc- 
lécula” del ejemplo 10.8 son 


m,N1/2 _ mi(q, + q3) + m2q2 
91 = (43 — 91) TZ) ? 2" (m+2mp ” 





Y3 = (m,¿+2m 1/2 2 


Comprobar en T y en V. | K1 


(41 — 292 + 43) E) 


10.7. El marco A de la figura 10-9, está sostenido por cuer- iS 
das de piano tensas como se indica. El disco D está AIILIAA, 
igualmente sostenido en este marco. Sea x 1 la cons- 
tante de torsión total de las cuerdas que sostienen a : 

A, y xz la constante correspondiente a las cuerdas Fig. 10-9 
que sostienen a D. Demostrar que 


T = (1, + Me? + I, conta + 1,sen2aJ0; + 1,07 + 21, sen a510)] 
V = Huj0 + 1902) 


Nótese que estas expresiones son válidas para cualquier valor de 0, y 62, siempre que no se exceda el 
límite elástico de las cuerdas. 


Demostrar que w, y wz están dadas por 


E se 411%2 + ¡m7 ty (A,1x3 + T yx 1)? .. ArxyrolÍ, + Mae? + Lz cos? al, 
2(1, + Ma? + 1, cos? aji, 
donde a11 = Í1 + Ms? + [, costa + Í, sen? a. 
Este sistema, que no es difícil de construir, funciona muy bien en un experimento cuantitativo, espe- 
cialmente por eliminarse los cojinetes y su inevitable fricción. 


10.8. Hágase I, = 4000g-cm?, fz = 3000g-cm?, k = 10% dinas-cm/radianes en la figura 10-7(c). De- 
mostrar que w, = 0 y wa = 7,65. ¿Cuál será el significado físico de la raíz nula? 


10.9. Demostrar que en el sistema de la figura 10-7(d), 
=0 7 k(m, + Mao + o 
E O | my (m;, +1/R?) 


Demostrar que y = Acos (wzt + $) + (g/2M) (mi; — m2)t? + Bt+ C donde A, B y C son arbitrarias Y 
M=mi+ m2 +I1/R?. 
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B. Sistemas con tres grados de libertad o más. 


10.10. Las masas y las constantes elásticas del sistema de la figura 10-10 (tomadas de un experimento real) 
tienen los valores indicados. Calcular los períodos y compararlos con los valores dados experimentalmente. 


Las flechas en el cuadro de la derecha indican las direccioHes del movimiento observadas experimen- 
talmente. para mi, ma y ma correspondientes a w¡, wz y wa. Verifíquese estas direcciones a 
partir de los cofactores del determinante fundamental. 








= k, = 11,58% 10* dinas/cm 


Direcciones del 
movimiento 
correspondiente a: 





| M1 = 11,765 gramos 
<=. kg = 11,91X 10% dinas/cm 
| Mag = 972 gramos 


> kg = 3,65% 10 dinas/cm 





Lille | Mg = 3289 gramos 
A | | 1 bol 
Períodos en segundos (experimentales): P, = 1,09, Pg = 0,54, Py = 0,36 SILTTL 7, TT 7 TT, 
Fig. 10-10 Fig. 10-11 


10.11. Demostrar que las coordenadas normales para el sistema anterior son 


g1 = 50,0x1 + 68,3x2 + 323x3, g2 = —57,0x1 — 30,0x2 + 45,733, 83 = 79,8x1 — 65,4x2 + 13,0x3 


donde x:, x2, x3 representan los desplazamientos verticales de mi, m2 y ma a partir de sus posi- 
ciones de reposo. 


Demostrar que cuando: se introducen las anteriores en las ecuaciones (10.22), se obtienen las formas 
originales de T y V. 


10.12. Los discos, D, y Dz, de la figura 10-11, se hallan acoplados a sus ejes respectivos por medio de resortes 
de torsión, según se indica. El eje vertical está ásí mismo conectado a la base B, por un resorte similar a 
lo3 anteriores. 


Las constantes de torsión son x1,x2 y x3. Los ángulos 6, y 62 se miden con relación a los 
ejes respectivos y 03 con relación a B. Escríbanse las expresiones de T y V. Nótese que las expresiones 
exactas son, sin aproximaciones, de la forma de (10.4) y'(10.6). 


10.13. Supóngase que aparte de los resortes que se muestran en la figura 8-26 del problema 8.7, la varilla bd se ha 
acoplado a D con un resorte (de constante de torsión cz) en la misma forma que D, y D2 se hallan aco- 
plados a sus varillas de soporte en la figura 10-11. (Desprecia? la masa de bd.) 


Demostrar que T y V están dados por 


FMI +1,) cos? 87 + 1, + 1, sento)ó] + (MP+1,63 + 1,83 + 21,6,09 sen 03) 


Texacta = 
Voxacta = $le10] + 02(8 — 09)? + 0303] + Mgl sen 07 


donde £ es el valor de 62 cuarido el resorte cz no se ha deformado. 


Suponiendo ahora que cuando el sistema está en reposo, 02 = 60 y escribiendo 92 = 00 + «, demos- 
trar que para movimientos pequeños, 


Teorox. = A¿LU(MB+1,) cos? 09 + 1, + l¿sen? 0p)ó1 + (MB+ 1,02 + 1,67 + 21,612 sen 00] 
= Ho,0] + ca? + cs63) 


Escribir el determinante fundamental y hallar sus raíces. 


V aprox. 
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10.14. 


10.15. 


10.16. 


10.17. 
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Cuatro masas iguales (Fig. 10-12) conectadas por resortes idénticos, reposan sobre una plataforma horizon- 
tal lisa. La longitud normal de cada uno de los resortes es lo y la longitud de equilibrio, l. Suponiendo 
el movimiento según la recta ab únicamente, demostrar que 


V 


2 2 2 
Eacta = k(oz + ez + %g + La — ¡La — Lalg — Lg 4) 
donde x1, x2, x3 y x4 son los desplazamientos de m;, etc., a partir de las posiciones de reposo. 


Haciendo m = 300 gramos y k = 2 X 10% dinas/cm, calcular «w;, w2, w3 y w4. Constrúyase 
un cuadro en el que se muestren las direcciones del movimiento de cada una de las masas correspondien- 
tes a cada una de las w (Fig. 10-10). 


Utilizando la expresión (10.25), hallar las coordenadas normales g1, g2, 83 y £4. Demostrar, por 
sustitución directa en las expresiones originales de T y V, que éstas toman la forma de (10.22). 


y) m m 


haced da 


Fig. 10-12 





(a) Escribir T y V para el péndulo triple de torsión 
que se muestra en la figura 10-13. En este ca- 
80, £1, «2, xa y x4 son las constantes de 
torsión para las diferentes secciones de la cuer- 
da de piano. Hallar g:, g2 y ga. 


Supóngase ahora que, debido a un fluido 
que rodea el péndulo, actúan los torques visco- 
sos —b,6,, —b3082 y —b30g sobre las diferen- 
tes palanquetas. Demostrar que 

= —J(b,6? + by62 + b36?). 
Exprésese esto en coordenadas normales según 
se hallaron antes. 








(b) Imagínese las tres palanquetas, remplazadas 
por n palanquetas iguales espaciadas unifor- 
memente a lo largo del alambre. Demostrar 





que 
V= x0+ +. +0? El | | 
— (0102 + 0903 + 979,4 =** + 9/10) 222 ZA, 
En el péndulo triple de la figura 10-2(c), r, y rz son Fig. 10-13. Péndulo triple de torsión. 


las cuerdas que sostienen a mi: y m2. La varilla 
rígida, la masa m3 y los brazos c y d tienen un 
momento total de inercia / con relación al eje ab. 
La distancia del c.m. del sistema total (sin incluir 
a mi y ma) a ab, se representa por r3. 


Demostrar que para el caso de movimientos pequeños, expresiones aproximadas de T' y V, son 
Taprox. = ¿[m,r?0; En mario? + (msi + mas? + Dei + 2m,817,6,03 + Masar20963] 
Vaprox. = F[m.,or,0Í + mograó + g(Mrg + m,s, + mos))03] 





donde 0:, 02 y 03 determinan los desplazamientos angulares de r,, ra y r3, respectivamente, mé- 
didos a partir de una recta vertical. M es la masa del sistema completo, sin incluir a m, y ma. Esc”: 
base D. | 


El péndulo anterior puede construirse fácilmente (úsense cojinetes de punto duro en a y b) y funcion2 
bien en demostraciones o en experimentos cuantitativos. 


Imagínese las fuerzas viscosas —b1v1, —b2v2 y —ba3va que actúan sobre las esferas m,, m2 y ma Y' 
la figura 10-2(c). Utilizando los resultados del problema anterior, demostrar que 


P = —4[byri6? + bn 5 + (bis + deso? + 2b,8,1,0103 + ba8z796703 + b¿R282] 
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donde R es la distancia del centro de m3 al eje ab. 
Determinar, por ejemplo, Fs , Splicando primero Po, = 9P/06, y luego, a partir de Wo, = Po, 89, - 
Compárense los resultados. 


10.18. Las masas m, y m2 se mueven a lo largo de carriles horizontales lisos en el sistema de la figura 10-14. Las 
dos grandes ruedas, ruedan sin deslizar en contacto con la superficie m1. Demostrar que 


T = ¿[(m, +mje? + (ma +21/12)q2 + mai? — 2m%,99) 
V <= Jh[x? + ñ + xs — 2%,%3 + 2%3G9 — 22,993] 


donde q2 = constante — x2, y m2 es la masa total de las dos ruedas más la armadura sobre la cual 
están montadas. J es el momento de inercia de cada una de las ruedas con respecto a su eje. 


Escribir D y demostrar que tiene dos raíces nulas. Demostrar que el período de oscilación del sistema 
podría obtenerse a partir de 


ma[m,mz + (m, + ma(21/12)]w0? =" k[mym, + mymz + (m, + mo + mg)(21/7?)] 





S 





Fig. 10-14 


10.19. Demostrar que una de las raíces del determinante del sistema que se muestra en la figura 10-7(e) es igual a 
cero. Hallar una expresión general para los dos períodos de oscilación. 


10.20. Los cinco discos de la figura 10-15, se hallan engranados como se indica. Los resortes representan ejes flexi- 
bles que tienen constantes de torsión, x1, «2 y «3. Demostrar que 


T = F[(1, + b2156? + 1,62 + (13 +03 1,J6?] 
V = Jí(u, + bixg)o? + (x1 + x9)02 + (53 + Dixgl0z — 2x10107 — 2x20203 — 2xgb,b90,09] 


donde 9. = b103 y 065 = b20,. 


Demostrar que si bi, = ba, una de las raíces del determinante es igual a cero. 


Ts | 
95 
bt 
Poleas engranadas en a y en 
b y acopladas por resortes de 1 
constantes de torsión, x1, x2 1 
y x3 (los resortes representan 
ejes elásticos). 
Ó; 





Fig. 10-15 


242 


10.21. 


10.22. 


10.23. 


10.24. 
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Suponiendo movimientos pequeños en el problema 5.14 (Fig. 5-20) hallar V aprox. para el sistema entero, in- 
cluyendo la gravedad. Nótese que la gravedad no se elimina de las ecuaciones finales del movimiento. De- 
terminar w: y w2 y comparar con las mismas magnitudes del problema 10.2. 


Este sistema puede armarse fácilmente y constituye un buen experimento. 


Supóngase que las “partículas” de la figura 10-12, pueden moverse de una manera cualquiera sobre un 
plano horizontal (véase el problema 10-14). Suponiendo movimientos pequeños, escribir las expresio- 
nes de T y V. Suponiendo una resistencia viscosa de — bu sobre cada una de las masas, escribir P. 


Los valores de la barra uniforme y de los resortes que se muestran en la figura 10-16 (tomados de un expe- 
rimento real) son los siguientes: k, = 2,01 X 10% dinas/cm; kz = 1,77 X 10% dinas/cm; con los resortes 
sin deformarse, las longitudes pd =.20,0cm y ab = 19,0 cm; con la barra en su posición de equilibrio, 
pd = 32,3cm y ab = 44,4cm; masa de la barra = 384,8 gramos; Í con relación a una recta normal a 
bp y que pasa por el c.m. = 1,2 X 10% g-cm?; longitud bp = 25,8cm. Con la barra en su posición de 
reposo, los ángulos medidos con la horizontal son fo = 16,4”, 01 == 60,5” y 62 = 52”. Los valores de- 
terminados experimentalmente para los tres períodos del sistema (movimiento en un plano) son P, = 
1,0, Pa = 0,81 y Pz = 0,33 seg. 


Utilizando los valores anteriores, calcular los períodos y comprobar los valores determinados experi- 
mentalmente. Utilicense las coordenadas x, y y 0, que se muestran en la figura 5-21 (véase el proble- 
ma 5.15). 


» 


k, = 201 x 10 dinas/cm == 


M = 384,8 gramos 





Fig. 10-16 


En el sistema que se muestra en la figura 10-8, A 
T= 0+0 +0 Y = Hojo; + ojos + 0303) s 
donde las g y las w pueden hallarse en la forma acostumbrada. Suponiendo que las fuerzas viscosas 


—b1v1 y —b2v2 actúan sobre m, y m2 respectivamente, escribir una expresión de P en coor- 
denadas normales. 


Luego, suponiendo una fuerza externa f = A sen (at + 5), aplicada verticalmente a m,, escri- 
bir las ecuaciones del movimiento en coordenadas normales. 





11.1 Consideraciones preliminares importantes. 


(a) Significado físico de los movimientos estacionarios. 
A continuación se consideran tres ejemplos sencillos. 


La masa pendular de la figura | 11-1, si se inicia en forma adecuada, girará en un círculo 
horizontal de tal modo que € y y permanecen constantes. El trompo de la figura 11-2, 
bajo ciertas condiciones, se moverá de tal modo que 6, y y $ permanecen constantes. 
El sistema que se muestra en la figura 11-3 puede ser iniciado de tal manera que r, 6 y y 
no varíen. 





e 





y 0, Y y $ son los ángulos de Euler (véase la 
E ñ figura 8-16). Se toma el origen de los ejes fijos 
Á al cuerpo en el centro de masa. 
X/ 
| Péndulo cónico 
Fig. 11-1 Fig. 11-2 


Cuando se mantienen las condiciones anteriores, se dice que el sistema está en un estado 
de “movimiento estacionario”. En todos estos casos, algunas coordenadas y algunas veloci- 
dades permanecen constantes. 


(b) Naturaleza de L para sistemas de este tipo. 

(Lo que sigue se refiere a los ejemplos 11.1, 11.2 y 11.3.) La función de Lagrange, L, para 
el péndulo contiene a 0,6 y y pero no se encuentra y. En el caso del trompo, L contiene 
a d, 0,4 y y, pero se excluyen $4 y y. En el sistema de la figura 11-3, L contiene r, F, 
0,0 y y excluyendo a y. 


Una característica común de los ejemplos anteriores, es que en L aparecen ciertas coor- 
denadas con sus velocidades y, además, se encuentran algunas velocidades correspondientes 
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Para movimiento estacionario, 0, r y m7 son 
constantes. Además, py es constante en cual. 
quier movimiento, en general. Se supone aquí 
que m se halla restringida al plano abc. 


| E dE Una coordenada ignorable, (4) y dos no ignorables (0 y r). 


Fig. 11-3 


a coordenadas que no figuran. Las coordenadas del primer tipo se denominan “no ignorables” 
y las del segundo tipo, “ignorables”. (Esta terminología se deriva del hecho de que, como se 
demuestra en el numeral siguiente, las coordenadas ignorables pueden ser eliminadas por 
completo de las ecuaciones del movimiento.) Por tanto, de' acuerdo con los ejemplos men- 
cionados, se define el estado de “movimiento estacionario” como aquel en el cual todas 
las coordenadas no ignorables permanecen constantes y las velocidades correspondientes 
a las coordenadas ignorables permanecen igualmente constantes. 


(c) El momento correspondiente a una coordenada ignorable es constante. 


Considérese nuevamente la figura 11-3, ejemplo 11.3. Resulta claro que y es una coor- 
denada ignorable. Aplicando la ecuación de Lagrange, 


e 3 (a) = 0 o sea, 5 == [m(?, + rsend)? + 1]y = P, = constante 
Es decir, que el momento correspondiente a y, p ¿» es constante. (Nótese que 0L/0q, = Pp, 
es'la. definición acostumbrada para el momento correspondiente a q,.) Independientemente 
le si el sistema posee movimiento estacionario o no, Pp, €s constante. Por otra parte, si se 
perturba un movimiento existente (se aplican momentáneamente ciertas fuerzas y luego 
desaparecen) p, cambia de su valor original constante a uno nuevo, igualmente constante. 


Es evidente que las observaciones anteriores se aplican a coordenadas ignorables, en 
general. Naturalmente, oL/0, = p, no es constante en el caso de coordenadas no igno- 
rables. 


(d) Origen de las oscilaciones alrededor de un movimiento estacionario. 


Imagínese la masa pendular de la figura 11-1, golpeada muy ligeramente con un mar- 
tillo durante su rotación bajo movimiento estacionario. Se ocasiona entonces un movimiento 
oscilatorio armónico alrededor de su trayectoria, o alrededor de una nueva trayectoria cer- 
cana a la primera. Naturalmente, y ya no es constante. Ahora variará con el tiempo de 
cierta manera que ha de determinarse. Después del golpe, p, será constante, pero general- 
mente tendrá un valor ligeramente diferente del original. 
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Como un segundo ejemplo considérese ligeramente perturbado el movimiento estacio- 
nario de la figura 11-3. En este caso, tanto $ como r oscilarán en magnitud alrededor de 
sus valores propios de movimiento estacionario, de una manera semejante a como oscila 
alrededor de la situación de equilibrio un sistema cualquiera con dos grados de libertad 
(véase el capítulo 10). 


11.2 Eliminación de las coordenadas ignorables de las ecuaciones generales del 
movimiento. Método A. (No se supone movimiento estacionario.) 


Considérese un sistema que posea n grados de libertad, cuyo movimiento puede deter- 
minarse por e coordenadas no ignorables q,q»,..., qx Y 5, coordenadas ignorables 
IerwIurg +» I, (n= k + s). Así, L contiene las q, las q y las ¿Í pero no las J. 


De gran ON en el estudio de esta materia es el hecho de que para cualquier 
sistema del tipo mencionado, las s coordenadas ignorables pueden ser eliminadas de las Rk 
ecuaciones del movimiento correspondientes a las. coordenadas no ignorables. 


Con el fin de aclarar las diferentes etapas indicadas, se toma el caso en el cual R = 3, 
s = 2 y p = 5. Suponiendo que no hay coordenadas móviles ni restricciones móviles, 
el lector puede demostrar que la expresión general de T toma la siguiente forma: (véase la 
ecuación (2.56). 
T = HA,,9,4, + A,21,d, + Aszdlo + 24 ,,9,0, A 24 2,0, + 2A,,1,45) 
+ 44,4, +4,4,+ 4,9) + Í,(4 4, + Agd, + Agiás) 41D 
+ HALÍ,Í, +24 9,9, + Aj; I5) 
donde las A son funciones de q:,q2 y q3, Únicamente. Igualmente, V = Víq1, q2, q3), 
no contienen Y, ni 4, 


Al aplicar las ecuaciones de Lagrange, se obtienen las siguientes ecuaciones, válidas para 
cualquier tipo general de movimiento. 








.. .. .. .. e. . ho e dA., o JA, 2 
(A,,0, +4, + Ala An d91 FAS I) HON 5, UA 3, ———= (, + qa) 
JA, JA, JA, (2 JA. GA, 
) , A (11.2) 
A ta q, + 39, e va +, “+ 24,) 
Ama o JA "rá I 54 JA. le) oL 
q z A 5 == — == () 
A q Ed) +3 ES d+ da + da) — 9, 


donde r = 1, 2,3. Nótese que la anterior contiene Ia I, 9, y S,. 


Ahora, como L no incluye coordenadas ignorables, di a (E)- = (Q. Es decir, oL/9S, = 


Ps = constante y 9L/, = constante. Si se siciboa estas ecuaciones en forma 
explícita y se reorganizan sus rs se obtiene 


ALÍ, + As de a Pa 0 A,0, an Al, > Ay 
A “nd, + AS: E A,50, — Ass, — Ass, 


Se observa que en (11.3) se pueden obtener Í, y I, en función de D,, Ps 4» da y dy: Por 
tanto, las Í y las $ pueden ser eliminadas de (11.2), quedando así.tres ecuaciones que con- 
tienen únicamente coordenadas no ignóorables. Resulta así como si el sistema se hubiera 
reducido a otro que tuviera k grados de libertad. (Se han “ignorado” Y, y Jj») 


(11.3) 


246 PEQUEÑAS OSCILACIONES ALREDEDOR DE MOVIMIENTOS ESTACIONARIOS [CAP. 11 


Si se desea conocer el movimiento general del sistema, las integrales de las relaciones 
anteriores expresan q, q2 y q3, en función del tiempo. Luego, volviendo a (11.3), 
pueden hallarse 9, y Y, en función de t. 


11.3 Eliminación de las coordenadas ignorables, empleando la función de Routh. 
Método B. 


Considerando a L como una función de Q,,%» +. -+ Uy Lo Ugo o Ue Tesi Tiros > + 29 Ino 
una pequeña variación de L se expresa, 


ÉL = 3 +22 oo + >. E) (11.4) 


r= =k+1 0d, 
Pero ¿L/0Í, =P, Y P, 53, = Pt = 3, pp Por tanto, q puede escribirse, 
3(L-— ),) = + y) S 4 j 
DA Pró, r=1 E 59, E God, e Í, 8p, (11.5) 
La función de “Routh” se define como 
R= L-)YipDÍ (11.6) 


i=k+1 
Se supone que las dj se han eliminado de R por relaciones de la forma de (11.3), 
R = R(q...,0...,p...). Así pues, 





IR E IR, A 09R 
¿R = —— $ 00. + —$ 11. 
Po 0q, les 2 q, 1, 2% OP, P; (11.7) 
Comparando (11.5) y (11.7), se observa, 
9R dL oR_óL 0ÓR . 
9q, 0, 9q,  0q, * ap, ó di 
Al remplazar las dos primeras relaciones en la ecuación de Lagrange, se obtiene, 
d /0R IR _ _ 
2 (a 3 9, ES 0 Y => ¡AA (11.9) 


lo cual representa kR ecuaciones del movimiento sin ninguna coordenada ignorable. Las 
ecuaciones (11.9) son las mismas (11.2), luego de haber eliminado las Í y las dd 


Aspectos importantes: (a) El análisis anterior se aplica a cualquier movimiento que 
pueda tener el sistema. No se ha restringido a movimientos estacionarios. (b) A fin de obtener 
las k ecuaciones del movimiento libres de coordenadas ignorables, el primer método requiere 
eliminar las 4 y las ,Y de cada una de las ecuaciones (11.2), en tanto que por medio de 
(11.3) se realiza la eliminación completa en una sola etapa, sencillamente eliminando las 
4 de (11.6). 

En problemas sencillos, el método A es tan conveniente como el método B. Pero para 
hacer consideraciones generales y para solucionar los problemas aplicados en donde k y s 
representan números grandes, el método de R es superior. 


11.4 Condiciones necesarias para el movimiento estacionario. 
En un estado de movimiento estacionario (se supone todavía k = 3, s = 2, n = 5) 
q = constante = b1,q2 = b2,q3 = b3; q, = d, = d, = 0; Í, = constante, I, = constante, 


Í,= Í, = 0. Así, como puede verse en (11.2) y en la segunda relación de (11.8), las condi- 
ciones necesarias para que exista movimiento estacionario son 


(2) = 0 osea (25) =0 (11.10) 
90,/0 09,/9 $ 
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donde el subíndice cero indica que los valores enumerados propios del movimiento estacio- 
nario deben ser incluidos. 


11.5 Ecuaciones del movimiento, suponiendo un movimiento estacionario 
ligeramente perturbado. 
Con este fin se hace q = bi + si, q2 = b2 + sz y q3 = b3 + s3, donde bi, ba 
y b3 son valores propios del movimiento estacionario (determinados por (11.10)) de las 
coordenadas no ignorables, y si, s2 y sS3 representan desplazamientos variables de estos 
valores. Así, q, =8,, etc. al sustituirlos en la función de Routh, se obtiene 


R = R(b+81, d2+ 82, Da + 8s, 81, 82, 83) 


Suponiendo ahora que las $ y las s tienen valores pequeños, se puede desarrollar R conser- 
vando los términos de orden cero, primero y segundo. Se obtiene entonces, 


A OIR 


l > (A) E SN . 
= 8,8, + —— ) 88, 
+32 (597 30,9% 22 (a 04,0” - 0q,09,/0 * 


donde los subíndices cero indican que se deben tomar los valores del movimiento estacio- 
nario. Nótese que los coeficientes de 8. 8, 8 s,, etc. son todos constantes. 


r 1? 
Así, se encuentran las ecuaciones del movimiento con respecto al movimiento estacio- 
nario, aplicando 





d (E -) y OR aorox. = 0 
di os, 08, 


que conduce a 


— = (11.11) 
2 a 37), dE »> Md o, )5 $, 2 (a, 03,),%s = 2 E y) 9, 











Pero por (11.10), (5) = 0. Por tanto, la forma general anterior de las ecuaciones del 
r20 
movimiento con respecto al movimiento estacionario, pa escribirse, 


S (a, +b5-0,8) = (11.12) 
i 


donde 4, = 4, Y C, =C, pero b,,=—b,, y b,, = 


En el caso en consideración, estas ecuaciones son 
(1191 — C1181 + (1282 + d1282 — Cro82 + 1383 + Dis8s — Cissz = O 


42181 + b2181 — C2181 + (2289 — CooS2 + (osS3, + bos8a — C2a383 = O (11.13) 


43181 + bs181 — C3181 + (3282 + Ds282 — Ca282 + U3383 — Cass = O 


Como se verá en los ejemplos siguientes, con frecuencia ocurre que las b son todas igua- 
les a cero. (Se denominan “términos giroscópicos” los de la forma b,,S, .) 


Nota. (a) Para determinar a as, Cri, etc., (véase la ecuación (11.11)) se halla la 
derivada de R oxacta. Por tanto en la solución de problemas por este método, es preciso escribir 
primero R anota - 


(b) Si se desea, pueden obtenerse las ecuaciones (11.13) escribiendo las ecuaciones del 
movimiento exactas (11,9), remplazando q: = bi + s,, etc., realizando el desarrollo y 
conservando únicamente los términos de primer orden (véanse los ejemplos). 
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11.6 Solución de las ecuaciones del movimiento. 


Se observa que las ecuaciones anteriores son muy semejantes a (10.7). Las soluciones 
pueden obtenerse siguiendo el mismo procedimiento descrito en el numeral 10.16. Por tanto, 
aquí solamente se incluyen algunos pocos detalles. 


Suponiendo como soluciones s; = 4Ae*!, ss = BeM y si = Ce**, sustituyendo en 
(11.13) y siguiendo las etapas mencionadas, se escribe 


ar? — Cr ar24? + big — Cia Q13A* + bi3A — Ci3 | 


D: = a21A? + bajA — Car 22? — Co A23A? + DozA — Cas = Y (11.14) 
asiA? + Dad — Cg1. 0324? + baok — Caa Ag3A? — Cgg 
Notas importantes: 
(a) Como a, = Ar, Ci = Cu y bi = —b,;, puede demostrarse que D contiene única- 


mente potencias pares de A. (Véase E. J. Routh, Advanced Rigid Dynamics, volumen 2, 
6* edición, Macmillan, 1930, página 78.) El lector debe realizar el desarrollo de D en 
(11.14) y demostrar que los términos que contienen A, A? y A, automáticamente se 
eliminan. 


(b) Si T y V son ambas definitivamente positivas, Aj = lw1, Az = —lw1, Az = luz, 
da = —lw2, donde las w son reales. Como se verá, esto quiere decir que el movimiento 


es estable. 


Suponiendo ahora que la condición (b) se satisface, una solución general para s; es, 


por ejemplo, | 
A elos md Al eciart a A, eiort + Ae tust 4 A, ett + A erios 


8, = 


con expresiones semejantes para s2 y s3. En el caso general, (b,, + 0), las soluciones 
pueden ponerse en la forma de la relación (10.35). 






























































Cuando los términos giroscópicos (b,,8) se hallan ausentes de las ecuaciones (11.13), 
las soluciones toman la forma de las relaciones (10.12) y pueden hallarse coordenadas: 
normales. En general, cuando se encuentran términos giroscópicos, no es posible hallar 
coordenadas normales. 


11.7 Coordenadas ignorables en función del tiempo, después de una perturbación. 


Por la última relación de (11.3), o resolviendo (11.3) para hallar Í, se tiene, Í, = —oR/0P, 
= é(q...,q...). Remplazando q, por bi + sr, 1 por $1, etc., y usando las soluciones 
de (11.13), puede escribirse Y, = ¿(t). Por tanto, 


S(t) = S 9.(t)dt + e, 


Para pequeños cambios en Y,, puede hallarse J(t) haciendo el desarrollo de g,(s, $), 
y conservando los términos de orden cero y primero. | 


(11.15) 


11.8 Ejemplos ilustrativos del procedimiento anterior. 
Ejemplo 11.1. 


Si se inicia el movimiento en forma adecuada, la masa pendular de la figura 11-1 girará en un círculo hori- 
zontal en el que 0 y y son constantes. Para el péndulo, 


L = ¿jm(r2? + r2sentg $?) + mgrcoss (1) 


Las cantidades 0, Ó y y aparecen en L, pero no, y. Por tanto, y es ignorable. 


2 = mr? sento y = py = constante (2) 


dy 
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Aplicando (11.6) y eliminando y por medio de (2), 
R 


= 1 my292 = 1 _ + mgr cos 0 (3) 
2 2 mr? sen? y 


Aplicando (11.9), la ecuación general (no restringida a movimiento estacionario) correspondiente a 0 es 


¿ ¿PS 4 2 = 0 (4) 
om ser 9 pa a 


(Se sugiere que el lector obtenga esta misma ecuación por el método A.) En el caso de movimiento estacionario 
g=$= 0, 0=00 Py= “0 y Y = vo = constante. Así, a partir de (4) o también aplicando (11.10), la con- 
dición para movimiento estacionario es A 
Cp COS Op _9 


—__—— = “sen6 
m2rt sen? 9 r ? 





que puede ponerse en la forma, C0869 = g (5) 
rá 
Por tanto, el movimiento estacionario puede existir con un ángulo cualquiera, para el cual ri > g. (Haciendo 
r = 100 cm y g = 980 cm/seg?, la condición (5) se satisface si vo = VI, rad/seg o mayor y, por ejemplo, 
haciendo ba = 4rad/seg y cos0 = 9,8/16.) % 
Supóngase ahora que la masa pendular (que se mueve con movimiento estacionario) se golpea ligeramente 


con un martillo. Supóngase, por el momento, que el impacto es de tal naturaleza que py permanece sin modifi- 
cación. Escribiendo 6 = 6 + a y remplazando en (4), se tiene 


e cos (94 + a) e; 


O cd o de EA g = 6 
a mir soni (80 + a) +  sen(09 + a) 0 (6) 


Suponiendo que el ángulo a permanece muy pequeño, al realizar el desarrollo y conservar únicamente 
los términos de orden cero y primero, (6) se convierte en 


2 2 
Co 1 + 2 cos? q Y C( COS 9p 9 
.. e A pal o SA a a == 7 
E E ( sent 9, E ds cos 07 | (ras, y endo ñ sl 


(Esta relación puede obtenerse haciendo el desarrollo de R y conservando los términos de segundo orden. Véase 


el problema 11.1.) Por (5), el último término es igual a cero. Por tanto, 4 + w2a = 0 osea, a = Asen(ut + 4), 
donde A y € son constantes arbitrarias. Así, la masa oscilará con respecto a la trayectoria de movimiento esta- 


cionario con un periodo 
2 
Co 1 + 2 cos! 0 Y -1/2 
P = 2 E (E + ps 008 0 | 
Haciendo uso de (2) y (5), el periodo puede escribirse, 


> aa c03 6p o 
A ESTI 


La forma como y cambia con el tiempo después del golpe, se determina como sigue (véase el numeral 11.7): 





E $ e (8 
YO mi) sen (07 + a) ad 
Haciendo el desarroll pa dj, yd ltd 
aciendo e sarrollo, and (0 + a) — sen? 9 _ sento ” 
: 2cy c08 0 
Por tanto, y = pt - an S adt + 0 (9) 


Como a = Asen(wt + 4), la integral puede evaluarse de inmediato y obtenerse así una expresión aproximada 
de y, en función del tiempo. 

Se ha supuesto que la perturbación no ha producido variación alguna en el valor del movimiento estacionario 
de py. Supóngase ahora que cambia de un valor constante co a otro (también constante) ligeramente diferente, 











250 PEQUEÑAS OSCILACIONES ALREDEDOR DE MOVIMIENTOS ESTACIONARIOS  [CAP. 11 | 


cu. En la ecuación (5) puede determinarse un nuevo valor de movimiento estacionario 6 = fp). Si se escribe 
0=06%++a y se continúa como antes, resulta claro que la masa oscilará con un período 


, 
P = 2 E Ger mat | 
g N1+83 cos? 8y 


con respecto a la nueva trayectoria del movimiento estacionario. Por tanto, usualmente se supone que la pertur- 
bación no hace variar los valores constantes de los momenta. 


Ejemplo 11.2. 


Oscilaciones del trompo (no vertical) con respecto a su movimiento estacionario. (Una coordenada no ignorable y 
dos ignorables.) . 


Si el trompo de la figura 11-2 se hace girar por encima de cierta velocidad y se suelta en forma adecuada, se 
moverá con un movimiento estacionario tal que 0, ¿ y y permanecen constantes. (El trompo precesa con 
velocidad angular constante y, sin nutación). 


(a) Ecuaciones generales del movimiento y condiciones para movimiento estacionario. Como se demostró ante- 
riormente (véase el ejemplo 8.14), 

hb <= 3[1,(0 + y? sen? 6) + LLó + y cos 6)?] — Mygr cos4 (0) 

Se observa que Ó6 es no ignorable, en tanto que y y ¿ son ignorables, Por tanto, 

Pp = 1($+y$cos0) = C,, y Py = Li sento + 0, coso = cz (2) 


En este caso, R = L — Py? — Pob, y al eliminar y y $ por medio de (2) se obtiene (sin hacer aproxima- 


ciones) 
2 
l1,. 1 (c2 — c, cvs 9)? 1 C1 
= A A o es 
R Z 1,0 2 IT, sen? g Mor cos 6 2 £; (3) 
Aplicando (11.9) se obtiene la siguiente ecuación del movimiento 
17 Co — Cy COS O E tas) di En 
x0 EAT y Seng9 coso + ( T, sen? 9 Cc, sen 0 gr seno = (4) 


Nótese que (4) es válido para cualquier tipo general de movimiento que pueda tener el trompo. Hasta aquí 
no se ha hecho ninguna aproximación. 

En el caso de movimiento estacionario, (11.10) toma la forma La COS 6 — civo + Mer = 0, donde 
los subindices cero indican los valores de movimiento estacionario. Al hallar do, 


Mo 


.. € =vye¡— 41,Mgr cos0y 6 

vo = 21, COS 6p | 
Si c, cumple la condición e; > 4I,Mgrcos0o, existirán dos valores distintos de do para los cuales 
Ó permanece constante. | E 


(b) Oscilaciones con respecto a un movimiento estacionario, suponiendo una ligera perturbación tal que ci y Cz2 
permanecen sin modificación. Escribiendo 0 = 0%. + «a, remplazando en (4), realizando el desarrollo y con- 
servando los términos de primer orden, se obtiene finalmente, luego de algunas operaciones algebraicas, 


ó . Myr y 2Mgr cos .] 
2 cu, * ali cia 





(6) 


Il 
o 


Por tanto, mientras el trompo precesa, el punto d, por ejemplo, oscilará con movimiento armónico simple 
con respecto a la trayectoria del movimiento estacionario, abc, con un período dado por 


E M 2  Q2Mgrc<osó. 1] 1/2 | 
PO= 2m|9+ ”) - AA (7) 
E La vo ¡A y 








La forma como é y y varían con el tiempo puede determinarsé como sigue: Aplicando la tercer 
relación de (11.8), o sencillamente hallando la solución de las ecuaciones (2), se obtiene 
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. €,  (ce¿—c,cos09) coso . . Cy — Cy 0080 
cs. — >“. 6) 
Le 1, sen? 9 TI, sen? 9 
Remplazando 0 = 0, + a, haciendo el desarrollo y conservando los dos primeros términos, 
. ol Ca + Cg cos? 67 — 2c, C08 By 
E o d ds 


y COMO « es una función del tiempo determinada por (6), se puede integrar la expresión (9) para obtener $ 
en función de t. De igual manera puede hallarse y(t). 


Otros aspectos relacionados con este ejemplo: (a) Las relaciones (2) corresponden a (11.3) (b) La ecuación 
(4) puede obtenerse por el método A. (c) La ecuación (6) puede obtenerse haciendo primero el desarrollo de R 
y luego aplicando (11.11); véase el problema 11.2. (d) En (6) no aparecen términos giroscópicos. 


Ejemplo 11.3. Una coordenada ignorable y dos coordenadas no ignorables. 
En la figura 11-3, 


L = Jm(r2 + r208) + $[m(!, + 7 sen 0)? + IN? + mgr coso — 4k(r — r,)? (1) 


donde r, es el valor de r cuando el resorte se encuentra sin ninguna deformación. Se observa que y es ignorable 
en tanto que 6 y r son no ignorables. Ñ 


Aplicando (11.10), las condiciones para que exista movimiento estacionario son 


Y? (1, + rpg sen0p) cosóy = Y senóy 
y k (2) 
yill + Yy sen 6p) sen'09. = mm Po— r,) — Y C08 0p 
. S o a g tan 90 
de aquí puede concluirse que YN = NRO A (3) 


l, + r, senóp + k tan So 


Para un valor supuesto de 00, la expresión (3) puede utilizarse para hallar do, o para cierto valor de do puede 
obtenerse, por métodos gráficos, el valor' de 0. Así, ro puede hallarse a partir de (2). 


Siguiendo las etapas acostumbradas, R resulta 


R = jm(r? + 126%) — 4c?[m(l, + r seno) + 1]-1 + mgrcosóo — jk(r— r,)2 (4) 

donde py = C. Sin hacer aproximaciones, las ecuaciones del movimiento correspondientes a r y 6, son 
mr — mr6? — me?[m(!, + r seno)? + 1])72 (l, + r seno) seno — mg cosó + k(r—7Yj) = 0 (5) 
mr2g + 2mrF9 — me?[mil, + r seno)? + 1]72 (Ll, + r sen 6)r coso + mgrseno = 0 (6) 


Nótese que se pueden obtener (5) y (6) por el método A. 
Escribiendo r = ro + s y 0 = 0. + q«, haciendo el desarrollo y conservando los términos de primer orden, 
se obtiene finalmente, 
411 8 + C118 + Cia = 0 


(7) 


Co18 + Ugg A + Coga = 0 


3m(l, + rg sen 0p)? — 1 


Fr) + Kk, (véanse las ecuaciones (11.11)) 


donde 41 = Mm y Cu = mig sent 0, (| 
ó ámi!, + ry sen 97)? Yy sen 0, 203 %7 
= A A 

C12 me | mil + To sen 00)? a (ls + 270 sen 9p) cos | + MY sen 67 
Las relaciones correspondientes para c21, a22 y cz22 se obtienen en forma directa. (Véase el problema 11.3.) 
Como no aparecen términos giroscópicos en (7), pueden obtenerse las soluciones suponiendo s = Á sen(wt + 4) y 
a = Bsení(wi + 9). 

Para valores específicos (tales como m, = 400 gramos, g = 980 cm/seg?, k = 2 Xx 10% dinas/cm, 
l, = 20cm, ri = 40 — 20+ 10 = 30 cm y 60 = 30” (por tanto ro = 32,26cm) e I[ = 2 X 10% gramos X cm?2), 
a partir de (3) puede hallarse yo, pueden evaluarse las constantes aj, c11, Cr2, etc., y pueden determinarse 
los períodos de oscilación. 
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Ejemplo 11.4. Selección de las coordenadas adecuadas. 


En ocasiones ocurre que entre las coordenadas seleccionadas no hay ninguna ignorable, pero, a pesar de esto, 
por las propiedades físicas del sistema puede ser evidente que exista movimiento estacionario. En tal caso, por 
simple inspección puede determinarse un conjunto de coordenadas que sí contengan algunas ignorables. 


Considérese el sistema que se muestra en la figura 11-4. La barra, el resorte y la masa se encuentran sobre 
un plano horizontal liso, XY. La barra puede girar libremente alrededor de un eje vertical liso, fijo en O. 


Tomando como coordenadas a 0, Y y Tr, 


L = FH0 + jm[sl6? + 12 + 1262 + 2r806 cos (p— 0) + 2876 sen(p— 0)] — Fh(r — r,)2 


Como 09,6,r, Y, y % aparecen todas en L, ninguna de las coordenadas es ignorable. 


Pero, introduciendo B = 4% -— 0, y $ = B+0, puede escribirse L como sigue, 


L = ¿jm + KI + ms? + mr? + 2mrs cos B)ó? + jmr?p? 
ES A (2) 
+ msré sen fB + mír? + rs cos B)98 — Fk(r — 1,)? 

Por tanto se observa que $ es no ignorable, 
aL 
d6 
Así, puede eliminarse 6 de las ecuaciones del movimiento correspondientes a r y f, o sea que puede hallarse 


una función R. Por consiguiente, es posible determinar las pequeñas oscilaciones con respecto al movimiento esta- 
cionario, de la manera acostumbrada. 


= Pp = (L+ ms + mr? + 2mr8 cos Bló + m(r28 + ref cos f + shsenf) = ce (3) 







Y 


Tres grados de libertad 


Fig. 11.4 
Ejemplo 11.5. Pequeñas oscilaciones de un trompo. alrededor de su posición vertical. 


21 Los puntos, a, b,c y d están en un 
: se plano paralelo al plano X1Z;. 


Z, 





























0,4, 4 = Angulos de Euler 


Fig. 11-5 
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Supóngase que el trompo (disco) de la figura 11-5 “dormido” en posición vertical con el eje Op, en la di- 
rección de Y,, 0 = 90” y B = 0. (La vertical se toma en la forma indicada porque, si se trata como en la 
figura 11-2 con Z, vertical, el ángulo y queda indeterminado para 06 = 0.) Suponiendo que este estado de 
movimiento estacionario se perturba ligeramente, se trata de hallar el movimiento subsiguiente para el punto p,. 
Aparte de la gravedad g que actúa en la dirección negativa de Y,, supóngase que existen cuatro resortes iguales 
adheridos a un pequeño anillo liso en p,. Cuando p. se encuentra en paz, los resortes no están deformados y 
quedan contenidos en el plano horizontal abcd con ángulos iguales entre ellos de 90”. Como puede demostrarse por 


a 


la ecuación (5.11) V = = (12 22) para el caso de pequeños desplazamientos de p, con relación a pz. 


resortos 
Las coordenadas del extremo A eje Op, son x, y y Z. 
Por tanto, en el ejemplo 8.14, se escribe 


L = (62 + y? sen? 9) + ULó + y cos0? — Mgrcoss — k(=? + 22) (1) 


donde r es la distancia medida sobre la recta Op, desde O hasta el c.m. del disco, ¿ es el ángulo pOp2 y 
los demás símbolos tienen los significados usuales. 


En el diagrama se observa que 0+ a = 90%, y +8 = 180", cosó= cosa cosfá, x =/cosa sen 6, 2 = (sena y 
y = lcosacosf. Por tanto, en la forma usual se encuentra 


R = H.(a? + p2 cos? a) — CB sena — Mygrcosacos 8 + kl cos? a cos? f (2) 


donde ec, = ¿L/0$ = P¿ = constante, y l es la longitud del eje Op.. La expresión anterior es exacta, excepto 
por la aproximación en V_...0e- Algunos términos constantes se han despreciado. Nótese que solamente una 
coordenada, «¿, es ignorable. 


Suponiendo ahora muy pequeños desplazamientos de p, con respecto a la posición pz (a y f siempre 
pequeños) el lector puede demostrar (véase el problema 11.4) que las ecuaciones del movimiento son (véanse las 
ecuaciones (11. 12)) 


1,a + c,B — (Mgr — 2kB)a = 0 " 
3 
LB — ec, — (Mgr — 2ki2)g = 0 


Obsérvese que en este caso se encuentran presentes términos giroscópicos. 
Pueden obtenerse las soluciones suponiendo, «a == Ae'"* y f = Be'”. Como siempre, se concluye que 
—(1 zw? + E) —C, lo 


D = = 0 (4) 
cylw —(L 0? + E) 


donde E = Mgr — 2k1?; y según (4), 
u2 = lo — 21,E = 0, Ve?— 4I,E ) 
A 
O sea, to = ¿a + VEALE) 


Se ve que si se cumple la condición % + 8L, 12 > 41 sá w es real. Además, si y cos O es pequeño com- 
parado con $, a = l, $ y, por consiguiente, 


to = 1 (14 = = JG2 + 81,412 — 21.Mor) (6) 
A partir de (5) se escribe 


1 1 
a = 2 | 7.00 + VI 15) | y v = = (30 - VE) | 
Por tanto, las soluciones pueden ponerse en la' forma 


a = hd, etort + had ¡ge tort + had ¡gelost + had ¡4807 tuat 


(5) 


(7) 
pp = h ¡dy etost + hadope tort + Radogetost + hadoye7 tot 


que empleando las igualdades 


di =d19 Us = da day = —do y das = —doa 


(7) finalmente puede escribirse como 
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a = RL? + E) co3 (w,t + e) + Rol zw + E) co08 (wat + e9) 
: (8) 
B = R,cy01 sen (18 + er) + R30,w9 sen (wat + eo) 


donde Ri, Rz, €1 y e€2 son constantes arbitrarias. Suponiendo a = Acos(wt + e) y B = Bsenlut + e), 
el lector puede demostrar que las soluciones (8) pueden obtenerse de inmediato. 

Obsérvese que si el disco estuviera colgado (supóngase una unión esférica en O) y se invirtiera la dirección 
de g (Fig. 11-5) los valores de w serían siempre reales. Mayores detalles con respecto a este tipo de movimiento 
pueden encontrarse en A. G. Webster, Dynamics, 2*, edición, Dover, 1959, páginas 288-296. 


Ejemplo 11.6. Dos coordenadas ignorables y dos no ignorables. 

En la figura 11-6, el marco AC puede girar libremente alrededor del eje vertical, según se indica. La varilla 
liviana ab, se encuentra articulada.en a y por tanto puede girar hasta un ángulo 0, alrededor de un eje horizontal. 
El disco D gira alrededor de un cuello liso, s, el cual puede deslizarse a lo largo de ab. La velocidad angular, é, del 
disco, se mide con relación a ab. 

Despreciando la fricción y suponiendo que el torque sobre ab debido a los resortes verticales es k2120, (1 = ab), 
la función de Lagrange será 


L = ¿M(r? + 1262 + r2j2 coso) + $192 + PLo(y? coso + 62) 
(1) 
+ MAó + Y seno)? — Jlej(r —lp)2 — follo? — Mgr seno 


donde J, es el momento de inercia del marco, con relación al eje vertical, [, es el momento de inercia de D con 
relación a un eje que pasa por el c.m., paralelo a la cara del disco, [, es el momento de inercia de D con relación 
a ab y lo es la longitud normal del resorte k;. 





Articulación — |.' | 


Í, 


Fig. 11-6 


En (1) se observa que 4 y y son ignorables, en tanto que 9 y r son no ignorables. 








ze = p = me + y sen9) = €, (2) 
de 
mi = py = (Mr cos? e + 1, + I, cos? 0) + €¡senó6 = Cx (3) 


Eliminando a ¿ y y de L—c;¡$— Cop, se obtiene Reza, Entonces, si se desea, las ecuaciones del movi- 
miento exactas, correspondientes a r y 6, se obtienen de inmediato por aplicación de (11.9). 
Las ecuaciones del movimiento para oscilaciones con relación al movimiento estacionario se siguen de 


(11.11). Como de costumbre, debe tenerse cuidado al tomar la derivada de R ,z,c;, para la determinación de 
411, C11, etc. 
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. . . . . . e o 
Las condiciones de movimiento estacionario para el que 1,0,4 y y permanecen constantes, son 


(2) = (Mr—I,+ IMP? sen 9p cog69 — Iabopo cos 09 + kale) + Mgrpcosóy = 0 (4) 
9L Ae M .92 2 = k ( e — M E (5 
ar). — *"*ov0 costeo 1(7o — lo) gsenóoy = 0 ) 


En un problema real, por ejemplo, pueden tomarse los valores numéricos de r y 0 correspondientes al movi- 
miento estacionario. Entonces, suponiendo conocidas todas las constantes, se puede hallar la solución de (4) y (5) 
y encontrar así las magnitudes de $e y Yo En esta forma se determinan los valores numéricos de a11,c11, etc., 
y se encuentran las raíces de D. (Con relación a la estabilidad, véase el numeral 11.11.) 


Ejemplo 11.7. Tres coordenadas ignorables y una no ignorable. | 
En la figura 11-7, un trompo articulado en su c.m., está montado sobre una mesa giratoria. Puede demos- 
trarse que ; 


L = F1+MR32 + $[1.(62 + (6, +9) sen? 6) + 1(8 + (4, + /) cos 0)2] 


Como bu é y Y aparecen y Y1,9 y y se encuentran ausentes, estas tres coordenadas son igncrables. Pero como 
tanto 6 como 6 se encuentran presentes, 6 es no ignorable. (La notación es la misma de la figura 8-33.) 


Para mayores detalles, véanse los problemas 11.13 y 11.5. 






Tres coordenadas 
ignorables y una 
no ignorable 


0,1, = Angulos de Euler 


Fig. 11-7 


11.9 Oscilación alrededor del movimiento estacionario cuando el sistema contiene 
restricciones móviles. 


Las pequeñas oscilaciones de un sistema que incluye un marco de referencia móvil, o 
restricciones móviles, pueden resultar importantes en ciertas aplicaciones. Unos pocos ejemplos 
sirven para aclarar la naturaleza de este tipo de problemas y su método de solución. 


Ejemplo 11.8. 
En la figura 11-8, la cuenta de masa m puede deslizarse libremente a lo argo de un alambre circular rígido 
que se hace girar con velocidad angular constante w alrededor de Z. En este c. so, 


L = jm(r26? + 1? cos? 9w?) — mgr seno 
de donde, 0 + uv? senó coso + 2 cos = 0 


Así, para movimiento estacionario, seno = —g/rw?. Suponiendo perturbado el movimiento estacionario, 
escribiendo 6 = % + «a, y conservando únicamente los términos de orden cero y primero, fácilmente se concluye 
(haciendo uso de la condición de movimiento estacionario) que 2 + a(w? — g2/r2) = 0. Por tanto, para el 
caso en que w? > g/r esto representa un movimiento armónico simple. : 
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Ejemplo 11.9. 
Considérese nuevamente el sistema que se muestra en la figura 11-3. Supóngase que el eje vertical se impulsa 
con velocidad constante y = w. El sistema tiene ahora dos grados de libertad y se escribe, 


L = ¿m(72+r262) + jm(l, + r senoYla? + mgr coso — jk(r — 71)? (2) 


de donde se pueden obtener las siguientes dos ecuaciones «cel movimiento: 





dl 





o 
Fig. 11-8 
Y — 16? — UL, + rseng) senó — y cosó + £(r—r) = 0 (2) 
r29 + 2rr9 — w2(l, + rsen 6)r cos9 + rgsenoó = 0 (3) 
Las condiciones para movimiento estacionario (0 = 9 = 0) == 0, 0O=0. y r="o ) son 
w*(1, + rysen 9p) sendy + Y c08 09 — E tro 71) = 0 (4) 
we(l, + ro sen 6p)Yp COS 69 — Yrpsenóy = 0 (5) 


Suponiendo perturbado el movimiento estacionario, remplazando 0=b0+a y r=ro+s en (2) y (3) y 
al realizar el desarrollo (conservando los términos de potencia cero y primera y haciendo uso de (4) y (5)) se 
obtienen las siguientes ecuaciones del movimiento aproximadas 


s+8 E — wm? sen? %0) + [9 sen 64 — w*(l, cos 69 + 2rg sen 6, cos 6p)]a = 0 (6) 


gr 
r3i + aut [ (+ ro senoghra sen do — 73 cost en +2 cos 0 | dd 
7 


+ 80? E sen 99 — |, c05 64 — 2r, sen 6, cos 00 | = 0 
(A) 


las cuales pueden integrarse sin dificultad. Nótese que (6) y (7) no contienen términos giroscópicos. 


$ = constante 


ml 
i Plataforma : 
rotatoria 


Ejemplo 11.10. 


En la figura 11-9, AB re- 
presenta una parte de una pla- 
taforma horizontal lisa rotato- 
ria. Los ejes X. y Y, están 
fijos en el espacio. Los ejes X y 
Y se han trazado sobre la pla- 
taforma. La masa m puede 
moverse libremente sobre la 
plataforma, bajo la acción del 
resorte, uno de cuyos extremos 
se halla adherido a p. Hállense 
las ecuaciones del movimiento 
alrededor de la posición de mo- 
vimiento estacionario. 







7 
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Fácilmente se demuestra que 
To = Im(22+ y + [(a + 1)2 + y2]0? + 26[(% + 7)y — y2)) (1) 


V = ¿eya +y2 — 1)? (2) 


en donde lo es la longitud pm, cuando el resorte no se ha deformado. Suponiendo ó constante, se obtienen las 


ecuaciones del movimiento a partir de (1) y (2): 
.. .. o 1 oV .. .. e 1 oVv 
x — 20y — (2+ r)o mo Y Y + 20x< — y0 m dy (3) 
Escribiendo x = xo y y= 0 como valores del movimiento estacionario para x y y, se hace x= xX0+ Ss 
y y =y. Remplazando en V, y considerando a s y y como cantidades pequeñas, haciendo el desarrollo y con- 


servando los términos de primero y segundo orden, se obtiene 


1 o — lo 
V aprox. = 3% [e + 28(2%p — lo) + y? 1] (4) 
Por tanto, las ecuaciones (3) pueden escribirse, 
E— 2% — (otra + i+o—1) = 0 y+ 25 yr + Ey (MAN = 0 65) 
0 pon o— 40 ps Zo 
Pero en el caso de movimiento estacionario $=8=8=%Y=Y=0. Así, mxo +r)02 = k(xo— lo) y 


y = 0, lo cual es obvio por consideraciones elementales. 
Por consiguiente, las ecuaciones finales deseadas son 


.. . .. e. k o — lo o o 
3 — 29y +(£-i) = 0 y y+ a+ (5 (22) 2)y = 0 (6) 


Estas ecuaciones tienen la misma forma de (3) del ejemplo 11.5 y pueden resolverse de la misma manera, o sen- 
cillamente suponiendo como soluciones, s = Acos (ut +4) y y = Bsen (vt + 4). (Véase el problema 11.16.) 


Es interesante observar que los lados izquierdos de las ecuaciones (3) pueden obtenerse de inmediato a partir 
de las ecuaciones (9.6). 


11.10 Sistema bajo la acción de fuerzas disipativas. 


Considérese nuevamente el sistema que se muestra en la figura 11-6. Suponiendo única- 
mente las fuerzas debidas a los resortes, existen dos coordenadas no ignorables, (9 y r) y 
dos ignorables (y, $). Si existen fricciones o resistencias viscosas en todos los cuatro cojinetes, 
es obvio que, independientemente del tipo de movimiento inicial que pueda tener el sistema, 
eventualmente éste se detendrá. Se observa que DP, y P ¿ Ya no son constantes, y por tanto, que 
el movimiento estacionario definido y estudiado anteriormente no existe. (Naturalmente, 
las ecuaciones del movimiento correspondientes a las cuatro coordenadas, pueden encontrarse 
con facilidad, pero no serán ya del tipo considerado anteriormente.) 


Sin embargo, supóngase que no hay amortiguamiento en el cojinete B o entre el disco D 
y el mango s, pero que sí existe resistencia viscosa en la articulación a y además hay “una 
fuerza viscosa entre el mango s y la varilla ab. Esto quiere decir que existen ahora fuerzas 
viscosas generalizadas correspondientes a 6 y a r, F, = —b,4 y F,=-—bo2Y, respectiva- 
mente, pero no existen las correspondientes a y y a gq. 

Por consiguiente, L, para el sistema, sigue siendo (1) del ejemplo 11.6. Como antes, 
P¿=C, y D,=C,. Entonces R puede escribirse como en (4) y las ecuaciones del movimiento 


estarán dadas por 


d ¡Ey _0R _ _o3 fa _ 0 _ os 
qe (55) do db dr 2 


Las condiciones para movimiento estacionario son las mismas dadas por (4) y (5). Así, el 
procedimiento, de este punto en adelante es el mismo sugerido en el ejemplo anterior. Las 
ecuaciones finales del movimiento pueden ser integradas en la forma usual y si b, y ba no 
son muy grandes, conducen a oscilaciones amortiguadas con relación al movimiento esta- 
cionario. 
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Del ejemplo anterior pueden derivarse algunas consideraciones generales. Si las fuerzas 
generalizadas correspondientes alas J,, 1 Tu+o - - -» Í, coordenadas ignorables son todas cero, 


en este caso, 0/99, = p, = C, y R puede escribirse en la forma acostumbrada (véase el nu- 
meral 11.5). 

Suponiendo fuerzas viscosas correspondientes a las coordenadas no ignorables, se escribe 
la función de potencia, P = P(8,,8,,...,8,). Así, las ecuaciones finales del movimiento, 


con respecto al movimiento estacionario, pueden obtenerse tal como se describió en el numeral 
11.5, en donde el lado derecho se hace igual a 0P/08,. La solución puede hallarse por los mé.- 
todos convencionales. 


11.11 Estabilidad del movimiento estacionario. 


Si al perturbar ligeramente el movimiento estacionario, las partículas o partes del sistema 
no se apartan mucho de sus trayectorias estacionarias, sino que oscilan con respecto a ellas, o 
teniendo en cuenta el amortiguamiento, lentamente regresan a tales trayectorias, se dice que 
el movimiento es estable. Por otra parte, si una pequeña perturbación causa que el sistema 
se aparte en forma notable del movimiento estacionario, se dice que éste es inestable. 


Una solución general para (11.13) puede escribirse como s, = A,eMt4+4Ajemt+-.. + 
A,ex, y similarmente para s2 y s3. Como se demuestra más adelante, la estabilidad 
depende de la naturaleza de las A (las raíces de D, ecuación (11.14)). Las raíces tienen, en 
general, la forma A; = 11 + lw1, A2 = 11 — lw1, etc., con las diferentes y y w reales. Sin 
embargo, las y pueden ser positivas, negativas o cero. Además, si w= 0 las raíces son 
reales. Por tanto se observa lo siguiente: 


(a) Si las y son todas negativas y las w diferentes de cero, el movimiento es armónico 
simple amortiguado. Si las A son reales y negativas, el movimiento perturbado retorna 
gradualmente al estado de movimiento estacionario. En ambos casos es estable. 


(b) Si las 4 son positivas y las w diferentes de cero, o si las A son reales y positivas, los 
desplazamientos aumentan exponencialmente con el tiempo, por lo menos en cuanto las 
ecuaciones aproximadas del movimiento sean válidas. En este sentido, el movimiento es 
inestable. 


Así, habiendo determinado las raíces de D (por el método de Graeffe, o por cualquier otro 
método), la condición de estabilidad se puede determinar en forma inmediata. 


Se encuentran mayores detalles sobre este tópico, con relación al cual mucho se ha escrito, 
en las siguientes referencias: 


E. J. Routh, Advanced Rigid Dynamics, vol. 2, 6a. edición, Macmillan, 1930, páginas 78, 80. 
Horace Lamb, Higher Mechanics, 2a. edición, Cambridge University Press, 1943, página 250. 
E. H. Smart, Advanced Dynamics, vol. 2, Macmillan, 1951, páginas 403, 404. 
L. A. Pars, Analytical Dynamics, John Wiley and Sons, 1965, páginas 143-145. 


C. E. Easthope, Three Dimensional Dynamics, 2a. edición, Butterworth and Co., 1964, 
página 377. 


Problemas 
11.1. Demostrar que al escribir 6 = 6 + a, haciendo el desarroHo en (3) y conservando los términos de segundo 
orden, se obtiene 
ld... 1Tc05/1+2c0820, 
Raprox.  = gara 23 e a + mgr cos 6y | a? 
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de donde se llega a (7), en forma inmediata. ¿Por qué no se conservan los términos de primer orden en el 
desarrollo? 


11.2. Demostrar que al escribir 6 =00 + «a, en el ejemplo 11.2, al hacer el desarrollo en (3) y al conservar 
los términos de segundo orden, se obtiene 


2 
: 1 . o _ Mygr 
K aprox. = yla” == y 120% [v sen? 60 + (o C08 00 e ] 


de donde (6) se sigue de inmediato. 


11.3, Escribir r =ro+s y 0=00+ a, en el ejemplo 11.3 y realizar el desarrollo en (4) para obtener R aprox. 
de donde se obtienen directamente las ecuaciones (7). 


11.4. En el ejemplo 11.5 verificar las ecuaciones (3). 


11.5.  Considérese el sistema de la figura 11-7 y supóngase que se altera de modo que $ permanece constante 
(dejando que todos los demás ángulos varíen). (a) Demostrar cómo puede lograrse esto. (b) Demostrar 
que en este caso el sistema tiene tres coordenadas ignorables y no tiene ninguna no ignorable. 


11.6. (a) Con referencia a la figura 11-10, demostrar que en el caso de movimiento estacionario 
(1 + r sén edy: c0osÓ04 = Y sen0óp 


Suponiendo que el movimiento de m está restringido al plano abd y escribiendo, 0 = 00 + a, 
demostrar que 


e 1 . 1 4mr(1 + r sen 69)? cos? 6 
P aprox. —. y mria* = gmro TE Fm Y sen ya 


l sen 94 + r (sen? 97 — cos? 9p) 
(1 + m(! + r sen 6p)2)? 


donde c=09L/9/. Escribir la ecuación del movimiento y hallar el período de oscilación para los 
siguientes valores: r = 50 cm, m = 300 gramos, | = 20 cm, [ = 2 X 10% gramos X cm” y 60 = 45". 


a2 + [mgr cos 9p]a? 


, , 
CEPIS 


Y IS CALA AAA AID e A z . A A A 
SIVATIG IPPO PÍAA _ En el caso de movimiento estacionario, m gira alrededor 


Es .de ab en un plano horizontal, con 6 y y constantes. 





Fig. 11-10 


(b) Demostrar que la ecuación del movimiento obtenida a partir de R ,prox.» puede hallarse también 
aproximando la ecuación exacta del movimiento (hallada por el método A o por el método B) y 
conservando únicamente los términos de primer orden. 


(c) Suponiendo que ab se hace mover con velocidad constante, y = w = constante, hallar el periodo 
de oscilación del péndulo con relación a la posición correspondiente al movimiento estacionario. 
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11.7. La cuerda de la figura 11-1 se remplaza por un resorte espiral de constante k y longitud normal lo. 
Escribiendo 6=0 +a y r=ro+s, determinar Raprox. y demostrar que las ecuaciones del movi- 
miento con relación a los valores correspondientes al movimiento estacionario, son 


añ c? (3 cos? 67 + sen? 97) 2c? cos 9 
mria + PA uN magra cos |a + AA + mg seno | = 0 
ze 30? 2c? cos Op * 
m8 dry — +kls + a + mg senóy )a = 0 
mr sen? 6y mrysen3 9, 


donde ¿L/9Y = Py = € y donde ro y 00 deben satisfacer las relaciones 


rob? coB%) = Y, y mrpy? sen? 9 + my cosóy = Kklro— lo) 


11.8. La masa m1 de la figura 11-11, se mueve sobre un plano liso horizontal. La masa m2 se mueve vertical- 
mente bajo la fuerza de la gravedad y la del resorte. Tomando coordenadas polares, r y 0 para mi, y l 
para m2, demostrar que 


L = ¿4m(2+r262) + jm + megl — fk(L+r-— by 


donde b es la longitud total de la cuerda, incluida la longitud normal del resorte. Demostrar que en el 
caso de movimiento estacionario, 


miro? = mg y mag = k(lp+ro—b) 


_—r 


k m; 
l 
Ly” , 


Fig. 11-11 


Escribiendo r = ro +81 y l= lo + sz, determinar R ¿prox, Y demostrar que 
ño 3M29 
m;,8; + (FE+ 1) 1. + k89 = 0 
Yo A 
ks, + mo8, + k8, = 0 


así mismo, demostrar que w: y we están dados por 





1 ke |, Ey, 4ka 
2 --. -—> | am pun a A 
Ñ E sd (4 a) E) 
dond = Fm Ese 
onde 4 = a = pe 


Haciendo m; = 300 gramos, m2 = 400 gramos, k = 10% dinas/cm, b = 60 cm, g = 980 cm/seg? y 
suponiendo que ro = 30 cm, demostrar que los valores aproximados de w son w, = 26,9 y wa = 7,1. 
Nótese que el movimiento es estable y está compuesto de dos oscilaciones armónicas simples. 


11.9. Las dos masas de la figura 11-12, están sujetas a un resorte como se indica, y pueden deslizarse libremente 
dentro del tubo horizontal liso. El eje ab, al cual se Falla adherido el tubo, tiene un momento de inercia, l. 
La distancia entre el c.m. del conjunto m, y ma, y el centro del eje, es rj. La distancia entre m1 y 
ma eg Pa. 


Demostrar que en el caso de movimiento estacionario, el c.m. debe quedar sobre el eje de rotación; 
es decir, ri, = 0. 


Escribiendo r, =r'+s5; y rz=Yr0 + S2, demostrar que al perturbar ligeramente el movimiento 
estacionario, 
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Fig. 11-12 
00 k 
81, —= —Ar0—tp)81 = O 
1 pra! 0 - lo) 1 | 
s. . klro—1lo) (3uro — IN k 
4 ———( O 89 8 = 
És uTo rr) po Ñ 
donde y = Pa ¿Será estable el movimiento? Explíquese. (lo = rz para el resorte sin dis- 
1 


torsiones.) 


11.10. Para el sistema de la figura 11-13, escribir R, determinar los valores de r,, rz y 4, correspondientes 
al movimiento estacionario y comprobar los resultados, utilizando principios elementales. 
Suponiendo que el movimiento estacionario se ha perturbado ligeramente, utilizando ri = |, + s1 
y ra=l2+ s2, demostrar que las ecuaciones aproximadas del movimiento son 


m,c(8m,U — myll —I) ] 4c?m, mal, lo ] 
pr €. a _ TT k Ps as fra 
20 (1+ mL + mob) iS E + m,ú + moBy Ka | 82 , 


TS 
8y + A hi1 + ho 87 + | edi ac IN ha 81 = 0 


(1 + m,É; + mol) (1 + m,l + maly3 











| | 
A VEL 





Las particulas m, y m2 están co- A 
nectadas por medio de resortes, dentro Maia] X se toma en el plano ABa. 
de un tubo horizontal rotatorio. A, La 


Fig. 11-13 Fig. 11-14 
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11.11. 


11.12. 
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El marco BC de la figura 11-14, puede girar libremente alrededor del eje vertical AB. La barra ae, 
articulada en a, puede girar un ángulo 9 en el plano del marco. Se toman los ejes fijos al cuerpo, X, Y 
y Z, con el origen en el c.m. de la barra. Los ejes principales de inercia con relación a X, Y y Z son 
I,,1, e I,, respectivamente; además, 1, = 1,. Escribiendo I, = Mr?+ I, e I2=I'+ 1,, demostrar 
que 


41,62 + HL) + M(R + 7 sen 0)2]y2 + Mgr cose — ¿(vb — d cos 9 — ly)? 


donde b=h?+ s?, d = 2sh y lo es el valor de |! cuando el resorte no se ha deformado. 


Suponiendo ahora 6 = 00 + a, demostrar que (si se conservan los términos de primero y segundo 
orden en el desarrollo) 


E aprox. = Ho? => (Morse % + Jkd sen0p (1 > lo(b — d sen 00) 12] 
A + r seno0g) cos 0) 
[l, + M(R + y sen 09)?)? 
4 (Hor cos 94 + jkd cos 89 — Jklpd cos 69 (b — d cos 0p)—*/2 


+ HHlyd? sen? 0 (5 —d Cos 9,)73/2 
+ 2Mrc?[2Mr(R + r sen 07)? cos? 9, (Ll, + M(R + r sen 00)2) ?] 


— [r cos? 67 — senóy (R + r sen 9p)][l, + M(R + r sen 0) al 


Determinar la condición para que exista movimiento estacionario. Demostrar que si se perturba 
el movimiento estacionario, la barra oscilará con movimiento armónico simple con respecto a la posi- 
ción 60. Hallar la expresión del período. 

El anterior es un buen ejemplo de cómo algunos problemas “ BenEnIDes pueden volverse sorprendente- 
mente complicados. 


Empleando 0, 4. y 2 en la figura 11-15, escribir L para el sistema y demostrar que ninguna de 
estas coordenadas es ignorable. Sin embargo, utilizando 6, $, y fB2, en donde $8, = d1 — 0 y 
B2 = d2 — 0, demostrar que 


162 + fm,[stó2 + 2(8, + 5)2 + 28r,ó(8, + 6) cos By] 
+ Imp[e20? + 7 (B, +0)? + 2 (B2+ 0)? + 28r,6(8, + 9) cos B, 
+ 2er25(8B2 + 6) cos Ba + 27,798, + 6)(B2 + 6) cos (Ba — B1)] 
y por tanto que 6 es ahora ignorable, en tanto que $, y B2 no lo son. (r, y rz son constantes.) 


Demostrar que para el caso de movimiento estacionario f;=f2= 0 y que esto es posible para 
cualquier valor de 6. 


Y, Péndulo doble sujeto al extremo de una barra ) 
horizontal, Oa, que puede girar libremente alre- a Ma 
dedor de un eje liso, vertical, en O. Todo el mo- 
vimiento de mi y mz está confinado a un 
plano horizontal liso. 2 





Fig. 11-15 
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11.13. Para el ejemplo 11.7 (Fig. 11-7) deducir la expresión dada para L (véase el problema 8.24). 
Demostrar que (ignorando algunos términos constantes), 





_ 1,+, _ 1 (“a — 02 co8 0) _0L._ _aL 
E = 31 3 Tisento 0 


Escribiendo 6 = 00 + «, demostrar que la ecuación del movimiento es 


Le 1 9 (Ca — Cg COS 00) 
La + 7340 + ——zi — [esll + 2 cos? 00) — ca(3 + sen? 67) coso] pa = 0 
Ty | sent 9, 


11.14. El disco uniforme de la figura 11-16 puede girar libremente sobre el mango liso que actúa a manera de 
cojinete. Este mango, sujeto al resorte en la forma indicada, puede deslizarse a lo largo de la varilla liviana 
lisa. La gravedad actúa a lo largo del eje Y,, según se indica. La distancia desde la unión esférica O 
hasta el c.m. del disco, se mide por medio de r. Todos los ángulos se miden como en el ejemplo 11.5. 
Aplicando (11.11), demostrar que las ecuaciones del movimiento correspondientes a a,f8 y s, son 
(1, + mria + cf + mgrga = 0, (1, +mr)B—ca+mgraa = 0 y mé+ks=0, donde r — 
ro+s. 


g 





Vertical 


Unión esférica 








Y, 


Fig. 11.16 


11.15. Para el sistema de la figura 11-17, escribir ri = rio +8, etc., y demostrar que las ecuaciones del 
movimiento con respecto a las posiciones correspondientes del movimiento estacionario son 


m,8y + (k, + maAyd)s, + my82 + m,Byis, = O, mg83 + K983 — O, 
(m, + m3) 89 + (kz + Cyhez + m8, + m,Byts, + ko283 = 0 


donde A, B y C son constantes. ¿Será estable el movimiento? 








Fig. 11-17 
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11.16. 


11.17. 


11.18. 


11.19. 
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En el ejemplo 11.10 tómese m = 100 gramos, lo = 25 cm, k= 4X 10% dinas/cm, r=20 cm y 
9 = 10 radianes/seg. Demostrar que xo =40 cm, w= 27,0 y wz = 4,58. Escribir las ecuaciones 
finales integradas del movimiento. 


Suponiendo que m de la figura 11-9 lleva una carga concentrada, Q (no afectada por la plataforma) y 
que existe un campo magnético uniforme, perpendicular a la plataforma, demostrar que (si la plataforma 
es estacionaria) las ecuaciones del movimiento tiener. la misma forma de (6) en el ejemplo 11.10. 


El eje vertical de la figura 11-13 es movido por un motor con velocidad constante $. Hallar las ecuaciones 
del movimiento para m, y mz, con respecto a sus posiciones de movimiento estacionario. Compárense 
los resultados con las ecuaciones del movimiento halladas en el problema 11.10. 


La cuenta de masa m, de la figura 11-18, puede deslizarse a lo largo de la hélice cilíndrica lisa, de forma 
rígida, cuyo paso es p, la cual está sujeta al marco en la forma indicada. El marco puede girar alrededor 
del eje vertical AB. El momento de inercia del marco completo, incluyendo la hélice, con relación a AB, 
es T/. Tomando como coordenadas a 6 y a 4, demostrar que 


L = 3168 + jmjDB6? + r2(6 + $)? + b29? + 2lro(6 + $) seng] — mgbe 


donde r es una constante y b=p/2r. Demostrar que, para el caso de movimiento estacionario, 
— _gP 
o tia 
Suponiendo que se hace girar a AB con velocidad constante, Ó = w = constante y escribiendo 
é=ó%0 + a, demostrar que la ecuación del movimiento de la cuenta, con respecto a su posición corres- 
rlu? sen y 


Suponiendo ahora que el marco puede girar libremente, nótese que 0 es ignorable. Demostrar que 


pondiente al movimiento estacionario, es q + ( = 0. ¿Cuál será el período de la oscilación? 


[1 + mP + 2 + 2lr sen g)]6 + m(2 + lrseng = Pp = 0 
y que la ecuación del movimiento correspondiente a y es 
(12 + riseng)ó + (24038 — rlóf coso + gb = 0 
Complétese la función de Routh, R= L — có. 


TITIDIDITORRA 











Hélice cilindrica rígida, lisa 4 


pla 


Í 


p = Paso 





Fig. 11-18 
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11.20. 


En la figura 11-19, los ejes X y Y están adheridos a una plataforma horizontal que gira con velocidad 
angular constante é = w, alrededor de un eje vertical que pasa por O. Las partículas, adheridas a resortes 
idénticos, como se indica, pueden moverse sobre la plataforma lisa. Con mi, en pj, etc., los resortes no 
se encuentran deformados; es decir, Op, = pip2 = p2pa = papa = | = longitud normal de todos 
los resortes. 





Fig. 11-19 


Tómense x1 y y, como coordenadas de m,, etc. Para movimiento estacionario xi = xXio, €tc., 
y además, y = y2 = y3 = 0. Para movimientos pequeños con respecto a las posiciones del movimiento 
estacionario, escríbase.x1 = x10 + $1, 12 = X20+ 82, X3= X30+ 83, Y1= Sa, Y2=S5 € Ya = Se. 

Suponiendo el movimiento estacionario ligeramente perturbado, establecer las ecuaciones del mo- 
vimiento del sistema. Indicación. En lugar de escribir T y aplicar las ecuaciones de Lagrange, es conve- 
niente utilizar las ecuaciones (9.6) para determinar las aceleraciones de m,,m2 y m3. 





A O OS TERA ATINADA TAO TAR TT TA IE NN 











12.1 Consideraciones preliminares. 


A. 


Fuerzas de restricción. Definición e ilustración. 

Se denominan aquí “fuerzas de restricción” o sencillamente “fuerzas de reacción”, 
aquellas que, ejercidas sobre las partes de un sistema dinámico por las restricciones, no 
ejecutan ningún trabajo en el caso de desplazamientos arbitrarios 5$q1, 6óq2,..., 
qn, (6t = 0). (Véase la nota de la página 32.) Los siguientes son algunos ejemplos 
típicos: la fuerza de reacción normal ejercida sobre una partícula por una superficie lisa 
sobre la que se mueve; las fuerzas que actúan sobre m, y m2 por los tubos rotatorios de 
la figura 4-12; las fuerzas de soporte de los cojinetes sobre un eje rotatorio liso; la tensión 
o compresión existente en una varilla rígida que conecta dos masas de un sistema, las 
tensiones que soportan los cables de longitud fija en un sistema cualquiera de masas y po- 
leas; etc. 


Puede anotarse que las fuerzas de fricción, que usualmente se determinan por una 
fuerza de restricción y un coeficiente de fricción, no deben considerarse como fuerzas de 
restricción. La acción de las fuerzas de fricción ocasiona siempre la ejecución de un traba- 
jo a medida que ocurren los desplazamientos. Por tanto, deben considerarse como fuerzas 
activas aplicadas. 


Consideraciones sobre el significado y el uso de las coordenadas superfluas. 
El significado del término “coordenadas superfluas” (término que fue introducido 
en el numeral 2.4) puede aclararse por medio del siguiente ejemplo. Ignorando las ma- 
sas de las poleas de la figura 2-9, resulta claro que T puede escribirse como 
T = jm y? + Jm yl + 4m,Y? + jm y? (1) 
Sin embargo, el sistema tiene, en el caso de movimiento vertical únicamente, sólo dos 
grados de libertad. Por tanto, se dice que (1) contiene dos coordenadas superfluas. 


Empleando las ecuaciones de restricción, 
(2) Y, + Ys => C, y (3) 2Y, — Ya NN Y, E C, 


y considerando como superflua, por ejemplo a y3, se puede eliminar Ya de la expresión 
de T, quedando así expresada en función de Y,, Y, y Y, en tal forma que ahora con- 
tiene sólo una coordenada superflua. Naturalmente, como se ha dicho en los capítulos 
anteriores, es posible eliminar todas las coordenadas superfluas por medio de las ecuacio- 
nes de restricción (excepto en el caso especial de sistemas “no holónomos””). En el ejemplo 
mencionado, tanto Y, como Y, y en la misma forma Y, y Yes pueden eliminarse 
de (1) por medio de (2) y (3). 


En el caso general, en que un sistema contiene p partículas y posee n grados de li- 
bertad, puede escribirse T de tal manera que contenga un número cualquiera de coorde- 
nadas superfluas, s, número que puede ir desde uno hasta 3p — n. 


En el caso de un sistema que consista de N cuerpos rígidos, y que posea n grados de 
libertad, el número s puede variar desde uno hasta 6N — n. 


Las coordenadas superfluas desempeñan un papel muy importante en la determi- 
nación de las fuerzas de restricción, como se verá con claridad en lo que sigue. 
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C. Ejemplo introductorio. 


Con el fin de dejar en claro ciertas ideas bá- 
sicas sobre las que todo este estudio se basa, con- y=bx?.  / | 
sidérese la fuerza de reacción sobre la cuenta de ob 
la figura 12-1, mientras esta última se mueve a 
lo largo del alambre rígido parabólico y = bx?2. 
Independientemente de la magnitud o de la di- 
rección de F' (las cuales pueden variar con el 
tiempo), el movimiento ocurre a lo largo del | 
alambre. En otras palabras, la fuerza de reacción | RAN 
se ajusta a sí misma automáticamente, en su ER 
magnitud y en su dirección, a medida que la ESA | X 
cuenta se mueve, en tal forma, que la trayecto- 
ria quede representada siempre por la ecuación Fig. 12-1 
y = bx?, Asi, al estudiar este problema, se 
presume que la cuenta “no sabe” nada relacionado con la existencia del alambre y sólo 
“siente” las fuerzas F, mg y la fuerza de reacción. 






“ F = Fuerza 
aplicada 











Por tanto, si se considera la fuerza de restricción como aplicada externamente, m 
puede ser considerada como una “partícula libre” que posea dos grados de libertad. Por 
consiguiente, resulta evidente que uno de los dos métodos siguientes puede aplicarse para 
hallar la fuerza de reacción. 

Método de Newton: Se escriben las dos ecuaciones para “partícula libre” 


os a 
(4) mí = F,+f, (5) my = F,+f,- my 
donde F, y F, son las componentes de F, y f, y f, son las componentes de la fuerza 
de reacción por conocer. 


Ahora, si se conoce el movimiento de la cuenta, bien por métodos experimentales, o 
por la solución de la siguiente ecuación del movimiento de Lagrange (que no contiene las 
componentes de la fuerza de reacción; véase el ejemplo 3.2), 


mx(1+4b*x?) + dmb?xx? = —2mgbx + F, + 2bxF, (6) 


en este caso, f, y f, se determinan como funciones del tiempo por medio de (4) y (5). 
Método de Lagrange: Á manera de ilustración, supóngase representada la posición 
de la “partícula libre”, en coordenadas polares. Si se incluye una coordenada superflua, 


T = Im(* + 1202), y si se aplican las ecuaciones de Lagrange, considerando tanto a 
r como a 6 como coordenadas independientes, 


mr — mró? = f, — mgseng + F, (7) 
mrd + 2mrr0 = rf, — mgrcosó + rF, (8) 


donde f, y f, son las componentes desconocidas de la fuerza de reacción en la dirección 
de r y en la de 6 en el sentido de sus incrementos, respectivamente. F, y F. son las co- 
rrespondientes componentes conocidas de la fuerza aplicada, F. 


Nuevamente, determinando el movimiento, como se mencionó antes, f, y f, se 
pueden hallar, en función del tiempo, por medio de (7) y (8). A partir de f, y f, se puede 
hallar, de inmediato, la magnitud y la dirección de la fuerza de reacción total. 

Nótese que aplicando la relación (4.10) y utilizando x = r cos 6, y y = r sen 0, 
las cuales sirven para determinar ec Ea y Y 

dr” r* 00 - 30?” 
cribirse como sigue, formas que ahora contienen af, yaf,, 


las ecuaciones (7) y (8), pueden es- 
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mr — mrf? = (f,+F,)cos0 + (f, +F,—myg)seng (9) 
mró + 2mr0 = -—(f,+F,)seno + (f, +F,—mg) cos6 (10) 


Las soluciones de este sistema simultáneo determinan las expresiones de f, y f,. 
Aspectos importantes sobre las soluciones anteriores: 


(a) En realidad, el sistema tiene sólo un grado de libertad. Pero al introducir una coor- 
denada superflua y al tratar la fuerza de reacción como una fuerza aplicada adicio- 
nal, puede considerarse como si tuviera dos grados de libertad. 


(b) Con esta base, se han escrito dos ecuaciones de Newton, (4) y (5), o dos ecuaciones de 
Lagrange, (7) y (8), o también (9) y (10). En cualquiera de estos sistemas aparecen 
las componentes de la fuerza de reacción. Para hallar estas componentes, puede ha- 
llarse la solución de cualquiera de estos sistemas. 


(c) Las expresiones de las fuerzas generalizadas en el sistema (7), (8) o en el sistema (9), 
(10), se determinaron en principio como se describió en el numeral 4.5, donde se con- 
sidera que tanto r como 0 son variables independientes y que la fuerza de reacción 
es una fuerza impulsora. Por ejemplo, para hallar la fuerza generalizada correspon- 
diente a r, en la ecuación (7), se considera constante O y se aumenta r hasta r + ór. 
Esto sólo puede llevarse a cabo ocasionando una ligera “distorsión” de la restricción. 
Además, como resultado de la distorsión, la fuerza de reacción ejecuta trabajo en la 
medida f,ór. Así, se observa que ¿Wa, = (F, + f, — mg sen0)ór, de donde 
se obtiene el lado derecho de la ecuación (7). 


(d) Con el fin de hallar f, y f, o f, y f,, en función del tiempo, debe conocerse ya 
el movimiento (determinado como se ha mencionado). 


12.2 Procedimiento general para hallar las fuerzas de restricción. (Se supone que 


A. 


B. 


las restricciones son lisas.) 


Método de Newton para un sistema de particulas. 
Considérese un sistema de p partículas que posee n grados de libertad. Consideran- 
do todas las partículas como libres, se escribe . 


miZ; = au fx, MY = Fr + fu» MZ; = Fa + fa (12.1) 


donde Fx, Fy, y Fz, son las componentes conocidas de la fuerza total aplicada a m, y 
Fes fu Y fz, SON las componentes por conocer de la fuerza de restricción sobre m,. 


Supóngase ahora que las ecuaciones de Lagrange en su forma usual, sin fuerzas de 
restricción, han sido ya resueltas. O quizá, que el movimiento del sistema se conoce por 
métodos experimentales. Cada una de las coordenadas generalizadas q1, q2, -.-, Gn» 
es una función determinada del tiempo, es decir, q,= q,(t). Entonces, por medio de 
las relaciones x, = x;(q1,G2, ...., Qn;t), etc., junto con (12.1), es posible expresar, en 
función del tiempo, las componentes de la fuerza de reacción f.,, , etc. 


Método de Lagrange. (Partículas o cuerpos rígidos.) 

Considérese un sistema con n grados de libertad y c restricciones (si se tienen p par- 
tículas, c = 3p — n; si se tienen N cuerpos rígidos, c = 6N — n). Introdúzcanse en T, 
s coordenadas superfluas, en donde s puede variar entre uno y c. Entonces, 


TE Tilos last) (12.2) 
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Una consideración cuidadosa de la deducción de la ecuación (4.9) (al llegar a este 
punto, conviene que el lector repase el numeral 4.2) pondría en evidencia que (como el 
ejemplo anterior) si T contiene s coordenadas superfluas, pueden escribirse n + s ecua- 
ciones de Lagrange en la forma acostumbrada, siempre que'estas n + s coordenadas se 
traten como variables independientes y que las fuerzas de restricción, que intervienen 
siempre que sea necesario hacer desplazamientos $q, que no siguen las condiciones im- 
puestas por las restricciones, sean consideradas como fuerzas aplicadas. 


Por conveniencia, se escriben estas ecuaciones en la forma 
d /aT oT 
sl -) ET E A r=1,2,...,n+8 (12.3) 


donde F, _ es la parte de la fuerza total generalizada debida a las fuerzas conocidas apli- 
cadas y qe E la parte que incluye únicamente las fuerzas de restricción por determinar. 


Bien sea que se esté tratando un sistema de partículas, o uno de cuerpos rígidos, las ex- 
presiones de F¿, pueden hallarse por uno de los métodos descritos bajo el numeral 4.5, intro- 
duciendo únicamente fuerzas aplicadas y considerando cada una de las n + s coordenadas 
que aparecen en T, como variables independientes. Para ciertas coordenadas, esto implica 


una “distorsión de las restricciones”, como se ilustró en el ejemplo anterior. h 
de Si la ecuación (4.10) se aplica a un sistema de p partículas, las derivadas er = 
—— deben hallarse a partir de las siguientes ecuaciones de trasformación, A 





e» 


0q, 
E, = ZA, --In+,> l) 
Y; SS Y;(Q,» Lo, .. SN: t) (12.4) 
2, = 2: (0, la ---» Unos L) 

que contienen no solamente q, q2,.. .,Qn, Sino también las s coordenadas superfluas. 


Las expresiones de e se hallan de la manera que se describió para F, E considerando 


cada una de las n+ s coordenadas como variables independientes, e introduciendo las com- 
ponentes adecuadas de las fuerzas de reacción a manera de incógnitas. 


Como se mencionó anteriormente, puede conservarse en T, un número cualquiera de 
coordenadas superfluas hasta un máximo igual a c. Por ejemplo, si se considera un sistema 
de dos partículas para el cual n es igual a 2, es posible, utilizando las ecuaciones de restricción, 
escribir T en función de un número cualquiera de coordenadas que puede ir desde dos (s = 0) 
hasta seis (s = 4). Para hallar Fa, en principio se halla siempre el trabajo, ¿Wa,, ejecu- 


tado por las fuerzas de restricción para un cambio de +6q,, en la coordenada q,, mien- 

tras todas las demás coordenadas y t permanecen constantes. Resulta claro, entonces, que las 

fuerzas de reacción aparecerán en ¿W¿, (y por tanto en Je ) únicamente cuando al hacer el 
y 


desplazamiento + 6q, se distorsionan una o más restricciones. Así, en el caso en que s sea 
menor que c, en general, no todas las fuerzas que actúan sobre el sistema aparecerán en las 
n + s ecuaciones (12.3). (“Distorsionar” se refiere aquí a deformaciones infinitesimales.) 


Por último, las ecuaciones (12.3) pueden resolverse para hallar las fuerzas de reacción que 
aparecen en P,- Suponiendo que se conoce el movimiento, estas fuerzas pueden expresarse 
en función del empo: 

Como se mostrará con los ejemplos, la adecuada selección de las coordenadas superfluas 
y el número de ellas que se conserva en T', depende del problema entre manos. Puede suceder 


con frecuencia, que, por introducir una coordenada superflua adecuadamente escogida, pue- 
da hallarse la fuerza de restricción buscada,. con muy pequeño esfuerzo. 
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12.3 Ejemplos ilustrativos. 


Ejemplo 12.1. 

Se trata de determinar las expresiones de las 
componentes de la fuerza de reacción que se ejerce so- 
bre la cuenta de la figura 12-2 mientras se mueve a 





lo largo de la espiral de alambre liso, bajo la acción a Componentes 

de las fuerzas externas F y mg. Con el propósito de . Fo, Fy, F; 

ilustrar diferentes ideas básicas, se incluyen varias A 

soluciones posibles. Se supone conocido el movi- | OA GAS Y E 

miento. E Kid 4,p 2 r = constante 

(a) Si se considera que la partícula es “libre” y se sn: <A m9 ai o 
aplica (12.1), se tiene ¿ A | F”, mg 


mz = F.+f; Ñ | po 2. 1 


mz = F+f,—my aa — 
F,, F, y F, son componentes conocidas de 
F y fu. f, y f, son componentes por conocer 
de las fuerzas de restricción. Así, si se conoce el XA 
imi : entes pueden ser ex- É Ñ 
movimiento, estas componen pu Fig. 12.2 


presadas en función del tiempo. 


(b) Utilizando coordenadas cilíndricas, dos de ellas superfluas, T = Jm(r? + 1242 + 22). Aplicando (12.3), se 


obtiene 
mi — mel — Paz Fog Puig = feag to bvas + fas 
ed 2mrió — Fazz — Fyzg — Foz y E (2) 
e Foo a Poe > Fm = E + 7 + Lo 


Las relaciones (12.4) son x = rcosé y y = r sen 4; y las ecuaciones de restricción son r — constante == 0, 
y z— bg = 0. Aplicando las anteriores en (2), 


—mrp? — F,cosp — F,seng = f,¿cosg + f,seng 
mr2g + F,rseng — Fyrcosp — F,¿b = —f,rseng + fyr coso + fab (3) 
mz -—F,+mg = f, 


las cuales, naturalmente, pueden combinarse para hallar f,, f, y f.. 


(c) Utilizando nuevamente coordenadas cilíndricas, pero introduciendo F,, F¿ y F, (componentes de F según r, 
$6 yz2z)yf,-, fe y f. (componentes correspondientes a la fuerza de reacción), la ecuación (12.3) conduce a, 


mr —mrg2—F, = f., mr + 2mrrp— rFo = rfa, mz —F.+mg = f, 
Asi, utilizando r = constante y 2 = be, pueden determinarse de inmediato las componentes f,, f, 
y fa. 
Nótese que el ejemplo anterior ilustra bien el significado y la necesidad de “distorsionar las restricciones”. Con 
el fin de obtener la fuerza generalizada correspondiente a r, por ejemplo, en (b) o en (c), se debe hacer que 4 y 2 
permanezcan constantes y se debe suponer, además, que r se aumenta a r + 5r. Naturalmente, esto implica una 


ligera distorsión del alambre en la dirección de r. Pueden hacerse observaciones semejantes con respecto a las fuerzas 
generalizadas correspondientes a ¿ y a 2. 


(d) Si se elimina z y se escribe T en función de r, P y $ (es decir, considerando sólo una coordenada superflua), 


fácilmente se concluye que , 
—mrp? = F r + f, 


m(rn+o) $ = (F+f¿—mg)d + (Fat 
de donde puede obtenerse f, pero no f, ni f,. 
Ejemplo 12.2. 


El presente ejemplo se refiere a la figura 2-10 y a la ecuación (2.42). Suponiendo que r, y ra representan los 
hilos de longitud constante, se consideran varios enfoques para determinar las tensiones en los hilos del péndulo doble. 
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(a) La tensión r, en r,: considerando r, únicamente como coordenada superflua, (2.42) se reduce a 
r = Jm, (7 + 1262) an jm,[r? + 1282 + 1292 + 2r,129$ cos (4 — 0) — 2rgF,$ sen ($ — 6)] (1) 
de donde, después de hacer F, = 72 = O se obtiene 
mgra$ sen(g — 6) + moraó? cos (p—0) + (m¡+mo)jrió2 = 7, — (m,+mo)g cos 6 (2) 


por medio de la cual, si el movimiento se conoce, se puede hallar 7, en función del tiempo. El lector, puede 
demostrar que las ecuaciones correspondientes a Ó y a 4 no contienen a 7,. 


(b) De igual manera, si se introduce a rz como coordenada superflua (r, = constante) puede hallarse de inme- 
diato r2, la tensión en r2. 


Nota. En el caso de “movimientos pequeños”, las ecuaciones del movimiento del péndulo doble son fá- 
cilmente integradas. Así, r, y 72 pueden ser expresadas con facilidad en función del tiempo. 


(c) Como una variación del método anterior, pueden introducirse r, y rz, simultáneamente, como coordenadas 
superfluas, y escribir las dos ecuaciones de acuerdo con (12.3), de donde pueden obtenerse las expresiones de 71 
y 72. El lector debe verificar esta afirmación. 


(d) Por aplicación de (12.1), naturalmente, se pueden hallar 7, y 72: 


m¡%, = Fe, Mv = fy, — Mg, mo = zo MaYa = fy, — Mo (3) 
donde Fa, = Tosen — 7, senó, 
Ejemplo 12.3. 


El péndulo rígido de la figura 12-3 puede oscilar libremeríte en un plano vertical, sostenido por una articulación 
lisa en p. Se trata de determinar una expresión del torque Fy que tiende a cambiar el ángulo $, entre ri y rz. 






Las partículas m, y mz están sujetas rigidamente 
a las varillas rígidas r, y rz. 


Fig. 12-3 


Introduciendo a $ como coordenada superflua, 
T = Hm,+mor262 + fma[r2(ó + A)? + 2r,79 cos B(62 + 58)] 


de donde F¿ = Mar + r,racos f)8 + mor,ra6? senfí + mogry sen(s + B) 


Aunque esta expresión aparentemente es compleja, puede verificarse por consideraciones elementales. 


Ejemplo 12.4. 
Se determinan las expresiones de las componentes de la fuerza de reacción sobre m y el torque de reacción ejer- 
cido por el alambre sobre el eje vertical del problema 2.20, figura 2-29. 


Al introducir dos coordenadas superfluas, se puede escribir T como 
T = joe + jm(r2 + r292 + 22) 
donde « es la posición angular del eje y 4 determina la posición angular de m. Considerando independientes todas 


las coordenadas, se escribe 
le ="*+7, mr—mr? =f,, mr8 + 2mrr6 = ría, m2 = f.— m9 
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donde r representa el torque ejercido por un motor, por ejemplo, sobre el eje, y 7' el torque ejercido por el alambre. 
Las componentes de la fuerza de reacción sobre m son f,, fo y f,. Estas relaciones, junto con 2 = ar? y 0 = «a, 
conducen a las expresiones de f,, fy y f, en función de £, para un movimiento determinado del sistema. 


Ejemplo 12.5. 


Considérese el ejemplo 9.6. Se trata de determinar f, y f,, de la figura 9-6, por medio del método de Lagran- 
ge. Se escribe L como sigue 


L:= $11,602 + y sen? 0) + I($ + Y, cos 9)2] + 1 sene senó cos yy 
donde 6 y $, por ejemplo, son coordenadas superfluas. Si se escriben las ecuaciones del movimiento correspon- 
dientes a 0, Y, y 4, de la manera acostumbrada, y se hace ray, = —r29, 0 = constante, etc., finalmente se 
obtendrá 
. Y, Yo 
(ecuación de 0): y? (53) (li+la?) = —Fg = —lÁsenecosy; + for3 
rañ P3 
. e. “1 r1 , 
(ecuación de Y1): vYiz3ll¿— 12) = +Fy = —lseneseny, + for3 
(ecuación de ¿): y or = —F, = —fi1 
1 Fora z ó 2 


donde 0, Yi. y Y fueron consideradas como variables independientes para hallar P”,, Fy, y Fo. 


Las dos últimas ecuaciones conducen a la ecuación del movimiento (la misma que (10), del ejemplo 9.6). Al 
integrarla, se obtendrán f, y f, en función del tiempo. 


Ejemplo 12.6. 

En la figura 12.4 el cuerpo rigido puede girar libremente con velocidad angular 02 alrededor de bc. Simultá- 
neamente, la barra rígida completa abc puede girar con velocidad angular 6, alrededor de un eje vertical. Á conti- 
nuación se determina el momento de reacción, 7,, alrededor de un eje horizontal que pasa por b (normal al plano 


abc), que impide que el ángulo a varíe. 
£ 
se 
o 9 
a El 


6 
c 2 
b y o 
Recta horizontal 


X, Y y Z adheridos a M 
X 






Cuerpo Rigido 
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e 
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p p a y" y 
yl a sr 
* ee 
y par: 
ad r oz 
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B de vu, = 0, 008 a: Sen 67 — a cos 0, 
| Wy = 01 008 a C08 47 + a sen 6, 
, = 6 sena + 0 


Fig. 12-4 


Con el fin de aclarar el siguiente análisis, supóngase que ab y bc están unidos en hb con una articulación cuyo eje 
es normal al plano abc. Si se considera que a es variable, y se toman los ejes fijos al cuerpo con el origen en b como 
se indica, fácilmente se concluye que 


7 = 6,cog8asen03 — 4C0307, “y = 6,C082:C0809 + Asenó), 4, = 6,sena + 6, 
Entonces, aplicando (8.10) e ignorando la masa de abc, 
T = 4A(Z,(0, cos « sen 63 — « cos 63)2 + 1,(6, cos a cos 97 + á sen 67)? + 1,(6, sen a + 62)? 
— 2F,,(91 COS a sen 97 — á C08 02)(6, COS a COS 9y + dá Sen 9.) 
— 21,,(6, cos a sen 0, — ú cos 92)(6, sen a + ó7) (1) 


= 21y:(0, 008 a C08 9, + asen 09)(9, sena + 69)) 
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donde 1,, 1,,, etc., se toman con respecto a los ejes fijos al cuerpo. Obsérvese que se ha introducido una coordenada 
superflua. 


Aplicando (12.3) se obtiene para la ecuación correspondiente a a después de hacer á = a = 0, 
(1, — 1.) cos a[6, sen 9, cos 67 + 6,92(c03? 069 —sen? 6s)] 
+ 1,6? sen a C08 asen? ga + 1,62 sena cos a cos? 9, — 1,(6, sena + 92)6, cos a 


+ Izy[9, cos a(cos? 99 —sen? 67) — 40,02 cos asen 0, COS 63 — 207 sen a Cos a sen 92 COS 0] 


(£) 


+ Lx2 [61 sena COS 02 + 62 COS 67 — 26,69 sen a send, — 9? send, + 9? sen 92(c0s? « — sen? a)] 


— I,¿[8, sena seno, + $ sen 07 + 26,67 sena cos 67 + 6? cos 67 + 6) cos 02(sen? a — cos? a)] 
= Ta — Myse cosa 
con lo cual puede hallarse 7, para un movimiento determinado. 


Si ab estuviera impulsado por un motor montado en B y e. cuerpo rígido igualmente estuviera impulsado por 
otro pequeño motor conectado, por ejemplo, en c, ¿cambiaría con esto el lado derecho de la ecuación (2)? 


Nótese que la expresión anterior se simplifica enormemente si se supone que el cuerpo rígido es un disco uni.- 
forme, con el eje bc perpendicular a la cara del disco y pasando por su centro. 


12.4 Fuerzas de restricción utilizando las ecuaciones de Euler. 


Como se recordará, del capítulo 9, las ecuaciones de Euler (9.2) y (9.10) son esencialmen- 
te ecuaciones para “cuerpos libres”. En F,, F, y F,, por una parte, y en 7Tz, Ty Y 72, 
por otra, aparecen, en general, todas las fuerzas aplicadas, junto con las de restricción. Como 
se ha demostrado en los ejemplos del capítulo 9, estas relaciones pueden utilizarse para deter- 
minar las fuerzas de restricción. 

A continuación se enumeran unos pocos ejemplos que demuestran bien los principios bá- 
sicos y las técnicas correspondientes. (Las ecuaciones especificadas se refieren a la numera- 
ción dada en los ejemplos pertinentes.) 


Ejemplo 9.2. Si se supone conocida la solución de la ecuación (2), la ecuación (1) indi- 
ca f. y f, en función del tiempo. 


Ejemplo 9.5. Si se conoce el movimiento, todas las fuerzas de soporte pueden hallarse 
a partir de las ecuaciones (1) a (3). 


Ejemplo 9.6. Las fuerzas de restricción f,, f, y f, sobre la unión esférica y f, y fo 
en el punto de contacto b, se determinan por medio de las ecuaciones (9.2) que se escriben en 
forma extensa a partir de (6) y (8). 


Ejemplo 9.7. Este ejemplo también ilustra el método de Euler para hallar las fuerzas de 
restricción. 


Ejemplo 12.7. 
Se trata de determinar 7, del ejemplo 12.6 y la figura 12-4, por el método de Euler. 
Con referencia al numeral 9.7 y la ecuación (9.16), se observa 


Ty Send — TC08% —= Ty — Mgs cosa (1) 
donde Tz = 1,0% ES (L¿ — 1,)0y 02 us Tzy (0707 — y) eS Lgz (07 0y Y 07) > Iya (o — aj) (2) 
Ty = Iyó0y + (1¿— 1 Joz07 — Izy(0y07 + 07) + Laz (os — e?) + Lyz(w0y 07 — 02) (3) 


Intercalando las expresiones adecuadas de w,, w;, etc., (las que se incluyen en la figura 12-4), la ecuación (1) 
después de realizar una larga serie de operaciones algebraicas monótonas, finalmente se reduce exactamente a la 
forma de (2) del ejemplo 12.6. 


Ejemplo 12.8. 


El cuerpo rígido de la figura 12-5 está montado en una forma arbitraria en el marco rígido indicado. Aquí apa- 
rece el cuerpo apoyado en cinco puntos, pi, P2, ..., Ps. Supóngase que las fuerzas externas F,, F2, F3, etc., 
le dan al marco un movimiento determinado cualquiera. Considérense las fuerzas de reacción fi, f2, etc., ejerci- 
das por los diferentes puntos del marco, sobre el cuerpo. 
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Fig. 12-5 

Considerando el cuerpo aisladamente, estas fuerzas son fuerzas impulsoras. A partir del movimiento co- 
nocido, las expresiones de w,, wy y w,, así como las de A,, A, y A;¿, pueden ser halladas. Asi, las ecuacio- 
nes (9.2) y (9.10) conducen en seguida a F,, F,, F,, Tx, Ty y 7Tz donde F,, por ejemplo, es la suma de las com- 
ponentes X de fr, fa, ..., fs y 7, es la suma de los momentos ejercidos por estas mismas fuerzas alrededor 
de X. En el caso de un movimiento determinado, F,, r,, etc., tendrán siempre los mismos valores, independien- 
temente de la forma como el cuerpo esté sujeto al marco. Sin embargo, nótese que si está sujeto por varios puntos, 
como se indica, no se tiene información suficiente para hallar los valores individuales de f1, fz, ..., fs. 


12.5 Fuerzas de restricción y ecuaciones del movimiento con restricciones 
rugosas. 


Las fuerzas de fricción están siempre presentes cuando un objeto se mueve en contacto y 
con respecto a otro objeto. La magnitud de una fuerza de fricción por deslizamiento, F,, está 
dada por F, = uf, donde y es el coeficiente de fricción y f la fuerza de reacción normal 
a las superficies en contacto. La dirección de F, se tomará como opuesta a la del movi- 
miento. 


Las fuerzas de fricción deben ser consideradas como fuerzas impulsoras aplicadas externa- 
mente, ya que, cuando tiene lugar el deslizamiento, siempre se hace algún trabajo. La exis- 
tencia de estas fuerzas normalmente introduce grandes dificultades; no se pretende incluir 
aquí un tratamiento general sobre el tema. Sin embargo, los dos ejemplos siguientes pueden 
colaborar a poner de relieve el tipo de problema que puede surgir. 


Ejemplo 12.9. 
Determinar la fuerza de reacción f de la figura 12-6 y la ecuación del movimiento de la cuenta al deslizarse ha- 
cia abajo por el alambre parabólico rugoso. 


Considerando a f como normal al alambre, en la dirección indicada, y la fuerza de fricción sf, tangente al 
alambre, se escribe 


mx = ufeoso — fseno + F,, my = ufseno + fcoso — mg + F, (1) 
dx 1 2bx | 
Pero (0886 = —=———m—= = ————— y además seno = ————. Así, las relaciones (1) se hacen 
V dx? + dy? v1 + 4b222 v1 + 4b?g2 
a y — 2bx 
dsc p( rama) +: sl 
A fQubx + 1) 
my = TAS + PF, (3) 


Eliminando f entre (2) y (3) y haciendo uso de la relación y = bx?, se obtiene la siguiente ecuación del movi- 
miento 


mz(1-+4b%x?) + dmblxx? —= 2ubma? + F, + u(mg—F,y) + 2bx(4F, — mg +F,) (4) 
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Obsérvese que en este problema, aparentemente sencillo, se obtiene una ecuación no-lineal con las dificultades que 
ello implica. 


Una cualquiera de las ecuaciones (2) o (3), naturalmente, conduce a las expresiones de la fuerza de reacción f. 










F' = Fuerza aplicada 


externamente Cilindro 


Xx 


Fig. 12-6 Fig. 12-7 


Ejemplo 12.10. 


Una barra uniforme de longitud 2/, se desliza en un plano vertical, hacia abajo, en el interior de un cilindro 
rugoso de radio R, como se muestra en la figura 12-7. Se trata de hallar las expresiones para las fuerzas de reacción 
fi y fa y la ecuación del movimiento. 


Suponiendo que la varilla puede moverse libremente en el plano vertical y utilizando como coordenadas a r, 
0 , . e . 
a T = ¿M(F4+r22) + ¿la 


donde M es la masa total de la varilla e 7 su momento de inercia con relación a un eje trasversal que pasa por el c.m. 
N ótese que T contiene dos coordenadas superfluas. 


Aplicando (12.3) y considerando las fuerzas de reacción f, y fz y las fuerzas de fricción fi y uf2 co- 
mo fuerzas impulsoras, se obtienen las siguientes ecuaciones: 


Mró? + Mgcoso = (f,+f2) cos f + níf, — fa) sen B (1) 
Mr29 + Mygr seno = pr(f,+fa) cosf + r(f, — fo) sen B (2) 
le = pl(f, + fo) sen B — US, — fo) cos B (3) 


donde se ha hecho FP = F= 0. 


Ahora pueden resolverse las ecuaciones (1) y (2), para hallar f, y f2. Sustituyendo estos resultados, junto 
con «ms 0, en (3), se obtiene la ecuación del movimiento. 


Problemas 


12.1. Una cuenta, sujeta a la fuerza aplicada de componentes F,-y F,, está restringida a moverse a lo largo 
de un alambre liso rígido, de una forma plana arbitraria. Utilizando coordenadas polares, demostrar que, 
independientemente de la forma del alambre o de los valores de F, y F,, las expresiones generales pa- 
ra las componentes de la fuerza de reacción f, y f,, están dadas por 


fi = —Fx + mk? — ró2) coso — m(r9+ 2r0) sen 6 
fy = —Fy + m(7 — r62) seno + m(ro+ 276) cos 9 
12.2. En la figura 3-9 el eje vertical se hace girar arbitrariamente. Los desplazamientos angulares de este eje se 
miden por $. Demostrar que las fuerzas de reacción ejercidas por la varilla sobre m se expresan por 
fo = —mré? sen 0 cos6 — My senó, fy = mrseno $ + 2mP¿ sen 0 


Las direcciones de estas fuerzas son las de los incrementos de 0 y de 4, respectivamente. Por tanto, para 
movimiento conocido, ¿(t) y r(t), las fuerzas de reacción serán funciones conocidas del tiempo. 
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12.3. 


12.4. 


12.5. 


12.6. 


12.7. 


12.8. 


12.9, 
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Demostrar que las ecuaciones siguientes son aplicables al problema anterior: 


0 
—mrg? seng cos0 — myseno = f,cosocosg + f, coso send — f, seno 


mr $ seno + 24 seno = —f, seno + f, cosG 


mr — mrg?senlo + mgcoso = f,sengcosg + f, seno sengó + f, cos 6 


donde f., f, y f, son las componentes rectangulares de la fuerza de reacción sobre m. Por tanto, las 


componentes rectangulares pueden hallarse en lugar de f, y fo. 


* 


La palanqueta de la figura 4-3 se mueve en un plano vertical bajo la acción de la gravedad. Demostrar que 


la tensión 7 en la varilla que conecta a m;, y m2. está dada por 


Las dos varillas de la figura 12-8, con sus extremos superiores uni- 
dos rigidamente, pueden oscilar. como un péndulo en un plano ver- 
tical. Demostrar que el torque r, que tiende a cambiar el ángulo 
a, está dado por 
Ta = 1L0+ Myyra sen (9 + f) 


Para movimientos pequeños con respecto a la posición de equili- 
brio, determinar 0 en función del tiempo y por tanto, 7, en fun- 
ción de t. (rz es la distancia de p al c.m. de M.) 


Una cuenta de masa m se desliza hacia abajo por la espiral cónica 
lisa de la figura 3-5, problema 3.5, bajo la acción de la gravedad. 
Utilizando coordenadas esféricas escribanse las ecuaciones de las 
cuales pueden obtenerse las componentes de la fuerza de reacción, 
fe» f, y f,. Compárense estas ecuaciones con las dadas en el 
problema 12.3. 


Una partícula de masa m se desliza hacia abajo siguiendo un circulo máximo de una esfera lisa de radio r. 
Suponiendo que la masa parte del punto más alto, con una velocidad rfo (se mide 4 desde un diáme- 
tro vertical hacia abajo), demostrar que la fuerza de reacción, f,, ejercida por la esfera sobre la partícula, 


está dada por f, = 3mg cos 0 — mrét - 2mg y que esta última deja la esfera, cuando el ángulo se de- 


29 + re? 
8y 





termina por cos9 = 


El extremo superior de la barra de la figura 12-9, se desliza hacia abajo sobre la pared lisa. El disco rueda 
sin resbalar sobre el piso. Despreciando la fricción por rodamiento, demostrar que f,, la fuerza ejercida por 


la pared sobre el extremo de la barra, está dada po- 


f, = (M, + 2Ma + 21,/r3)(1 0 cos e — 162 sen 6) 





Fig. 12-9 


Demostrar que la tensión en r;, figura 12-3, es 


f= moro[ $ sen (4 — 6) + ¿? cos ($ — 0) + (m, + mo)Mo,0? + y cos 6)] 
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12.10. 


12.11. 


12.12. 


12.13. 


Una partícula se mueve en contacto con la superficie lisa de la figura 12-10, la cual se representa por la 


ecuación 2 = Á sen senZrL, en donde la gravedad actúa en la dirección negativa de z. Utilizando 
coordenadas rectangulares, escríbanse las ecuaciones para las componentes f,, f, y f,, de la fuerza de 
reacción sobre m. 





x/ 


Fig. 12-10 


El eje vertical que sostiene el alambre liso de la figura 2-29, problema 2.20, es obligado a girar de una 
cierta manera determinada 0=o0(t). Demostrar que las componentes de la fuerza, f,, fo y fz, 
ejercida por el alambre sobre la cuenta, están dadas por 


mr —mré? = fe, mró + 2m+9 = fo, MZ = f._— my (1) 
Teniendo en cuenta que 3W = f,8r + fyarso + f8z2 = 0, 2 = an! (2) 


(principio del trabajo virtual; véase el numeral 2.13) demostrar que las ecuaciones del movimiento usuales 
correspondientes a r y a 0, sin fuerzas de restricción, pueden obtenerse a partir de (1) y (2). 


Una cuenta se desliza hacia abajo por una espira circular rugosa, de alambre, la cual se halla contenida 
en un plano vertical. Demostrar que, en coordenadas rectargulares con el origen en el centro de la espira, 
la ecuación del movimiento (antes de eliminar, por ejemplo, Y y y) es 


my+gle—sy) = mié(ux—y) 
y en coordenadas polares, m 
mr9 — my senó6 =  u(mre? — my sen 0) 


Una partícula de masa m se mueve sobre una superficie esférica rugosa, bajo la acción de la fuerza de 
fricción y de la gravedad. Demostrar que la fuerza. normal de reacción sobre la partícula, es 
fr = mgcosó — m(ré? + rsen? eg?) 


y que las ecuaciones del movimiento correspondientes a 0 y a $4 son 


y26 


mr2ó — mr2seno cosog? = mgrseno — pfp=p 
e. .. y2 sen? y , 
mr? sen?9p + 2mr? seno coso = A 


donde 82 = r292 + y2 sen? 0 ¿?. (Utilícense coordenadas esféricas con el origen en el centro de la esfera.) 
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12.14. Hallar las expresiones de las componentes del torque, r,,7, y T, en las direcciones de X, Y y Z, 
ejercidas por el cojinete que sostiene a D de la figura 8-5. Supóngase que el eje ab es movido por un motor, 
con una velocidad conocida. 


12.15. Enla figura 8-18 una partícula de masa m está pegada en el centro del borde de un giróscopo que original- 
mente estaba perfectamente equilibrado. Hallar las expresiones de las fuerzas sobre los cojinetes a; y a, 
como resultado de esto. . 


12.16. La base de la figura 9-14 está colocada en un punto de latitud + sobre la Tierra. El eje que sostiene la 
plataforma rotatoria es vertical. Hallar las expresiones de las fuerzas ejercidas por los cojinetes B, y Ba, 
sobre el eje (véase el problema 9.19). 





A A A a 


(Equilibrio estático como un caso especial) 








13.1 Consideraciones preliminares. 


El problema dinámico corriente es aquel en el cual se dan las fuerzas y se deben hallar 
los movimientos correspondientes. En este capítulo se trata el tipo de problema inverso; es 
decir, aquel en el cual se prescriben los movimientos, o se determinan por métodos experi- 
mentales, y se trata de hallar las fuerzas impulsoras necesarias para producir tales movi- 
mientos (véase el numeral 1.7). Como se verá más adelante, los problemas que implican 
equilibrio estático pueden ser considerados como casos especiales del anterior. 


Esta rama de la dinámica tiene muchas aplicaciones y como se verá con claridad, el 
método de Lagrange resulta especialmente adecuado. 


Los desarrollos de este capítulo dependen principalmente del contenido del capítulo 4. 
Pero además, se ha de hacer especial énfasis en los siguientes hechos: 


(a) Cada una de las coordenadas indepen- III I II IIRIRITÓN 
dientes, Q1,Q2,...,.qn puede hacerse AS $ 
variar con el tiempo en cualquier forma 
que se desee. La manera como se haga 
vartar una de las coordenadas no afecta 
la forma en que las otras pueden cambiar. 

Considérese la figura 13-1. Supónganse Ñ 
movimientos verticales con los cables per- EN ñ 
manentemente bajo tensión. El sistema 1? 

tiene dos grados de libertad. Constituyen F 
parejas de coordenadas adecuadas, 


(s1, y1), (s2, y2), (y 1, y2), etc. 


Por medio de una adecuada aplicación 
de fuerzas, cada una de las dos coordena- en ] 

h rte tación d 
das de una cualquiera de estas parejas, a 
puede variar con el tiempo en cualquier te movimiento vertical. 
forma deseada (dentro de ciertos límites). 









(b) Los movimientos prescritos de un sistema 
pueden usualmente obtenerse con la apl:- 
cación de fuerzas impulsoras de una ma- 
nera determinada, dentro de varias posibilidades. Supóngase en la figura 13-1, un 
mecanismo, A, adherido a la tierra que ejerce una -fuerza vertical sobre mi, mientras 
que otro mecanismo, B, también en tierra, ejerce una fuerza vertical sobre el cable de la 
izquierda en el punto p. Naturalmente estos dos dispositivos pueden imprimir al sistema 
cualquier tipo de movimiento que se desee (naturalmente dentro de ciertos límites). 
Supóngase ahora que A está montado en el eje de la polea pequeña y que ejerce una 
fuerza sobre m, en tanto que B continúa como en el caso anterior. En este caso se puede 
de nuevo dar al sistema cualquier tipo de movimiento deseado (para simplificar des- 
préciese la masa de A). Sin embargo, la fuerza que ejerce A, en el primer caso, será, en 
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general, diferente de la fuerza ejercida por el mismo mecanismo en el segundo caso, aun- 
que los movimientos deseados sean idénticos. Desde luego, esto es igualmente cierto para 
B. Por tanto, en general, existe toda una serie de alternativas en cuanto al lugar en donde 
se aplican las fuerzas. 


(c) Un aspecto importante del problema es la determinación del número de fuerzas impul- 
soras necesarias. En general, para un sistema de n grados de libertad deben aplicarse 
n fuerzas, fi,f2,...,fn, de tal manera que el cambio de valor de una cualquiera 
de las n coordenadas puede ser producido por lo menos por una de las fuerzas aplicadas 
(o posiblemente por varias de ellas). 


(d) Como consecuencia de (b), la primera etapa en la solución de un problema de este tipo 
consiste en decidir la manera exacta como se han de aplicar las fuerzas impulsoras. 
Además, como para cada “acción” existe una “reacción” igual y opuesta, es importante 
especificar la localización de cada uno de los mecanismos impulsores. 


13.2 Método general. 


Los resultados generales que siguen, se basan en una aplicación directa de las ecuaciones 
de Lagrange, que para conveniencia y claridad se escriben 
d ( e) oT : | 
pa (fo = Fo +Fi (13.1) 
dt od, 0, á 
donde F,, incluye únicamente las fuerzas conocidas ya especificadas y F¿, contiene sola- 
mente las incógnitas fi, f2,..., f.. 





Esquema del procedimiento general. 


(a) Habiendo expresado a T en función de n coordenadas independientes, se escriben las n 
ecuaciones de Lagrange en la forma acostumbrada. 


(b) Las expresiones para FF'q, se hallan como siempre, teniendo en cuenta todas las fuerzas 
aplicadas y las que se deben a resortes, a la gravedad, etc. 


(c) Habiendo decidido sobre la forma como se han de aplicar las fuerzas f;,f2,..., fa, 
se escriben las expresiones para F¿, (también en la forma acostumbrada) en función de 
las incógnitas f. 


(d) Como se supone conocido el movimiento (es decir las coordenadas han sido determinadas 
en función del tiempo, q1 = q1(t), etc.), el lado izquierdo de las ecuaciones del movi- 
miento puede expresarse en función de t y algunas constantes. 


(e) Las soluciones de estas n ecuaciones algebraicas simultáneas, determinan las f en función 
de t y de las constantes. Por tanto, se obtienen de esta manera los resultados deseados. 
Como se verá en los ejemplos siguientes, en ocasiones resulta fácil la eliminación de t y 
por tanto, pueden expresarse las fuerzas en función de las coordenadas. 


Nota importante. Considérense los dos ejemplos siguientes: (a) Se lanza una bola verti- 
calmente hacia arriba de tal manera que se mueve siguiendo una recta vertical. Si el lanza- 
miento se hace con una velocidad inicial que forme un ángulo menor de 90” con la 
horizontal, la trayectoria será ahora parabólica (despreciando la resistencia del aire y Su- 
poniendo que g actúa verticalmente hacia abajo con valor constante). Por tanto, la trayectoria 
depende de las condiciones iniciales. (b) Un satélite de masa m se mueve alrededor de la 
Tierra esférica uniforme, de masa M. La trayectoria sigue una elipse -si la energía total, 
¿€ = T + V es negativa; una parábola si € = 0, y una hipérbola si € es positiva. En todos 
los casos, la fuerza es la atracción gravitatoria conocida, GMm/r2. € depende de los va- 
lores iniciales de la posición y la velocidad. Por tanto, una vez más, la trayectoria. depende 
de las condiciones iniciales. 
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Volviendo al problema general, resulta evidente que con el fin de establecer los movimien- 
tos prescritos para un sistema (aquellos especificados originalmente por medio de q, = q1(t), 
en los que se incluyen las condiciones iniciales) no solamente se han de aplicar las fuerzas 
fi, f2,-..., fn, determinadas como se expresó antes, sino que su aplicación se ha de efectuar 
según unas condiciones especiales determinadas. 


13.3 Ejemplos ilustrativos. 


Ejemplo 13.1. 


Al considerar el sistema sencillo que se muestra en la figura 
13-2, quedarán bien ilustrados ciertos principios básicos. Por esta 
razón se incluyen aquí, en forma esquemática, tres soluciones para 
el mismo problema. (Nota. A lo largo de este ejemplo se supone 
que el cable permanece siempre bajo tensión.) 


(a) Utilizando las coordenadas y, y y2, sin dificultad se 
concluye que 
(m, + Ma + 1/R?2) Y, — M2Y2 + (mo —my)g = Fr, (1) 


ma Ya — Yi) — mag + kual) = Fr, (2) 


donde lo es la longitud normal del resorte. Estas relaciones 
se cumplen independientemente del tipo de movimiento su- 
puesto. Además, su validez es independiente de la forma 
como se apliquen las fuerzas impulsoras, siempre que F';, ¿Y 


Fy, se expresen en forma adecuada en todos los casos. Fig. 13.2 





Supóngase ahora que un mecanismo adherido a p,, ejerce una fuerza vertical f, de magnitud por 
determinar, sobre m1; igualmente, otro mecanismo (sin masa) adherido al cable en p», ejerce una fuerza 
fi sobre m2. Por simple inspección, puede decirse, Fy, =$, y Fs, = fo. Por tanto, (1) y (2) expresan 


directamente las magnitudes de f, y f2, en función de Yin» Ya y algunas constantes. 


Al especificar el movimiento deseado, por ejemplo y: = yo + vt y yz = lo + A sen (ut + 3) donde 
yo,U,lo,A,w y 5 deben tener valores conocidos; en seguida se concluye que las fuerzas requeridas son 


fi = m¿Au? sen (vt +8) + (moa—mi)9, y fo = A(k — mou?) sen(ut + 3) — moy 


Nótese que en este caso f, y f2 pueden ser expresadas en función de y2. 


(b) Determínese nuevamente f, y fa, utilizando las coordenadas y, y y3. Por aplicación de (13.1), 
(m, +1/R%) Y, — mg + Ku —v 0) = Fi, (3) 


maYa + ma — k(u—vs=0) = F, (4) 
donde y, — y2 — y3 = b = constante. 
Suponiendo que las fuerzas impulsoras se aplican en (c), Fy, = fi+f y Fr, = —f2 (nótese que 
Fy, no es igual a su valor en el caso anterior). Remplazando estas relaciones en (3) y (4) y hallando la solución 
del sistema de ecuaciones simultáneas, se obtienen las expresiones ya determinadas para fi y fe. 


(c) Por último, determínense f, y f2 suponiendo que f, se aplica igual que antes pero f2 se ejerce por medio 
de un mecanismo que está sujeto al piso. 


Con tal fin es importante notar que puede utilizarse, bien el sistema (1) y (2) o (3) y (4). Tomando 
(3) y (4), Fy, = fa, Fyo = fo y, finalmente, para el mismo movimiento supuesto en (a), 


fi = kyo—l)— mo y fa = (ma? —k)l(y2— do) + mag 
El lector debe demostrar que pueden obtenerse las mismas expresiones, empleando (1) y (2). 


La razón por la cual las expresiones de f, y f2 no son iguales al caso especificado en (a), a pesar de 
que los movimientos supuestos son idénticos, se debe a la diferencia en la forma de aplicar fa. 


Ejemplo 13.2, Fuerzas requeridas para darle a la palanqueta de la figura 13-3, un movimiento arbitrario en el 
plano vertical. 
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Utilizando las coordenadas x, y y 0, la ecuación (13.1) conduce a 
Mi =F My+Mg =F,, 10 = F; (1) 
donde M = m,+ ma. | 
Supóngase que las fuerzas fa, y fa, se aplican a m, en las direcciones de xi y y1, respectivamente, y 
que Fis se aplica a ma en la dirección de y2. En este caso, 


F» = fx, F, - by, + fu Fo = fz,l senó + Fuga Sy, 1 cos 9 (2) 


%2 












Dos partículas adheridas 
a la varilla sin masa 





Palanqueta libre de moverse en el plano vertical, bajo la acción 
de la gravedad y sujeta a fuerzas aplicadas externamente. 


Fig. 13-3 


Por (1) y (2), f=, = MZ, 
M(Y + g)W, coso — 16 + MEl, senó 


fy, = (1, + lo) cos 9 pe 
de M(y + 9), coso + 19 — Ml, seno 
Y E FT) cos8 (4) 


Por tanto, para cualquier conjunto de movimientos supuestos, las fuerzas requeridas se obtienen de inmediato 
en función del tiempo. 


Considérese otra posibilidad con respecto a la aplicación de las fuerzas. Supóngase que f. y f, se aplican 
en el c.m. y que dos fuerzas iguales y con direcciones opuestas, f, se aplican perpendicularmente a la varilla a 
distancias iguales, s/2, del c.m. Entonces, 


Fa=fa Fy=f, y Fo=8f (5) 


Así, (1) y (5) conducen de inmediato a las expresiones generales de las fuerzas impulsoras necesarias, para un movi- 
miento deseado arbitrario. 


Ejemplo 13.3. 

La fuerza f, de la figura 4-11, es tal, que el carro oscila de acuerdo con la relación x = xo + A sen (wit + 61). 
Un mecanismo liviano adherido a la parte inferior del plano inclinado ejerce una fuerza f¿ en la dirección de q, 
haciendo que m oscile según q = qo + B sen (uzt + 52). Se trata de determinar las expresiones requeridas 


de f y fa- 
En este sistema, 
T = KM, +4M + 41/92 + mja2 + jm(9? — 2xq cos 0) 
Por tanto, 
(M, +4M+4l/12+m)2—mqcoso = Fo =f y "m(9— cos 0) + k(q— q0) — mg seno = Fa =L 


En el caso de los movimientos supuestos, % = —0 2 y q= —02 q. Por último, 


Í 


fa = mlujx coso — w3q) + k(q— q0) — mg seno 


—0 (M, + 4M + 41/22 + mjx + meuzq c08 6 


Naturalmente, f y fa pueden escribirse en función del tiempo. 
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Ejemplo 13.4. YA 

En la figura 13-4 una masa puede deslizarse 
libremente a lo largo de una varilla lisa inclinada, 
sostenida rígidamente sobre un carro, cuya masa 
total es M. El carro puede moverse libremente a 
lo largo de una pista recta horizontal. Por aplica- 
ción de las fuerzas apropiadas, el carro puede su- 
poner un tipo cualquiera de movimiento horizon- 
tal, al mismo tiempo que m puede moverse de 
una manera arbitraria a lo largo de la varilla. El 
sistema tiene dos grados de libertad y por tanto ¡ 
se requieren dos fuerzas controladas independiente- EN 
mente. Algunas de las formas posibles de aplicar Fig. 13-4 
las fuerzas impulsoras se indican por fi, f2 y fa. En la figura, un pequeño círculo dibujado en el origen de los 
vectores de las fuerzas, indica la localización del correspondiente mecanismo impulsor. 

Nótese que el movimiento prescrito puede ser producido por los valores adecuados de cualquiera de los pares 
de fuerzas, (f1,f2) (fi, f3) y (fz, fa); y en el proceso de determinar las expresiones de las fuerzas, puede 
emplearse cualquiera de los conjuntos de coordenadas (x1,s8), (x1,x) o (x, s). 





Tomando las coordenadas (x, s), 
T = HM+b2m)s? + ¿m(1+b2)x? — mb?zs 
donde, como puede verse en la figura, b = y/xi = tanó0. Aplicando (/3.1) se encuentra, 
(M+b%m)s — mb?% — mygb = F! (2) 
m(1 +23) x — mb?s + mgb = Fe (2) 
que pueden ser aplicadas independientemente del par de fuerzas que se hayan seleccionado o del tipo de movi- 
miento que se haya supuesto. 
Si actúan fi y fe, Fí = fi— fe (nótese que el 'mecanismo que ejerce la fuerza fz, empuja hacia ade- 
lante a m y hacia atrás el carro) y Fí = fa. Así, por (1) y (2), 
fa. m(1+0b2%)x% — mb?s + mgb (4) 
Hasta este momento no se ha especificado el tipo de movimiento. Pero naturalmente, las expresiones (3) y 
(4) determinarán f, y. fa en función del tiempo, para cualquier tipo de movimiento que se desee suponer. 
Si se supone que fi,fz y fa actúan simultáneamente, el número de -ecuaciones es insuficiente para hallar 


valores independientes para cada una de las fuerzas. Sin embargo, las tres fuerzas aparecerán en F/ y Ff de 
(1) y (2). Así, si se especifica una de las fuerzas, las otras dos podrán ser halladas. 


Ejemplo 13.5. 

Considérense las fuerzas requeridas para producir un movimiento determinado para m con respecto al 
marco X2,Y2 de la figura 2-21, para rotaciones arbitrarias de D, y Daz. 

Por la ecuación (2.31) se concluye que 


T = ¿mí? + r2a? + [286, sen (02 + a)]r + [272(0, + 09) + 286,1 cos (92 + a)]a 
+ [r2(6, + 692 + 28r5,(6, + 62) cos (07 + a) + 8262] 


Para rotaciones especificadas de D, y Da, ó, y 02 pueden ser remplazadas por funciones de t. (Por ejemplo, 
suponiendo 0; = dot + Jat? y 02=A sen (wt + 5), se tiene, 01 = 9) + at y 02 = Auwcos (wvt + 3). Por 
tanto, es evidente, sin entrar en mayores detalles, que la aplicación de (13.1) conduce de inmediato a las expresiones 
de las fuerzas requeridas para dar a m el movimiento deseado con respecto a X2, Y2 (por ejemplo f, aplicada 
en la dirección de r, y f, en la dirección en que « aumenta). (Véase el problema 13.5.) 

Nótesé la facilidad con que este método tiene en cuenta completamente las rotaciones de D, y Da2 en 
las expresiones de las fuerzas requeridas. Resulta claro que una extensión del procedimiento descrito conduciría a 
las expresiones de las fuerzas requeridas para hacer que las particulas o los cuerpos rígidos de un sistema bien 
complejo, se muevan de una manera arbitraria con respecto a los ejes X2,Y2 y Z2, adheridos a Dz. 


(1) 


13.4 Equilibrio de un sistema. 
(Caso especial del problema general tratado en el numeral 13.2.) 


El tema del equilibrio trata las fuerzas requeridas para mantener los objetos en reposo, 
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casi siempre con respecto a un marco de referencia estacionario, y en ocasiones con respecto a 
un marco en movimiento o con restricciones móviles. Obviamente, esta materia es un caso 
especial del que acaba de analizarse, con la condición de que ciertos, o todos los movimientos, 
sean permanentemente nulos. Pueden presentarse dos tipos generales de problemas: (a) si se 
conocen las fuerzas que actúan sobre el sistema, se trata de determinar si éste permanece 
en equilibrio y en tal caso, hallar los valores de las coordenadas para los que se cumple la 
condición de equilibrio; (b) hallar las fuerzas requeridas para sostener las masas de un sistema 
en ciertas posiciones determinadas. Además, en cualquiera de los dos casos, es posible que se 
deseen determinar las fuerzas de restricción. 


Ecuaciones de Lagrange para condiciones estáticas: Suponiendo coordenadas móviles, o 
restricciones móviles, o las dos condiciones simultáneamente, T tendrá la forma (véase la 
ecuación (2.55) 




















Tr = > A,9,4, sE 2 B,ó, +C 
. 0 —_ a . ; 
Así — = 2) 4,0, + B, y además 
0q, í=1 
d /oT _ Sd ñ e si d 
Como en generál, B, = B,(q1,q2,...,Qn;t), 
d oB, . ob, . oB, e oB, 
qe (B,) aq + + 99, 4, is aq, + + ot (2) 
a E EST e EST 9C 
Además, 4, = 2 2 EN q;9, + 2 3, q, + 99, (3) 


Si se supone ahora que todos los valores de q y G son iguales a cero, por (1), (2) y (3) se 
concluye que (13.1) se reduce a 





oB, 9C , 

A Es = F. + F 13.2 

ot oq, ae ls a 
que, ya que r=1,2,...,n, representa n ecuaciones diferentes. 


La relación (13.2) es un instrumento general muy poderoso. Envuelve casi completamente 
el campo entero del equilibrio (“estática”) en forma compacta. Naturalmente, la ecuación es 
válida aun cuando el marco de referencia, las restricciones, o ambas, están en movimiento. 
Puede emplearse cualquier tipo de coordenadas. La mayor parte de los principios “elementales” 
usuales y los métodos de la estática, que frecuentemente reciben atención considerable en los 
textos intermedios, quedan incluidos automáticamente en (13.2). Además, la expresión es 
de aplicación sencilla. 


Aspectos importantes sobre la aplicación de (13.2): 


(a) En una expresión cualquiera de T, los términos B, y C se reconocen con facilidad. (Son 
iguales a cero si no hay coordenadas móviles ni restricciones móviles; véase la expresión 
(1), del ejemplo 13.5.) 


(b) Fa, y Fa, son las fuerzas generalizadas que ya se conocen y que se tratan exactamente 
de la misma manera como en los ejemplos anteriores del presente capítulo. 


(c) En general, B, y C (y por tanto 0B,/0t y ¿C/0q,) son funciones de las coordenadas y 
de t. (Véase la deducción de la relación (2.55).) Por tanto, resulta claro que las solucio- 
nes de (13.2), consideradas como ecuaciones algebraicas, determinan las fuerzas por 
conocer fi,f2,...,f,, en función de las q y t. 
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(d) Si ni el marco de referencia ni las restricciones están en movimiento, B, =0 y C =0. 


Por tanto, (13.2) se reduce a 
F¿,+Fo, = 0 (13.3) 


En este caso no se necesita tener en cuenta a T. 


(e) Al introducir coordenadas superfluas y seguir el procedimiento descrito en el capítulo 12, 
pueden encontrarse en forma explícita las fuerzas de restricción que ahora quedarán 
incluidas en F.,,. 


13.5 Ejemplos ilustrativos de problemas en equilibrio estático. 
Ejemplo 13.6. 
Con el objeto de demostrar fácilmente una idea básica, nótese que al hacer Z= Y =9=0 enel ejemplo 13.2, 
las ecuaciones (3) y (4) conducen en seguida a las fuerzas, 
f = 0 f = Mgla == Mgly 
z] MALA Y M7 LEAL 


requeridas para conservar en equilibrio la palanqueta. 
Obsérvese que los ejemplos, desde el 13.1 hasta el 13.5, servirían para ilustrar casos de estática al hacer las ace- 
leraciones y las velocidades iguales a cero. 


Ejemplo 13.7. 

Una varilla uniforme de longitud 2! y masa total M, puede deslizarse libremente en contacto con un alambre 
semicircular fijo y liso como se muestra en la figura 13-5, bajo la acción de la gravedad. Se trata de encontrar el 
ángulo € bajo el cual la varilla permanecería en reposo. F% = 0 y como puede verse, 


V = —Mgy = —Mgyl[(2R cos 0 — |) sen 6) 
Así, aplicando (13.2), 
E l+ yl 4 82R? 
F¿ = -- = My(2R(2 cos? 9 — 1) — 1coso] = 0 de donde  :cosg = —. 


¿Habrá una limitación en el valor de Y/ R? (IR < 2) 






Alambre liso semicircular, 
fijo en. el espacio 


r = 2R cos 0 

y = (2R coso — l) een 6 

2 = (2R cos 0 — ) cos a 
sena = 1-—2cos?9 
cosa = 2 1n09 cos 0 


Fig. 13-5 


. 3 
Como extensión de este ejemplo, supóngase que el alambre semicircular se mueve con aceleración constante 
a, en la dirección positiva de X; hallar el valor de equilibrio de $. En este caso se escribe 


2 = xy + 0,t + ja,t? + (2R cos 8 — 1) cos 9 y Y = (2R cos 0 — [) seno 
Por tanto, 
T = ¿Ml[(v, + a,t — 4Ró sené coso + 16 seno)? + (2R0 — 4Rósen?o — 16 cos 0)2] + $162 
en donde puede verse que 
Bo = M[(v, + azt)(l seno — AR senó cos0)] y Cy = FM(v, + a,t)2 
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Aplicando (13.2), se concluye que, (a, senó + gcos0) (4R cos0 — 1) = 2gR de donde puede determinarse 6 por mé- 
todos gráficos. Nótese que a, = 0, lo cual conduce a la misma expresión de cos 0, ya encontrada. 


El lector puede demostrar que, si se ha de sostener la varilla formando un ángulo 0, por medio de una 
fuerza f aplicada al extremo inferior, tangente al círculo en sentido horario, f estará dada por 
M(a, seno + y coso! — 4R coso) + 2MgR = 2Rf 


Nota. Es preciso tener cuidado al escribir 8W,. 


Ejemplo 13.8. 

Una partícula puede moverse libremente bajo la acción de la gravedad en el interior de un recipiente semi- 
esférico de radio R, como se muestra en la figura 13-6. El recipiente, fijo al brazo rígido de longitud !, es obligado 
a girar con velocidad angular « alrededor del .eje vertical ab. Se trata de encontrar la posición de equilibrio de la 
partícula, suponiendo que « =w= constante. 

Los ejes X1,Y, y Zi son estacionarios. El sistema X>,Y2 y Z2 se encuentra adherido al brazo. 
Por simple inspección, 

e, = lcosa + Rseno cos (a+), y Y = lsena+ Rsenesenla+ p), 27, = R—Rcoso 


de donde 
TS jm|R202 + (R?sen? 9)9? + (2lRa cos 9 sen 46 


e A . 1 
+ 2Ri(Rsento + Iseno cos 9)$ + (2 + Risento + 2IR seno cos 9)6] ll 


X2, Ya en el plano X Y, 


Xz 





X2, Y2,Z2 adherido al brazo 


Fig. 13-6 


Se observa aquí que 

Boa = miRa cos 6 send, B¿ = mRa(R sen? 4 + 1 senó cos $) C = ¿m(l? + R? sen? g + 21R seno cos ¿da? 
Para « constante, 0By/0t= 9B¿/0t = 0. Pero 

aC 


e = m(R? senó cos 6 + UR cos 6 cos pa, e = (—miIR sen 6 sen pa? 
Aplicando (13.2), —m(R? sen 0 cos 6 + IR cos 6 cos pa? = —mgR sen 6 (2) 
mlR senó senga? = 0 (3) 


Para el caso en que sen 0 0, por (3) se tiene, sen 4 = 0. Haciendo cosó4 = 1, (2) finalmente conduce a 
g tan 6 = a (Rsenó + l) que puede resolverse gráficamente con facilidad, para hallar el valor de 0. 


Ejemplo 13.9. 
Determínense las fuerzas necesarias para sostener una partícula estacionaria con respecto a D2 en el sistema 
de la figura 2-21. Partiendo de la expresión general de T, dada en el ejemplo 13.5, se observa que 
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B, = ms, sen (9, + a) (1) 
Ba = mrr(6, + 02) + me80,r cos (9, + a) (2) 
C = ¿jmir2(9, + 92)? + 286,(9, + ó2)r cos (92 + a) + 825?) (3) 


Para cualquier tipo de rotaciones especificadas, se pueden remplazar 9, 02 y 0. en (1), (2) y (3) por las funciones 
específicas de t. Suponiendo ahora, por ejemplo, que las fuerzas f, y f. actúan sobre m en la dirección de r y 
en la dirección en que a« aumenta, respectivamente, resulta claro que 


dB. «€. Ba 9C 
E dl 





determinan estas fuerzas en función de r, a y t. 


Suponiendo que 6, = at + 4b,t? y que 02 = azt + jbat?, hállense las expresiones de f, y fa en fun- 
ción del tiempo, para el caso en que « = 30”. 


Ejemplo 13.10. 


Hállense las fuerzas de reacción sobre la varilla del ejemplo 13.7, figura 13-5. Se supone que una de las fuerzas 
de reacción, f,, actúa sobre la varilla en p, dirigida hacia el centro del círculo y que la otra, f,, actúa en direc- 
ción normal a la varilla en pz. Considerando que la varilla puede moverse “libremente” en el plano X Y, 


T = ¿M(22+82) + $162 
lo cual contiene dos coordenadas superfluas. Las ecuaciones del movimiento son, sencillamente, 
MÍ =F, Mi= F, e 16 = PF, 
Por inspección, se observa que las fuerzas generalizadas son 
F, = fiseno+f,sena, F, = Mg—f,cos0—f,cosa y Fa = f¡(2R cos 0 — l) — f,l sen 6 


Suponiendo entonces que la barra está en reposo, se obtiene 


2 29 — 1 l+ V a+ 82R? 
F, = My tano, pu = Mp (1942721) y a Y 
como se había determinado anteriormente. 
Problemas pa 


13.1. Se imprime movimiento al sistema de la figura 13-7 por medio de una fuerza f, aplicada al furgón (que 
se encuentra colocado sobre una pista lisa horizontal) y un torque f¿ ejercido por la armadura del motor. 
Demostrar que para ciertos movimientos determinados, f, y fg están dados por 


f. = MZ -— mró seno — mró? cos 9 
fo = 16 — mrz senó + mgr cos9 — mrzx60 COS O 


donde M es la masa del sistema completo; J el momento de inercia total de la armadura y el brazo, con 
relación al eje de giro; m es la masa del brazo y r es la distancia desde el eje de giro hasta el centro de 
masa del brazo. 

Suponiendo una velocidad constante w para el motor y suponiendo además que el furgón se 
mueve con aceleración a en la dirección de x, hallar las expresiones para f, y fg. Repítase para el caso en 
que x = Á sen (wit + 6) y 0=0w, 


13.2. 


13.3. 


13.4. 


(a) 


(0) 


(c) 


(a) 


(b) 


(c) 
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Fig. 13.7 


Suponiendo que solamente f, y fa actúan sobre el sistema analizado en el ejemplo 13.4, hallar 
las expresiones generales de estas fuerzas para cualquier tipo de movimiento. (Respuesta. Las ecua- 
ciones (1) y (2), del ejemplo 13.4 con F¿=f, y F£= fa.) 


Repítase (a) para el caso en que actúan fa y fa. (Respuesta. La misma anterior con F/= —f2 y 
Fi=fa+ fa.) 


Repítanse (a) y (b), utilizando las coordenadas (x1, s). Demostrar que los resultados son los mismos 
ya obtenidos. 


Un mecanismo adherido a m,, de la figura 6-5, (véase el ejemplo 6.14) ejerce sobre m3 una fuerza 
horizontal f3. Por medio de dispositivos adheridos al plano fijo sobre el que descansan m, y mz, 
se ejercen las fuerzas fi y f2 sobre m, y ma, respectivamente. Suponiendo que las fuerzas di- 
sipativas debidas a los amortiguadores y a los contactos de m, y m2 con el plano son todas 
viscosas, demostrar que para cualquier movimiento supuesto por el sistema, f¡, fa y f3 se deter- 
minan por' medio de, : 


(m, +my) 2, + Mide + d,2, — a (2, +92 %2) = f, 
Ma Lo sE boto e Ao(Ly — E, — dp) = fo 


ma(E, +42) + 0192 + 0 (2, +d2— 29) = fa 


donde a, y az son los coeficientes de la resistencia viscosa en los pistones; y bi y ba son los 
coeficientes correspondientes a las bases de m, y ma, respectivamente. Nótese que se han ignorado 
los resortes que aparecen en la figura. 


Suponiendo que m. y m2 se mueven ambas con velocidades uniformes iguales hacia la derecha 
y que q2 = A + Been ut, demostrar que 


f, =. —myB senot + a70B cos ut + b,2, 
fe = —aquB cos ut + baZo | 
fg = —mgw**B sen vt + (a, + az)uoB cos wt 


Demostrar que si el mecanismo que ejerce la fuerza f2 está adherido. a m,, se debe remplazar fi 
del lado derecho de la primera ecuación por fi-— f2 y que las otras ecuaciones permanecen 
invariables. 


El disco uniforme D, de la figura 13-8, que tiene una partícula no equilibrada, de masa m, pegada a sú 
periferia según se indica, se hace girar alrededor del eje horizontal cd por un motor (que no se indica en 
la figura). El torque aplicado por el motor es 7¿. Al mismo tiempo, puede hacerse girar el eje vertical pot 
medio de una fuerza F' (torque Ty) aplicada a la manivela C. 


Ignorando el motor, demostrar que L para el sistema está dado por 
L = 3[1,4? + m(R? + y? cos? g)y? + 2Rréy seno + (Za + mr2)g?] — myr seno 
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13.5. 


13.6. 


13.7. 


13.8. 


13.9. 


a | de 


' A j Torque 7ry = FXa 






ab = recta horizontal 


Y, 


Fig. 13-8 


en donde /, es el momento de inercia del sistema completo (sin incluir a m) con respecto al eje vertical 
AB e I2 es el momento de inercia de D, con respecto al eje cd. 


Escribir las expresiones para hallar 7, y ry para cualquier tipo de movimientos que se deseen. 
Suponiendo 4 = wit +40 y Y = Yo sen (w2t + 5), donde wi, do, Yo, wz y $ son constantes, 


“hallar las expresiones de ry y Tp 


La partícula m, de la figura 2-21, se hace mover en un círculo de radio r, con velocidad angular constante 
e = wa. Suponiendo que Ó =w y 02 =2 son constantes, demostrar que las fuerzas requeridas son 
(véase el ejemplo 13.5) 


f, = —mr(w, + we + w3)? — msn C08 (ws + wug)t y fe-= msru? sen (wy + wa)t 


Un tablero plano, de masa total M y momento de inercia Í' con relación a un eje perpendicular a su 
superficie que pasa por el c.m., puede deslizarse libremente en contacto con el plano X2Y2, figura 2-21. 
Demostrar que su energía cinética está dada por T= T, + 41(6, + 92 + 63)?, donde Ti es la expre- 
sión dada en el ejemplo 13.5 remplazando m por M. En este caso, r y e localizan el c.m. y 03 es el 
desplazamiento angular del tablero con respecto a X2. 

Demostrar que la fuerza requerida para imprimir un movimiento cualquiera al c.m. es la misma 
que se requiere para una sola partícula de masa M. Demostrar que para A y 69 constantes, el torque 
requerido para dar al tablero una aceleración angular cualquiera, 68, es sencillamente / 03 


Se trata de darle a una palanqueta, un movimiento cualquiera con respecto al marco X,,Y1,Z1, de 
la figura 14-2. Describir brevemente las etapas necesarias para hallar las fuerzas requeridas, teniendo 
en cuenta la rotación diaria de la Tierra (véase el numeral! 14.8). 


La base que sostiene los discos Di, y Dz, de la figura 2-21, está localizada en el origen de coordenadas 
de la figura 14-2. Debe dársele a la partícula un movimiento cualquiera con respecto a los ejes X2 y Yz, 
indicados sobre Dz. Describir brevemente las etapas requeridas para hallar las fuerzas necesarias f, y 
fa, teniendo en cuenta la.rotación diaria de la Tierra y también las rotaciones de D, y Dz. 


Demostrar que para el caso en que ó tenga un valor constante, una fuerza, f, = mg — m02/2a, 
aplicada a m en una dirección paralela a Z, hará que esta masa se conserve siempre en el mismo punto 


del alambre. Nótese que para el caso en que 6 = V2ga, se tiene f. =0. 
Demostrar que si la fuerza se aplica en la dirección de r, f, = 2mgar — mr0?. 


13.11. 


13.12. 


13.13. 


13.14. 
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En el ejemplo 13.8, figura 13-6, las fuerzas fg y f¿ se aplican a m en las direcciones en que 0 y ¿ au- 
mentan, respectivamente. Demostrar que las expresiones de fy y f¿ que se requieren para sostener a m 
en reposo con respecto al recipiente, en una posición cualquiera (0,4) son, 


fo = mg seno — m(R sen 6 coso +1 cos 6 cos pal y fy = mia? seno 


Demostrar que para una velocidad angular constante, w, del eje vertical, figura 3-9 (véase el problema 
e a | k(l— lo) — mg cos 6 

3.14), la posición de equilibrio de m estará dada por r = a * 

Las fuerzas f.,f, y f, se. aplican a la partícula de la figura 3-16 (véase el problema 3.27). De- 

mostrar que para este sistema, C (el tercer término de la expresión general de T), viene dado por (véase 

la ecuación (14. 15)), B 


C = Imolx? + y2sen? 9 + (r +2)? cos? 9 — 2y(r + z) sen ¿ cos q] 


y por tanto, que con el fin de conservar la partícula en reposo con respecto al marco X2,Y2,Z2 (des- 
preciando la gravedad), 


f. = —mex, f, = —me?lysen2o — (r +2) sen g cos] y f, = —met[(r + 2) costó — y seng cos y] 


Un tablero (de masa total:M y momento 
de inercia / relativo a un eje que pasa por 
el c.m.) está colocado sobre un cilindro 
rugoso de radio R, como se indica en la 
figura 13-9. Demostrar que 


T= ¿MR*(9 — 0,)20? + ¿102 
(donde 60 es el valor de 6 cuando el 
c.m. está en contacto con el cilindro). De- 


mostrar que la energía potencial viene 
dada por 


V = MyR(sen 0 — (9 — 6p)- cos 6] > 


y por último, suponiendo que no hay des- 
lizamiento, demostrar que 7 es la po- 
sición angular de equilibrio. 





Fig. 13-9 


Dos barras uniformes de masas y longitudes (M,, 211) y (M 2, 212), respectivamente, se encuentran 
articuladas en un extremo y pueden deslizarse libremente en contacto con una varilla semicircular como 
se indica en la figura 13-10. Demostrar que 
V = Muyl, seno + Mygla coso — 2(M, + MygR senó cos 0 
y que el ángulo 0 para el cual se presenta el equilibrio, está representado por 
ES 2(M, + UYR CO8 0 — Mil; 
eu 2(M, + MIR sen — Mal, 


¿Cómo podrá evaluarse el ángulo 0? 


_P] pa se mueve sobre una 
ph q guía vertical fija. 





Varilla 


semicircular N 
lisa = 2R coso 
= 2R sen 6 
Fig. 13-10 Fig. 13-11 


CAP. 13] FUERZAS IMPULSORAS PARA PRODUCIR MOVIMIENTOS DEFINIDOS 291 


13.15. 


13.16. 


13.17. 


Dos varillas cuyas longitudes y masas son (L,, Mi) y (L2, M2), respectivamente, se encuentran 
articuladas en p3 como se indica en la figura 13-11. Las masas m, y m2 están sostenidas por un hilo 
que pasa sobre las pequeñas poleas p, y p2. La distancia |, = pipa y la = pap3 además, p3a = pab. 
El resorte (de longitud normal, ro) y la gravedad, son los agentes que ejercen fuerzas sobre el sistema. 
Las “patas” a y b permanecen en contacto con el piso liso. La articulación p3 se mueve sobre una guía 
vertical lisa. Demostrar que 


v = (M8; + Mos» + m,L, + moL)g coso + (mo => m)oy 
+ mag(l] + E + 21,L, — 41,1) cos? 6)1/2 + Fk[(L, —l1) cos o — e]? 


donde c es una constante. 
Escribir las dos ecuaciones que determinan el equilibrio del sistema. ¿Será posible el equilibrio para 
mi m2? 


Si se conocen los valores numéricos de todas las constantes del sistema, ¿cómo podrá hallarse el 
valor de $ correspondiente al punto de equilibrio? 


Considerando que el punto p de la figura 4-13 es una articulación esférica, supóngase que el sistema oscila 
en el espacio alrededor de la recta vertical punteada. Despreciando la masa de la varilla y considerando 
a mi, y m2 como partículas, demostrar que en coordenadas esféricas, 


T = jm,(r50? + rásen2 og?) + jma(ro + rio? + 12 sen? eg?) 
Supóngase ahora un estado de “movimiento estacionario” en el que 06, r2 y $ son constantes. 


Demostrar que los valores de rz,0 y $ correspondientes al movimiento estacionario, se determinan 
por medio de las siguientes relaciones 


mara sen2og2 = kr Yo) — Myg cos 0 (1) 
(mir? + maró) cos 0942 = (mr, + moro)g (2) 
(mir + mori)sen2og = P¿ = constante (3) 


donde P, es el momentum angular correspondiente a 4. 


Nótese que para un determinado valor de $ (el cual, por (2) debe sobrepasar cierto mínimo), (1) 
y (2) pueden combinarse para hallar los valores de 6 y-r2 correspondientes al movimiento estacionario. 


En la figura 13-12, la “partícula” de masa m se mueve en el plano X Y, alrededor de la masa fija M, 
bajo la acción de una “fuerza central”, f,, la cual actúa en la dirección de r. La fuerza f, es cierta 
función de r (no es necesariamente función del inverso del cuadrado) y se supone que no existe ninguna otra 
fuerza actuando. Lás ecuaciones del movimiento serán 


(1) my — mré? = f, (2) Poy = mr?g = constante 


donde Py es el momentum angular correspondiente a 0. 


Problema de fuerza central l 
f.= f.(r) y fp =0 

f, puede ser positiva (repulsión) 

o negativa (atracción) 





Fig. 13-12 
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13.18. 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


FUERZAS IMPULSORAS PARA PRODUCIR MOVIMIENTOS DEFINIDOS [CAP. 13 





Eliminando 6 de (1) y (2), escribiend e Fo d finalmente, sustituyendo u = 1/r 

eS y AZ), escribiendo q = dE da” mrido” ? d 
demostrar que la ecuación diferencial de la trayectoria será 
du mf, 

pl E (3 

do? Y a Piu? ) 

Suponiendo que la trayectoria es una sección cónica, r = =ÉG en donde e es la excentri- 

cidad y A es una constante que depende de las constantes del sistema y de las condiciones iniciales, 

demostrar que f, = —P?/mAr?. (Si la trayectoria es una elipse, una parábola o una hipérbola, 


depende de las condiciones iniciales; en cualquier caso f,.es proporcional a 1/r2.) 


; Y 
Si la trayectoria es una hipérbola rectangular, xy = C, demostrar que f, = E 


En el caso en que la trayectoria descrita por m fuese una cardioide, r = a(l + cos 0), demostrar 
que f, = —3P50/mr*. Trácese la órbita. 


Demostrar que para el círculo r = 2ac050, se tiene f, = —80? P5/mr'. 


Suponiendo que «+= bt (b es una constante), en el ejemplo 13.8, hallar las componentes de la fuerza 
requerida para conservar a m en el recipiente, en un punto en el cual 6 = 45” y ¿= 30”. 






| CAPITULO | 





e su rotación cotidiana « 
problemas de la dinámica 








14.1 Observaciones introductorias. 


El análisis de precisión del movimiento de una partícula o de un cuerpo rígido, con 
respecto a la superficie de la Tierra, requiere cuidadosas consideraciones sobre los siguientes 
tópicos. | | 
(a) Debido a la rotación anual de la Tierra alrededor del Sol, a su rotación cotidiana alre- 

dedor del eje polar y a los ligeros movimientos de este eje, un marco de referencia adhe- 

rido a la superficie de la Tierra no es inercial. 


(b) La Tierra no es esférica como se supone con frecuencia, sino ligeramente achatada hacia 
los polos. La superficie del “nivel del mar” se aproxima con bastante precisión a un 
elipsoide de revolución cuyo eje coincide con el eje polar (Fig. 14-1). 


Nota: Como a es muy pequeño, en 2 1 
realidad y tiene una dirección entre — Eje 
Ri y RR. Ny 






Polo |N 












Y; | Gravedad 


: La plomada determina la 
“dirección de g' que es una 
extensión de R. 






o, R, = b(1 — el cos?9,)7 12 
donde «2 = (a? — b2)/a? 







bo: geográfica 














-= Latitud 
geocéntrica, $ 


R <= Radio geográfico 







En valores geográficos 


R =a(1 8 sen? TW BS 
e 


Mw, = 7,29211 x 1071 rad/ seg 






Polo¡ S 


Elipsoide “internacional” o de referencia 


Fig. 14-1 


(c) Como resultado de esta forma, la aceleración verdadera de la gravedad, g, (debida 
exclusivamente a la atracción de la Tierra) varía en magnitud y en dirección con la 
latitud. Pero como la Tierra es prácticamente simétrica con respecto al eje polar, usual- 
mente se considera que g es independiente de la longitud. En ciertas localidades el 
valor de g se encuentra afectado por la presencia de cordilleras, variaciones en la den- 
sidad de la corteza terrestre, etc. Estas “anomalías” gravitacionales, en algunos casos 
resultan importantes. 
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(d) Debido a la rotación de la Tierra, y en consecuencia, a la fuerza centrifuga ejercida 
sobre todos los objetos, el péndulo y la plomada dan un valor ficticio de la gravedad, 
g', el cual, excepto en los polos, tiene una dirección ligeramente diferente, y un valor in- 
ferior en magnitud, con relación a g. 


(e) La forma elipsoidal de la Tierra hace deseable, aunque no siempre necesario, emplear 
valores geográficos de la latitud y el radio, en lugar de las correspondientes magnitudes 
geocéntricas. (Estos términos se definen y estudian en el numeral 14.2.) 


(f) Como se verá con claridad, las expresiones de la energía cinética no se afectan por la 
forma de la Tierra o su campo gravitatorio. Suponiendo el marco de referencia adherido 
a la Tierra, la forma particular supuesta por T' depende de w. (la velocidad angular 
de la Tierra) y de la orientación del marco, pero no de la forma de la Tierra. 

(2) Es importante tener en cuenta que en la determinación de las fuerzas generalizadas 
que incluyen la gravedad, debe emplearse la g verdadera y no g' (véase el numeral 4.5). 

(h) La rotación anual de la Tierra alrededor del Sol, normalmente se ignora excepto en los 
estudios relacionados con satélites. El movimiento del eje polar es completamente des- 
preciable. Las anomalías gravitatorias dependen de las condiciones locales y deben 
determinarse experimentalmente en el sitio. Por tanto no se incluyen mayores análisis 
de estos tópicos. Además, no sevhace ningún intento para analizar los efectos de “forma 
de pera” de la Tierra, ni de las demás ligeras desviaciones de su forma con respecto a 
la de un elipsoide de revolución. Si tales distorsiones existen, son en realidad muy pe- 
queñas. En las referencias del numeral 14.5, véase la página 79 de la referencia (1) y la 
página 286 de la referencia (12). 


14.2 Consideraciones sobre la forma de la Tierra. Latitudes y radios geocéntricos 
y geográficos. 


A través de los tiempos, la acción combinada de la gravedad y de la fuerza centrífuga 
han dado a la Tierra su forma prácticamente elíptica. Mediciones hechas con precisión, 
junto con consideraciones teóricas, demuestran que la superficie media del nivel del mar de 
la Tierra se aproxima con mucha precisión a la forma de un elipsoide de revolución (deno- 
minado elipsoide de referencia o esferoide de referencia) generado por la rotación de la elipse 
Ri; = b(1 — e cos? 9,)-1/2 (véase la figura 14-1) alrededor del eje polar, en donde e? = 
(a? — b?)/a?, a es el radio ecuatorial, b es el radio polar y R, y $, se miden como se 
indica y se denominan radio y latitud geocéntricos, respectivamente. 


En el estudio de muchos problemas (pero no en todos) el marco adherido a la Tierra, 
X1, Y, Zi, indicado en la figura 14-1 y en la figura 14-2, resulta muy conveniente. Y, es 
tangente al meridiano que pasa por O, y extendido cortaría al eje polar. Z, es perpendicular 
a la superficie (normal a la superficie del agua en ese punto) en O,. Extendida hacia atrás, 
la recta Z, corta al eje polar en el punto O. X, es normal al plano Y,Z¡ y está diril- 
gido hacia el oriente. 


Ahora, R, definido por la recta Oz0,, se denomina radio geográfico y $, medido 
según se indica, es la latitud geográfica. (En ocasiones se utiliza el término geodésico en lugar 
de geográfico.) Se observa que en el ecuador, $, = % y Ri, = R, pero en general, existen 
diferencias significativas entre los valores geocéntricos y geográficos. Las relaciones entre 
estas magnitudes se verán en el numeral 14.4 (véase la tabla 14.1). 


14.3 Aceleración de la gravedad sobre la superficie de la Tierra o cerca de ella. 


Como ya se ha mencionado, es conveniente tratar dos valores distintos de la gravedad, 
los cuales varían en magnitud y dirección con la latitud, pero son independientes de la lon- 
gitud: (a) el valor de g “verdadero” debido únicamente a la atracción de la gravedad de la 
Tierra (cuyo valor se determinaría por un péndulo y una plomada, si la Tierra no estuviera 


CAP. 14] EFECTOS DE LA FORMA DE LA TIERRA Y DE SU ROTACION COTIDIANA 295 


en rotación), y (b) un valor ficticio, g', igual a la suma vectorial de g con la fuerza centrífuga 
por unidad de masa, (w2?Rcos $), debida a la rotación de la Tierra. La magnitud que 
puede medirse en el laboratorio, con un péndulo simple y una plomada, por ejemplo, es g”. 


Es de importancia que, ignorando las anomalías, g', es normal a la superficie del elip- 
soide de referencia (normal a la superficie del agua en reposo) y tiene la dirección del eje Z,, 
de la figura 14-1, en tanto que g se inclina ligeramente hacia el norte en el hemisferio norte, 
en un ángulo «, con respecto a Z¡. Suponiendo que la Tierra es simétrica con respecto al 
eje polar, tanto g como g' están en el plano Y,Z; (el plano del meridiano). Como podrá 
verse, las expresiones (14.11) que relacionan a g con g', se pueden obtener fácilmente. 


14.4 Fórmulas de cálculo y algunas constantes. 


Para conveniencia en el estudio de los problemas especificos, se incluyen las siguientes 
constantes y fórmulas de cálculo. Se han tomado de las referencias mencionadas en el nu- 
meral 14.5. En cada uno de los casos se indica la referencia especifica y el número de la 
página correspondiente. La anotación utilizada está de acuerdo con las figuras 14-1 y 14-2. 


Radio ecuatorial, a = 6.378.388 metros. Referencias: (2), página 334; (5), página 2. 
Radio polar, b = 6.356.912 metros. 


Achatamiento (o “elipticidad”), f = (la — b)/a. f = 1/297,0 = 0,0033670. Referen- 
cias: (1), página 52; (5), página 25. 


Velocidad angular de la Tierra con respecto a las estrellas fijas, w. = 7,29211 X 
1075 rad/seg. Referencias: (11), página 132. w? = 5,3175 X 107%, wa = 3,392 cm/seg?. 
El elipsoide de referencia puede escribirse en función de los valores geocéntricos como, 


Ri = b(1-— € costo)? (14.1) 
donde el cuadrado de la excentricidad es «e? = (a? — b?)/a? = 0,00672267. Referencia 
(5), página 3. Nótese que 1 — e? = b?/a? = 0,99327733. 

El radio geocéntrico, R,, en función de la latitud geográfica, P, es 
R, = 6.378.388(1 — 0,003367003 ser? + + 0,000007085 sen? 29) metros (14.2) 


Referencia: (1), página 53, ecuación (3.53a). La ecuación (14.2) se denomina elipsoide inter- 
nacional. 


Otra expresión de R, es 
Ri = 6.378.388(0,998320047 + 0,001683494 cos 2% — 0,000003549 cos 44 + - - -) metros (14.3) 
Referencia: (4), parte ll. 
El radio geográfico, R, en función de la latitud geográfica $ es, 
R = a(1-— ¿sen? 9) 12 (14.4) 
Referencia: (8), página 101, ecuación (90). En forma completa, 
R = a(1 + ¿ésento + désento +++ -) 


Utilizando la relación sent = sen? — 1 sen? 24 y sustituyendo los valores numéricos 
R = 6.378.388(1 + 0,003378283 sen? + — 0,000004237 sen? 29) metros (14.5) 
Relación entre + y 4,. Referencia: (8), página 98, ecuación (82). 
a? 
tano = pa tan $; (14.6) 
La diferencia, $ — +,, en segundos, en función de 4 es 


$ — $, = 695,6635 sen 246 — 1,1731 sen 44 + 0,0026 sen 62 (14.7) 
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Referencia:. (5), página 26, fórmula (20). O, en términos de +$,, 


$ — €, = 695,6635 sen 24, + 1,1731 sen 48, + 0,0026 sen 69 , (14.8) 
Referencia: (5), página 26, fórmula (23). 


La gravedad, g', en función de la latitud geográfica $ (determinada por un péndulo 
en la superficie del elipsoide de referencia), .es : 


g' = 978,049(1 4 0,0052884 sen? $ — 0,0000059 sen? 24) (14.9) 


Aquí, 978,049 es el valor de g' al nivel del mar, en un punto localizado en el ecuador, en 
cm/seg?. La expresión (14.9) es la fórmula internacional de la gravedad. Referencia: (1), 
página 53, ecuación (3.53b); además, (11), página 132, ecuación (15). 


La gravedad, g;, en un punto de altura h por encima del elipsoide de referencia, es 
Ex = 8' — (0,30855 + 0,00022 cos 24 — 0,000072 h)h (14.10) 


donde g', dada por (14.9), se toma en cm/seg? y h, en kilómetros. Referencia (4), parte Il; 
además (3), página 105, ecuación (5.13). 


Gravedad verdadera, g, en función de g', sobre la superficie de la Tierra. Nótese que g' 
puede considerarse como la suma vectorial de g y el término centrífugo, w2R cos $. 
Por tanto, por la figura 14-1 se concluye que 


gsena = wRsendcosó, YC0Sa = Y + w2R cos? 9 (14.11) 


En el ecuador, En los polos, 
Ri + | 
6.378.388 = a 6,373,053 6.367.695 6.362.315 6.356.912 = b 
R 
6.378,388 6.383.755 6,389 135 6.394 529 6.399.936 
978,049 979,338 980,629 981,924 983,221 
en en 981,441 981,883 982,326 982,773 983,221 
a 
en cm/seg? 
Q 
en minutos 
$-—¿ 
en segundos 
R — Ri 
en metros 


a—R; 


en metros 



















Cantidades importantes para el estuuio del movimiento 
cerca de la superficie de la Tierra. 


Tabla 14.1 
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donde a es el ángulo entre g y g'. Así, (véase el problema 14.33,) 


sen 29 
= 2 AS 
tane = delR S FazR E) (14.12) 
Además, g? = (g”+«*R cos? 9)? + (u2R seno coso)? o sea 
yg? = g? + w2R cos? p(29' + w2R) (14.13) 


Aceleración en cm/seg? 


a en minutos de arco 


Variación de g,£' y « 


con la latitud geográfica, + 





Latitud geográfica 


Gráfica 14.1 
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14.6 Energía cinética y ecuaciones del movimiento para una particula en 
diversos sistemas de coordenadas. Marco de referencia adherido a la 
superficie de la Tierra. 


Las deducciones siguientes ilustran: bien ciertos principios básicos de la dinámica y 
las expresiones resultantes son convenientes para la solución de una gran cantidad de pro- 
blemas. : 


A. Considérese el marco de la figura 14-2 X,Y¡Z¡, rígidamente adherido a la Tierra 
con el origen en O,. Y, es tangente al meridiano, Z, es la extensión del radio geo- 
gráfico, R, (Z, es normal a la superficie del elipsoide de referencia, O¡), X, es 
perpendicular al plano Y¡Z, y está dirigido hacia el oriente. Los ejes X2, Y2 y Zz 
con el origen adherido al eje de la Tierra en O2, no giran, permanentemente están 
dirigidos hacia las mismas estrellas fijas. Se considera aquí que el marco X2, Y2, Za 
es inercial. Nótese que w.t representa la rotación angular de la Tierra en un tiempo t. 
En el diagrama puede verse que 811, Bi2 y Bu13, los cosenos directores de X, con 
respecto a X2, Y2 y Za2, etc., están dados por 







B,, = —Seno,l, Bi, = C03u,t, Bi = 0 
B,, = —Send9C0Su,l, fp = —sendseno, t, f,, = Coso 
By, = COS P COS u,£, Pza = COS $ Senu,t, Byg = send 
f 
m 
y Lv = continuación de R 
Pa E A ; | 
/ o” o ¡ y | | | TT — o A 
f — 7 (Esta notación concuerda con la | R, KR I|NZ “US A 
Y figura 8-21, en donde e,=(Q,.) | | | E ba a j 
DN a 63783388 metros CO as Y ba 
| E A 
| 
| 


El marco 
X2a, Ya, Za 
no gira — 7 


Fig. 14-2 
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Nótese que la orientación del sistema X1, Y¡, Zi con respecto a X2, Y2, Za 
puede expresarse en función de los ángulos de Euler (véase la figura 8-16) donde wet = 
y — 90, 9 = 90 — $ y € =0. Por tanto, las expresiones para $ pueden ser chequeadas 
de inmediato por medio de la tabla 8.2. 


Se ve además que xo = Rcos$cos w,t, yo = Rcosd sen wet y zo = R sen bt. 
Por tanto las ecuaciones de trasformación que relacionan a x2, y2 y 22 CON x1,Y1 Y 21, 
serán 


T, = Rcosócosuat — 1, Seno, — Y Send COSu,l + 2, COS H COS w,t 


con expresiones semejantes para y2 y 22. Como se considera el marco X2, Y2, Za, 
inercial, T = ¿im(e + y? + 23). | 

Tomando las derivadas de las relaciones correspondientes a x2, Y2, y Z2 y sustitu- 
yéndolas en la expresión anterior, se obtiene finalmente, 


T = Imii+gyi+2) + mol(x y, —y,T,) seno + (Ri, +2,%, — 2,2) cos e] 


de 14.14 
+ jma?lxj + yisen?o + (R+ 2,)? cos? 9 — 2y (R +2,) sen 6 cos 9] 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange, se obtienen las siguientes ecuaciones del mo- 
vimiento: , , , 
m[x, + 20,(2, cos + — y, send) — u¿2,] = Fs, 
m[Y, + 20,2, seno + ul seno((R +2) coso — y, seno)] = F,, (14.15) 
m[2, — 20,E, cos $ — u? cos P((R +2) cos + — y seno)] = F,, 


Aspectos importantes con respecto a (14.14) y (14.15). 


(a) La expresión (14.14) no tiene ninguna dependencia de la forma de la Tierra. La 
ecuación de T depende únicamente de w. y de la localización y orientación del 
marco Xy, Y 1, Zi. 


(b) Las expresiones (14. 15) tienen en cuenta la rotación de la Tierra. Como w. = 7,29211 Xx 
1075 rad/seg, con frecuencia pueden ignorarse los términos que contienen a u?. 
Sin embargo, como R es aproximadamente igual a 6,4 X 10% cm, entonces, Rw? 
es aproximadamente 3,4 cm/seg?. Como se verá, usualmente este término se 
anula, una vez que se ha introducido g'. 


(c) Suponiendo, por ejemplo, que la gravedad es la única fuerza que actúa sobre m, 
las fuerzas generalizadas de (14.15) serán F:, = MY,, F,, =mg,, y F:, =mg,, en 
donde 9z +91, Y 9., SON las componentes de la gravedad verdadera, g, (no g') en las 


direcciones de X,, Y, y Z1. Ignorando las anomalías, g está contenido en el 
plano Y¡Z,. Por tanto, F,, = 0. En la figura 14-1 se observa que F'y, = g sena 


y F:,= —gcosa. Por tanto, teniendo en cuenta (14.11), 
F,, = «¿R seno cos 9 y Fz, = —(g” + «¿R cos? 9) 


Nota. Se ha supuesto tácitamente. que g y g' son constantes en magnitud y 
dirección para cualquier conjunto de valores de x1, y, y'21. En rigor, estas mag- 
nitudes son función de x1, ys y z1 y podrían así expresarse si se requiriera este 
grado de precisión. Véase la expresión (14.10). Entonces, (14.15) se reducen a 


z, Y 20,(z, COS $ — Y, sen 9) == 0T, = 0 
Y, + 20,2, send + «2seng(z, cosó — y, seno) = 0 (14.16) 
Z, — 20,7, cos — u*cosó(z, cos + — y senó) = -—g 


Los términos que contienen w2R se anulan automáticamente de modo que R 
no aparece ya en las ecuaciones. Para un cierto valor de $, g' estará dado por (14.9). 
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(d) La expresión (14.14), ya hallada por medio de las ecuaciones de trasformación, 
puede obtenerse más fácilmente por una aplicación de las relaciones (8.4) (véase 
el problema 14.7). 


(e) Tomando a como la aceleración total de m en el espacio inercial, las cantidades 
entre paréntesis cuadrados de (14.15) son las componentes a,, a, y az de a 
en las direcciones instantáneas de X,, Y, y Zi, respectivamente (véase el nu- 
meral 3.9). Además, nótese que las ecuaciones (14.15). pueden escribirse de inme- 
diato a partir de las relaciones (9.6) (véase el problema 14.8). 


(f) Las componentes de la aceleración centrípeta y la aceleración de Coriolis, «¿R y 
2w.x1, respectivamente, se tienen en cuenta automáticamente en las ecuaciones 
(14.15). 


(g) Si la partícula m tiene alguna restricción determinada, T podrá modificarse fácil- 
mente para tener en cuenta la restricción (véase el ejemplo 14.2). 


(h) La relación (14.14) es la expresión de T para una partícula sin ninguna restricción. 
En el caso de varias partículas, se obtiene T, sencillamente haciendo la suma co- 
rrespondiente; si las partículas tienen algún tipo de restricción, pueden eliminarse 
las coordenadas superfluas de T, de la manera acostumbrada por medio de las 
ecuaciones de restricción (suponiendo restricciones holónomas). Por otra parte, 
pueden utilizarse otras coordenadas que resulten adecuadas, diferentes de las rec- 
tangulares, por medio de las ecuaciones de trasformación adecuadas, como se 
indica en los puntos B, C y D a continuación. 


Considérense las coordenadas cilíndricas, p. $ y 2, con el origen en O, figura 14-2. 
Escribiendo x, = pcoso, yy = psend y z1 = z, el lector puede demostrar que (14. 14) 
puede ponerse en la forma 
T = mpref+o 

+ Mo, [pb send + (R+2)(p cos $ — po sen $) cos $ — pz cos $ cos 9] 


+ ¿mo? [p?(cos? ¿ +sen? ¿sen? 9) + (R +2)? cos? 6 — 2p(R + 2) seng sen 9 cos 0] 
(14.17) 


Las ecuaciones del movimiento correspondientesa p, $ y z se obtienen en seguida, y 
las expresiones de las fuerzas generalizadas (suponiendo que solamente actúa la gravedad) 


son 
F, = mysenaseng, Fe = MYpSsena coso, F, = —M9YCOSa 
y que si se desea pueden escribirse en función de g”, etc. 


Siguiendo este procedimiento, resulta fácil escribir T en coordenadas esféricas (véanse 
los problemas 14.9 y 14.10). 


Considérese un marco, X', Y”, Z', (no indicado en la figura) con el origen en O,, figura 
14-2, en donde Z' es una extensión hacia arriba del radio geocéntrico, R1; Y' se extiende 
hasta cortar el eje polar y X' es perpendicular al plano Y'Z' y está dirigido hacia el oriente. 
Nótese que el plano X'Y' no es tangente a la Tierra en O, y que g' no tiene la dirección 
de Z'. 

Utilizando valores geocéntricos, tanto T' como las ecuaciones del movimiento tienen 
exactamente la misma forma que en (14.14) y (14.15), respectivamente, en donde Fi y 
$, remplazan a R y a 9; y además, x', y' y 2' remplazan a xi, yy y 21. Nueva- 
mente, por ejemplo, suponiendo que solamente la gravedad actúa sobre la partícula, 


F; = 0, F,y = —mysen(9—%,—a), Fs = —my cos (6 — $, — a) 
Pero gsen(6-9,—a) = g sen(6—+9,)— ui, send, coso, 


gcos(p-%,—a) = g'cos(p—0,) + ?R, costo, 
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Así, las ecuaciones del movimiento finalmente toman la forma, 


TE + 20,(2 cost, — y send) — ula” = 0 
Y + 20,1' send, + u2seno (2 cosó, - y send) = —Y sen(9-9,)  (14.18)' 
Z' — 2u,1'Co39, — u2coso (2' coso, — y sen?) = —g'cos(b—5,) 


Nótese de nuevo, que los términos que contienen a w2R,, se anulan automática- 
mente. 


Es importante recordar que para cualquier tipo de fuerzas que actúen, las fuerzas 
generalizadas se determinan en la forma acostumbrada, ignorando la rotación de la 
Tierra. (Véase el numeral 4.5.) 


D. Considérese el marco Xi, Y¡, Zi de la figura 14-3. Aquí, Zi se ha tomado paralelo 
a Zo (el eje polar); X, está en el plano del meridiano, y Y, es perpendicular al plano 
X¡Z,, según se indica. En función de x1, y y z1 relativos a este marco, la 
energía cinética T, para una partícula única, estará dada por (ignorando un término 
constante) 


T = jm[xi+ y +2 + (2 +4 )02+ 20, (2,9, 4,2) + 2Ro,(%,0, +Y,) coso] (14.19) 






g' en la dirección de R 


La Tierra elipsoidal 


) eje de dirección 2 






eje de dirección —— 
fa / Xy 


Fig. 14-3 


El lector debe demostrar que (14.19) puede obtenerse por medio de la aplicación de las 
relaciones (8.4). 


Las ecuaciones del movimiento de m son, 
m(%, — 202-290, — Ru cose) = F., 
MY, — Y 02 +20,2,) = Fy, (14.20) 
mz, = F,, 


Fs,» F,, y F,, se determinan teniendo en cuenta la gravedad y cualquier otra fuerza 
que se haya aplicado a m. Pero, igual que antes, debe emplearse g (formando un ángulo 


a con R) (véase el problema 14.25). El lector debe demostrar que (14.20) se sigue di- 
rectamente de las relaciones (9.6). 


E. Coordenadas esféricas con el origen en el centro de la Tierra. Los ejes X1, Y, y Zi, 
de la figura 14-4, con el origen en Oz, se hallan adheridos a la Tierra. Utilizando las 
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coordenadas esféricas r, 6 y $ medidas según se indica y teniendo en cuenta que 
0 + $, = 90", se concluye que 


T = jm[? + 18] + ($ +0,) costo] (14.21) 


ra rd 
d > r,9,, (ust + 4) 





La Tierra elipsoidal 


PA A 
a 





eje de dirección e X, El marco Xi, Y1, Za 
fija A Lg : »” We está rigidamente adherido 
* a la Tierra. 
Fig. 14-4 


que puede aplicarse al movimiento cerca a la superficie de la "Tierra, o también a pro- 
yectiles de largo alcance. Nótese que g no es paralelo a r y disminuye con la altura por 
encima de la superficie de la Tierra (véanse las ecuaciones (14.9), (14.10) y (14.11).) 


La relación (14.21) es igualmente aplicable al movimiento de satélites. Sin em- 
bargo, en este caso, las fuerzas generalizadas F,, Fs, y F¿, deben determinarse por 
medio de expresiones exactas para las componentes de g a distancias relativamente 
grandes de la Tierra (véase ejemplo 14.12.) 


14.7 Energía cinética, T, para una partícula; marco de referencia en movimiento 
con respecto a la superficie de la Tterra. 


Los siguientes ejemplos sirven para ilustrar la técnica general. 


(a) Un carro de ferrocarril se mueve en el plano X,¡Y, de la figura 14-2, a lo largo de un 
carril recto que forma un ángulo f con respecto a X.. Un marco rectangular X, Y, Z, 
se encuentra adherido al carro con el eje X paralelo al carril y Z paralelo a Z,. Repre- 
sentando por S la distancia desde O, "hasta el carro, las relaciones de. x1, y: y 1 
con x, y y 2, son 


11 = ScosB +xcosf6 — ysenf, Yi = Ssenf + tsenf + y cos $ y %1=2 


Eliminando x1, x1, etc., de (14.14), se obtiene 


T = iAm[((S+2)? +92 +2] + mo, [U(S + 2) seno — y(S + £) seno 
+ cos o((R + MS cos B + 2 cos f — ysen B) — (S cos f£ + x cos 8 — y sen 8)2)] 
+ Iimu?[(S cos B + x cos f — y senf)? + (S senf + esen £ + y cos 8)?sen? + 
| qn 2(S senf + tr senf + y cos B)(R +2) seno coso + (BR +2)? cos? $] 
(14.22) 
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Puede suponerse que S varía de una manera arbitraria. Las ecuaciones del movimiento 
de Lagrange, naturalmente, tienen en cuenta la rotación de la Tierra así como el mo- 
vimiento del carro. (Nótese que el movimiento supuesto para el carro está contenido en 
el plano X,Y, y no sobre la superficie de la Tierra.) 


(b) Considérese una expresión para T en coordenadas relativas a una plataforma rotatoria 
colocada en O, figura 14-2, con el eje de giro en la dirección de Z;. Un marco X, Y, Z, 
con el eje Z en la dirección de Z,, está adherido a la plataforma. Su desplazamiento 
angular, $, se mide entre X, y X. En este caso, 


Yi = XCOSB— ysenfB, Yi = TsenBH+YyCOosfB, 21 = 2 


Eliminando %1,Y1,213 %1,Y1 y Zi de (14.14), puede hallarse a T expresada en función 
de 2,y,2, etc. 
Sin embargo, empleando las relaciones (8.2), se puede escribir de inmediato, 


. 


T = jmi(0o,, +2 +02 09) + (0, FY Ho 2 0,2)? + (07, +240,Y—0,8)] (14.23) 
donde el lector puede demostrar que 


—Ro, senf coso, v, = 0 


0: = Fu,¿cosf cosd,  D,, 


w, COS f COS d, vw, = B+u,seng 


2 


w,Sen [ COS ?, w 


Este método es menos pesado y monótono que el sugerido antes. 


14.8 Movimiento de un cuerpo rigido cerca de la superficie de la Tierra. 


Al describir este problema se utiliza la notación y el método presentado en el numeral 
8.10. Será conveniente que el lector repase este numeral. En realidad, el estudio siguiente 
es sencillamente un caso especial del análisis más general indicado. 


Los ejes X1, Y, y Zi de la figura 14-5 representan los mismos ejes de las mismas de- 
nominaciones de la figura 14-2, En este caso, we corresponde a 2, de la figura 8-21. Se ve 
entonces que Q¡, = 0, L1, = w¿cosé y Ni. = we send. Además, L, = Y sen 0 sen $ + 
Ó cos $, etc. (Véanse las relaciones (8.11).) Por tanto, las componentes de la velocidad an- 


gular del cuerpo, L:iotay, en el espacio inercial, en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, 
X, Y Z, están dadas por (véase (8.14)) 


m.  = y send seno + Ó cos 4 + 4,30, COP + a,30, Send 


¿send cosg — Ú seng + ayy, COSP + aw, Send (14.24) 


$ HE y cos O + A%gu¿COSP + aya, Seno 


donde «1, 12 y «13 son los cosenos directores del eje X, fijo al cuerpo, con respecto a 
X1, Y, y Z¡, etc. Estos pueden escribirse en función de los ángulos de Euler, 0, y y 4, 
por medio de la tabla 8.2. 
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Qiotar es la velocidad angular total del 
cuerpo en el espacio inercial. w,, w, y w, 
son las componentes .de Leto en las direc- 
ciones instantáneas de los ejes fijos al cuerpo, 
X, Y y Z. 


Vertical 


Y, Norte 


A O RO EI 















u EN PE PLA Xi, Y, Zi está fijo a la superficie de la 
e Tierra a una latitud +. 
X”, Y”, Z' permanece paralelo a X,, Y,, Z,. 


pe 
e a 
ae ey 


Po 
ee 


A | 
e An o o a «. «a a a em 
> e Yi 


Movimiento de un cuerpo rígido cerca a la superficie de la Tierra 


Fig. 14-5 


Según las ecuaciones (8.4), se encuentra (véanse las ecuaciones (8. 15)) 
Y, = de dá e T, +02, id = 0,39, 0 $, daa) 

0 = Y, Fo¿T, Send, 0% = 2, — 0%, COSO 
Suponiendo ahora, para simplificar, que O está en el c.m. y remplazando (14.24) y 
(14.25) en (8.10), se obtiene la expresión adecuada de T', de donde se siguen las ecuaciones 
del movimiento en forma inmediata. Las fuerzas generalizadas originadas por la gravedad 


y por cualquier otro tipo de fuerza que se haya aplicado, se obtienen en la forma usual. 


14.9 Ejemplos ilustrativos específicos. 

A menos que se especifique algo distinto, en los ejemplos que siguen se supone que g y £g' 
permanecen constantes en magnitud y dirección en toda la región recorrida por la partícula 
y sus valores son los que pueden calcularse en el origen de los ejes. En rigor esto no es exacta- 
mente cierto, pero en caso de que la precisión requerida lo exija, pueden hacerse correcciones. 


(Véanse las ecuaciones (14.9) y (14.10).) 


Ejemplo 14.1. Determinación de la dirección de la plomada. 
Suponiendo que la plomada 'se halla en reposo en el punto O,, de la figura 14-1, se hace 2%,=2%,=%,=0, 


etc., en (14.15) y se encuentra 


F, =0 F, = mu¿R sen+ coso, F,, = —muw?R cos? (1) 


Si se toma la masa de la plomada como una partícula libre, 


Fo, = 0, Fr, = mg sena, Fa, = Tr— MY COS a (2) 


donde a es el ángulo desconocido existente entre g y la dirección de la plomada y 7 es la tensión de la cuerda. 
La relación 7 = mg' define a g'. Entonces, por (1) y (2), 


g sena = wuR senécosh, geosx = g' + uéR costo 
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que son las mismas relaciones (14.11). Así, «, determinado por medio de (14.2), es el ángulo al cual se inclina la 
dirección de la plomada, como resultado de la rotación de la Tierra. 


Ejemplo 14.2. Movimiento de una cuenta en un alambre liso parabólico. 


Una cuenta de masa m, puede deslizarse libremente a lo largo de un alambre liso parabólico, 2. = bxi (el 
alambre está en el plano X,Z,, de la figura 14-2) bajo la acción de la gravedad. Utilizando la relación anterior . 
y y: = 0, la ecuación (14.14) para expresar T, puede ponerse en forma adecuada inmediatamente. El lector 
puede demostrar que la ecuación del movimiento, finalmente toma la forma 


m(1 + 4b?x?) 7, + ámb?x0% — mu? (25227 cold+x) = —2mg'x1b 


Compare este resultado con la ecuación del movimiento obtenida en el ejemplo 3.2. 


Ejemplo 14.3. Movimiento de un péndulo simple en el plano XZ. 


Un péndulo de longitud /!, está sostenido de un punto en el eje Z;, de la figura 14-2, de manera que su po- 
sición de reposo está en O. Se supone que el péndulo está restringido a oscilar, sin fricción, en el plano X1%,. 
Si se indica la posición angular del péndulo por 6, la relación (14.14) se reduce a 


Tr = jmi?9? + (MueR cos $)0 coso — (Mu? cos $1 — cos 0)8 


+ mu; [Bsen2o + (R + 1— l cos 0)? cos? +] 


La fuerza generalizada es Fg = —mgl sen $ cosa. Por aplicación de la ecuación de Lagrange, suponiendo que el 
ángulo 6 es pequeño, finalmente se obtiene, $ = —(9'/1)0, que demuestra que, naturalmente, las mediciones he- 
chas con el péndulo indican g' en lugar de g. 


Si se le permite oscilar al péndulo en el plano YZ, 


T = jmi292 + jmu? [3en? 0 sen? + + (R + (1 — cos 6))? cos? $ 
— 21 seno(R + 1(1 — cos 9)) sen + cos 4] 


Fo) = —mglsen(0—a) = —ml sen0(g cos a) + ml cos e(y sen a) 


y, en el caso de que el ángulo 6 sea muy pequeño, la ecuación del movimiento, como puede demostrarlo el lector, se 
reduce una vez más a: “=— —(g'/De. 


Ejemplo 14.4. Componentes rectangulares de la fuerza Fay Í y, y fa, ejercida por los rieles sobre un carro de ferro- 
carril de masa M, que se mueve hacia el norte a lo largo de Y, con velocidad uniforme y1. 


Considérese el coche como una “partícula libre” y hágase 2%, = %, = %, =0, etc., en (14.15), obteniendo así 


e, a —2M0Y y send, Sy, = 0, fe, = —My' 


Así, los rieles ejercen una fuerza de —2Mv0 Y 1 sen + en la dirección negativa de X¡. La fuerza vertical Fe, ejercida 
por los rieles, sencillamente soporta el peso Mg', (no Mg). 


El lector puede demostrar que, si el tren se mueve hacia el oriente según la dirección de X con velocidad cons- 
tante 2, , a 

¡ f2, = 0, fy, = ?Mu¿%, sent,  f, = Myg' — 2Mu,x, cos + 
Nótese que el “peso” del coche “es”? menor en una cantidad 2Mo,£; cos +. En caso de que se moviera hacia el occi- 


dente pesaría más. Si se tiene 2, = 60 millas por hora, M = 100 toneladas y + = 45”, la pérdida (o incremen- 
to) en el peso es alrededor de 56 libras (véase el problema 14.14). 


1 


Ejemplo 14.5. Movimiento de un proyectil de corto alcance, ignorando la resistencia atmosférica. 


Suponiendo que no hay resistencia del aire, ni anomalías gravitatorias, y que g' permanece constante en mag- 
nitud y dirección en todo el espacio recorrido, las ecuaciones (14.16) pueden aplicarse directamente. Despreciando 
los términos que contienen We, se escribe 


E, + 2uo(2, cosb — Y, send) = 0 (1) 
Y; + 2o,1, send = 0 (2) 


2 — Lot, cosbh = —yg' (8) 
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Se integra una vez la ecuación (1), se sustituye x en. (2) y (3), se desprecian los términos que contienen ey, y 
weZ,, y se integran en forma inmediata las dos últimas ecuaciones. La ecuación (1) puede integrarse ahora luego 
de haber remplazado los valores obtenidos y haber despreciado nuevamente los términos que contienen a w¿. Una 
vez evaluadas las constantes de integración, las soluciones aproximadas son 


Ly = %p + Lot + orlYo send — y cos Pb)? + fu.9't3 cos (4) 
Y = Yo + Yot — wToll seno * (5) 
2 = 29 + Z2gt + J(Que%y cos + — g)t2 (6) 


donde las cantidades con subíndice cero, indican valores iniciales. Estas ecuaciones tienen las sencillas formas co- 
nocidas, excepto para los términos que contienen a w.. 


Debe anotarse además, que aparte de las aproximaciones hechas, (4), (5) y (6) están basadas en la suposición 
incorrecta de que g' permanece paralelo a Z,, para todos los valores de las coordenadas. Además, los valores de x,, 
y1 y z1 que se obtienen por medio de estas ecuaciones, han de medirse con respecto al marco X,, Y, Z,, en 
tanto que en la práctica real, la altura de un proyectil en un momento determinado, y el alcance máximo, se miden 
con respecto a la superficie curva de la Tierra. Por tanto, ur estudio más preciso y realista implicaría hacer muchas 
consideraciones que aquí no se han incluido. 


Como un medio posible de eliminar algunas de las dificultades anteriores, el lector puede considerar lo siguien- 
te. Tómese un punto de referencia p, sobre la superficie de la Tierra elipsoidal, punto que tendría una latitud geo- 
gráfica, do. Indíquese la latitud geográfica, medida con respecto a este punto, por medio de f; es decir, + = Lo + A. 
Se mide la longitud, 4, a partir de un meridiano que pasa por p. Se representa por h la altura vertical de una par- 
tícula sobre la superficie elipsoidal de la Tierra, medida esta altura según la dirección de la extensión de R geográfico. 
Sin dificultad se concluye que 


T = im(R+h? + (R+R)982 + (R+h)($+,)2 cos? (dy + 8)] 


Teniendo en cuenta que R es una función de 4 (y por tanto de $) por las relaciones (14.4) o (14.5), pueden escri- 
birse de inmediato las ecuaciones del movimiento correspondientes a 6, h y $. La aceleración g', (para valores de 
h no demasiado grandes) está dada por (14.10) y lleva: siempre la dirección de h. Las magnitudes $8, h y 4 pueden 
medirse con respecto a la superficie elipsoidal de la Tierra. 


Ejemplo 14.6. Péndulo con soporte deslizante. (Véase el ejemplo 4.4.) 


La masa m, puede deslizarse a lo largo de X',, en la figura 14-2. Suponiendo que el movimiento del péndu- 
lo está restringido al plano X,Z,, se concluye que, aplicando (14. l4)a miyma, 


T = ¿mix + 2u,2,R cost + u2x?) + jma(2? + 126? + 2%,6r cos 9) 
+ mau [(R — y cos 0)(x, + r6 cos 0) — (%, + r sen 6)76 sen 6] cos + (14,26) 
+ ¿mMou[(a, + r seno)? + (R — r cos 6)? cos? $] 
de donde (m, + mo) %, + myró cos 0 — moró? seno — muta, 


+ 2mo0¿ró sen 6 cosb — mout(x, + rseng) = F, =0 


m2, Y cos 0 + mar? o = 290,2, 7 senó cos $ (1) 
— Maui(x, + 1 senó)r coso — mau?t(R — y cos 0)r senó cos? + 


= Fpy = —Myg'rsenó — Mayu? Rr sen 0 cos? 4 


El lector puede comparar estos resultados con las ecuaciones del movimiento correspondientes, suponiendo que no 
hay rotación de la Tierra (véase el final de la página 68). 


Ejemplo 14.7. El péndulo de Foucault. b 


El análisis matemático del movimiento del péndulo esférico, de la figura 14-6, cuyo desplazamiento a partir 
de O, es siempre muy pequeño comparado con la longitud | del cable que lo sostiene, demuestra que, (a) con res- 
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pecto a la Tierra (al plano X,Y,) la masa describe 
una trayectoria elíptica rotatoria (una elipse que pre- 
cesa), y (b) con respecto al plano horizontal X Y que 
pasa por O, que gira con una velocidad angular 
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X1,Y1,Z1 
fijo a la Tierra 
como en la figura 14-2 
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— w, sen + alrededor de Oj¡s, la trayectoria descri- 
ta es una elipse cerrada con su centro en O. 


Tal análisis se indica a continuación. Si se ha- 
cen algunas suposiciones justificables, las expresiones 
y procesos matemáticos se simplifican notablemente. 


Considerando a m como “libre”, pueden apli- g' paralelo a Z, 
carse directamente las ecuaciones (14.15) y las fuer- 


zas generalizadas están dadas por 
Fa, z —r ex ¡/ 0 






| Norte ES 1 


OL 
Fy, = mg sen a — 7yy/l A (1) 3 


F, = —mycosa + r(!— z,)/l 


2] 





1 da 
LE = Y. —-* g está en el plano 
S/ o a e Y:. 
donde r es la tensión del hilo. Sustituyendo en ed 
(14.15), eliminando gsena y gcosa con (14.11) 
y despreciando los términos que contienen a wz (los 


que contienen a Ru? se anulan), se obtiene 


El péndulo de Foucault 


Fig. 14-6 


2%, + 20,2, cos b — 20.) send = —rz,/ml (2) 
Y, + Lu 4, send = —Ty¡/ml (3) 
Z, — 2,1, cos db = —y' + r(l— 21)/ml (4) 


Se supone ahora que | es tan grande comparado con la amplitud del movimiento, que para una buena aproxi- 
mación, la masa se mueve en el plano X, Y. Escribiendo entonces, 21 = 21 = 21:= 0 y despreciando 2w.X, cos $, 
(4) conduce a 7= mg'. Así, (2) y (3), se convierten en 


(5) 2 — Lady = gl y (6) Y +20, = —I'Yyl 


donde w: = w.sen +. Estas ecuaciones pueden simplificarse al referir el movimiento a los ejes X” y Y” que giran 
en el sentido del movimiento de las agujas del reloj con velocidad angular w, relativa a X¡, Y. Sustituyendo 
las ecuaciones 


Xy = £' C08w,f + y' Senuyt, Y; = —%' senoyt + y' cos wyt (7) 


en (5) y (6), multiplicando (5) por sen wit y (6) por cosw,t y sumando, se obtiene la ecuación (8) (luego de 
haber despreciado of por ser muy pequeño comparado con g'/l). Igualmente, multiplicando (5) por coswit y 
(6) por senw,t y restando, se obtiene (9). 


(8) Y + gy =0 (9) 2 +gx'/l =0 


Estas pueden integrarse de inmediato para concluir, 


a” = Asenívg'/lt+8,), y' = Bsen(vg'/lt + 8,) (10) 


donde A, B, $, y 2 son constantes determinadas totalmente por las condiciones iniciales. Por tanto, el movi- 
miento referido a los ejes en rotación será armónico simple, según las direcciones de los dos ejes, con un periodo 
p = 2 VI/g' en ambos casos. Así, la trayectoria es una elipse con el centro en O¡. 


Un observador montado en este marco giratorio podría ver la elipse anterior. Pero si el observador permane- 
ce estacionario con respecto a la superficie de la Tierra, verá girar la trayectoria elíptica con un período igual a 2x /w 1 
o sea 21 /(w, sen 9) = 24/(sen $) horas. En cualquiera de los polos, el periodo es de 24 horas y en el ecuador 
no habrá rotación. En el hemisferio norte la rotación tiene el sentido N — E— S— O, y en el hemisferio sur 
el sentido inverso. 


Para obtener resultados experimentales satisfactorios, debe seleccionarse con cuidado el tipo de soporte, s, uti- 
lizado. En la literatura se describen diversos tipos de soportes. El cable debe ser largo y la teoría (no incluida aquí) 
demuestra que el movimiento debe ser iniciado de tal manera que el área de la elipse sea tan pequeña como sea po- 
sible. Véase el ejemplo a continuación. 
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Ejemplo 14.8. /niciación del péndulo de Foucault. 


Si se aparta la masa pendular de su posición de equilibrio con respecto a la Tierra y se suelta luego, el movi. 
miento referido a los ejes en rotación seguirá prácticamente una recta. 


Para demostrar esto, supóngase que cuando t=0, x, = Ly = Yy =0 y y: = yo (desplazando la masa 
una distancia yo, directamente hacia el norte, a partir de la posición de equilibrio con respecto a la Tierra, y luego 
soltándola). Al imponer estas condiciones en (7) con el fin de hallar las condiciones iniciales relativas a los ejes en 
rotación y al sustituir estos resultados en las ecuaciones (10); se encuentra que 


y” = yocos(Vg'/Lt), xt = —yolo/P,) sen (V g/l t) (11) 


donde p = 2 VI/g' y P, es el período de rotación de la Tierra (24 horas). Como p es muy pequeño comparado 
con Py, x' será siempre muy pequeño. Por tanto, el área de la elipse es bien pequeña y el movimiento entonces se- 
guirá prácticamente una trayectoria que se confunde con el eje Y;. 


Ejemplo 14.9. Movimiento de una varilla en el plano X, Y1, figura 14-3. 


Como un ejemplo sencillo sobre el movimiento de un cuerpo rígido con respecto a la Tierra, considérese el ca- 
so de una varilla delgada uniforme de masa M y momento de inercia Í con relación al eje normal a la varilla que 
pasa por su centro de masa. 


En primer lugar se determina su energía cinética en forma directa. El c.m. se localiza por medio de x: y y:; 
y 6, medido con respecto al eje X,, determina la posición angular. Supóngase que la varilla se encuentra dividi- 
da en un gran número de segmentos pequeños, teniendo por coordenadas cada uno de estos segmentos x, y y;, y 
masa m,. Teniendo en cuenta la expresión (14.19), se observa que 


T=¿ 2 mi[x? + y? + we (a? +yó + 2 (218: — Yi2) + 2Ro, (202 + Yi) cos d] 


Pero x, = x1 + l,cosó y y, = y1 + l, senó6, donde |, es la distancia medida sobre la varilla desde el c.m. 

hasta m;,. Por tanto 2; = %s — L:Ó senó y Yi = Ys + l¡6 cos0. Al eliminar 2; Y; Li y Yi de T, realizar la 

operación de suma y recordar que 2 mil? = I, se obtiene 
To = IM[((2+g7) + ol(a+ y) + 2020/91 —Y1%1) + 20eR (2,0, + Y) cost] + ¿16 + 00,)? 


El lector debe demostrar que esta expresión se sigue en forma directa de (8.10). 


Suponiendo que solamente la gravedad actúa sobre la varilla, se observa que, figura 14-3, 
Fz, = —Mgy cos (+ — a), Ey, = 0, Fa=0 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange y las relaciones (4.11) se obtienen finalmente las ecuaciones del movi- 
miento que, después de despreciar los términos x,w? y y,w?, quedan 


%, — 24,0, + g' cos o = 0, Y, + 20,2, =0, lo=0 


g y y' están en un plano paralelo a Z, Y, 
con g' paralelo a Zi. 


Y; = Y Seng sen y 
Y = —T sen 0 cos y 
zi = rcos9 


0,yv,¿ = Angulos de Euler 
Véanse las figuras 8-21 y 14-5 





Trompo que gira con la punta fija en O,, sobre la superficie de la Tierra ' 


Fig, 14-7 
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Ejemplo 14.10. Ecuaciones del movimiento de un trompo en ur. punto fijo sobre la superficie de la Tierra. 


El siguiente ejemplo merece consideración especial, ya que sirve para ilustrar bien los principios básicos de un 
tipo de problema general (véase el problema 8.24, figura 8-33). 


Considérese el trompo de la figura 14-7 con su punta fija en O, sobre la superficie de la Tierra. Siguiendo la 
misma anotación empleada en los numerales 8.10 y 14.8, se describen a continuación las diferentes etapas para 
plantear las ecuaciones del movimiento, primero empleando los ejes fijos al cuerpo con el origen en O, y luego 
utilizando los ejes fijos al cuerpo con el origen en el c.m. (Nótese que X,, Y¡, Zi de la figura 14-7 corresponde 
exactamente al marco de la misma denominación que aparece en la figura 14-2.) 


(a) Tómense los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, con el origen en O, (la punta del trompo) y Z coincidente con el 
eje de simetría, según se indica. Se observa que 2 =Y =0 y 2 = r. Por tanto, el último término de (8.10), 
se reduce a MíVozw, — VoyWwy)r, donde vo == Rw, cos + en la dirección de X ,. Así, vo, = Rw,a21 cos $ 
y Voz = Rw¿a1¡cosd. Además L,, = I,, = I,, = 0 e IP = IP. Los valores de w,, wy y w,, están 
dados por las relaciones (14.24) y «11, etc., por la tabla 8.2. Entonces, por (8. 10), 


Tr. IMA cos?4$ + HE (0% + 03) + Ji + M(W90y — Voyz)r (14.27) 


Nótese que el primer término es constante. 


La energía potencial debida a la gravedad está dada por 


V = Mrcoso(g cosa) + Mr sen0¡g sen a) cos y 


(14.28) 
Mr[cos o(g' + v¿R cos? +) + sen 6(uÍR sen $ cos +) cos y] 


De aquí se pueden obtener las ecuaciones del movimiento en forma inmediata. 


(b)  Tómense ahora los ejes fijos al cuerpo, como antes, excepto que el origen está localizado en este caso en el c.m. 
En este caso £=Y=2Z=0 y el último término de (8.10) se anula. Los valores de w,, w,, y w, S80n los 
mismos de antes. Se tiene, l,, = I,, = L, =0 e 12 = IP. La velocidad del c.m. en el espacio inercial 
se indica por vo que resulta más difícil de expresar que en el caso (a). Utilizando, x, = rsen 0 sen y, etc., 
y las ecuaciones (14.25), el lector puede demostrar que las componentes de vo en las direcciones de X¡, Y, 
y Zi (y no en las direcciones de X, Y y Z) están dadas por 


Fu, cost + ró cos 6 seny + ry senó cosy + w¿r C0o3s6 cos + w7 Seng cos y seno 


Vz 
1 . 
Y, = TY senó seny — r0 cos 6 cosy + “,7 sen 6 sen y send (14.29) 
Me —r0 s$en9 — w,Y sen 6 sen y cos b 
Así, YA = y? ; + v, + v, podrá escribirse completamente en forma explícita. 


T = Mo + HEG+e) + Ud 


La expresión de V es la misma que en el caso (a). En consecuencia, las ecuaciones del movimiento se obtienen 
en seguida. 


Ejemplo 14.11. Fuerzas de soporte debidas a la rotación de la Tierra. (Véase la figura 9-7 y el numeral 9.12.) 


Considérese un rotor montado sobre la superficie de la Tierra en un punto de latitud +, como se indica en 
la figura 14-8. Obsérvense los detalles de este diagrama. El rotor está equilibrado estática y dinámicamente con 
relación a los ejes inerciales X,, Y, y Zi. Sin embargo, al tener en cuenta la rotación de la Tierra, este ya no 
es el caso y aparecerán fuerzas de soporte que se determinan a continuación. 
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X, Y yZ son fijos al cuerpo. Z coincide Li," E Normal a la superficie de la Tierra 
con Y. Los ejes X e Y permanecen en /X ES 
el plano X,Z,. Los ángulos de Euler, / 

0 = 90” y y = 180” YA 

(fis fa1) y (417, f2,) son las Al 


fuerzas de soporte paralelas a X e Y, 
respectivamente. 





4), Sn $ 


Í 24 A faz á dl ly 4 fi 





X 1, Y:, Zi adherido a la superficie de 
la Tierra con O, en un punto de latitud +, 
(igual que X,, Y,, Zi en la figura 14-2). 





Fig. 14-8 


La notación aquí utilizada es la misma de la figura 9-7. Los ángulos de Euler 0, y y 4 localizan el rotor 
con respecto a X¡, Xy y Zi, en donde 6 = 90” y y —= 180%. Nótese que X, Y y Z son los ejes principales 
de inercia que pasan por el c.m. y que ¿=y=zZ=0. 


Por inspección se demuestra que las componentes de la velocidad angular del rotor en el espacio inercial, se- 
gún las direcciones de X, Y y Z, son 
Ur = e sen + sen Pp, Wy = Wg¿SENPCOSH y 42 = 0 COB bh + $ (1) 
Las componentes totales de las uéraas; según X, Y y Z, son 
F, = fis+fo,— Mgcosasenó, F, = fiy+f2— Mg cosacosó y F¿ = f,+Mgsena (2) 


Las componentes de la aceleración del c.m. (el mismo origen 01) en el espacio inercial, son 


A, = —uiR costosenó, A, = —ulReostbocosp y Az = u¿R sent cose (3) 


Las ecuaciones (9.2), quedan entonces —MeR cos? ¿bsend = fix + fa, — Mgcos a sen $, etc., que 
luego de eliminar a g en favor de g” (véanse las ecuaciones (14. 11)) se reducen a 


fia Es faz = My' sen P (4) 
Fiy + fa, = My" cos 9 (5) 
f. =0 (6) 


Aplicando las relaciones (9.10), se tiene 


I, 0,9 sen $ cos $ + (1, — [Ju sen P cos é(u, cos > + $) = Talk (7) 
L,0$ sen $ seno + (1, — LJu sen Y sen e(w. cos + + $) UN faxla nr firl; (8) 
Lp + (1, —1,Joz ser? seng$ COS$ = Tm (9) 


Hallando f,, al resolver (4) y (8), se obtiene 


fi = E [Mg'la + o.$(L, —1,—1,) seno + ue (1, — 1,) sen + cos $) (10) 
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-1 
Nótese que el término EA Mg'sendó se debe al peso del rotor, en tanto que los demás términos son resultado 
1 T la 


de la rotación de la Tierra. Despreciando el término que contiene e y suponiendo que /, = [,, la anterior se 
reduce a 





— sen$ mn, 
iz LEE (Mg'la — aepl, sen >) (11) 
Si $ e [, tienen valores grandes, el segundo término puede ser considerable. Por tanto, aunque el rotor puede es- 
tar equilibrado estática y dinámicamente en una Tierra “estacionaria”, resulta algo desequilibrado en la Tierra gi- 
ratoria. 


Las expresiones para las demás fuerzas de soporte f2x, fi, y f2, se obtienen de inmediato. 
Ejemplo 14.12. Movimiento de un satélite, o proyectil de largo clcance, con respecto a los ejes X1, Y] y Zi, de 
| la figura 14-4. 


No es el objetivo de este capítulo analizar el movimiento de satélites. Sin embargo, el siguiente ejemplo, más 
bien general, se incluye con el fin de señalar algunas de las dificultades que se encuentran en un análisis detallado. 


Suponiendo que el marco X2, Y2, Z2 es inercial y aplicando las ecuaciones de Lagrange a (14.21), se ob- 
tiene 


mr — mr? — mr(g +0.) costó, = F, 
mró, + 2mrrb, + mrló + 0)? send, cost, = Fog, (14.31) 
- [mr2($ +) cost] = Fa 


cuyas soluciones expresan el movimiento de un satélite (o proyectil de largo alcance) con respecto a X¡, Y y, Zi. 
La latitud geocéntrica se expresa por $, y la longitud con respecto a un determinado meridiano se mide por 4. 
Así, en esta forma, se determina el movimiento con respecto a la superficie de la Tierra. 


Sin embargo, es imposible determinar las expresiones exactas de las fuerzas generalizadas, F., Fg,, Fy. Es- 
tas dependen de, (a) la magnitud y la dirección de g a una distancia r de O, (b) una resistencia debida a la 


atmósfera (muy disminuida a cierta distancia por encima de la superficie de la Tierra), (c) la atracción del Sol, la 
Luna y los planetas, y (d) la presión de los rayos solares. 


Si se conociera la distribución exacta de la masa de la Tierra, podría evaluarse con precisión el valor de g, sin 
embargo, este no es el caso. La resistencia atmosférica debe determinarse principalmente por métodos empíricos. 
La atracción gravitatoria del Sol, la Luna, etc., puede ser calculada. La presión de los rayos solares sobre un satélite 
puede ser estimada con suficiente precisión. 


Otro aspecto importante que debe considerarse es el siguiente. En la determinación de (14.31) se supuso que 
el marco X2, Y2, Zz es inercial, lo cual no es completamente cierto. Para obtener resultados más precisos, 
debería referirse T a un sistema de ejes que no gire y cuyo origen se encuentre en el centro del Sol. 


Problemas 


14.1. Verificar los valores de R, y g' dados en la columna correspondiente a 45” de la tabla 14.1. 


14.2, A partir de la gráfica 14.1, determinar los valores de g y g' en Washington, Helsinki, Buenos Aires y Welling- 
ton. Determinar los valores de a en cada uno de estos puntos. 


14.3. Encontrar la diferencia entre $ y %,, y el valor de a, en Cincinnati, Ohio; y en El Paso, Texas. 
14.4. Determinar la diferencia entre R y Ri, en Helsinki. 


14.5. Un péndulo simple tiene una longitud de 10 metros. Calcular su período en el ecuador y en Seward, Alaska. 
Hallar el período de precesión de un péndulo de Foucault en cada uno de estos puntos. 
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14.6. 


14.7. 


14.8. 


14.9. 


14.10. 


14,11. 


14.12. 


14.13. 


14.14. 


14.15. 


14.16. 


EFECTOS DE LA FORMA DE LA TIERRA Y DE SU ROTACION COTIDIANA [ CAP. 14 


Supóngase la Tierra elipsoidal envuelta en una esfera imaginaria de radio a (el radio ecuatorial del elipsoi- 
de de referencia). En una latitud +, = 45”, demostrar que la distancia medida sobre la extensión de 
R,, entre la superficie del elipsoide y la de la esfera es 10.693 metros. 


Obténgase la expresión de T (14.14), utilizando las relaciones (8.4). 
Escribir las ecuaciones (14. 15), por aplicación directa de las relaciones (9.6). 


(a) Verificar la expresión (14.17). 
(b) Repetir lo anterior utilizando las expresiones (8.4). 


- 


Demostrar que la energía cinética de una partícula, medida en función de las coordenadas cilíndricas p, 
é y z, con respecto al marco X1, Y¡, Z1, de la figura 14-3, es 


T = jmjp? + pig + 224 2p2w.4 + pu? + 2Rou.p sen cos $ + 2Rpwew. + $) cos $ cos $] 


Escribir las ecuaciones del movimiento. Obténganse estas mismas ecuaciones por aplicación de' (9.6). 

Si se supone que solamente actúa la gravedad, demostrar que las fuerzas generalizadas están da- 
das por 

F, = —mg sen f cos (b—a), F¿ = —mMgp cos e cos (dh — a) y F, = —my sen (P — a) 


Escribir las ecuaciones del movimiento. Utilicese g' en lugar de g. 


Utilizando las coordenadas esféricas r, 0 y q, referidas al marco X,, Y¡, Z, de la figura 14-2, veri- 
ficar la siguiente expresión de T, aplicando las ecuaciones (8.4), 


T-= jm(r2 + y282 + y262sen2 0) + mu, [r2p sen? 9 sen $ 
+ (R + 7 cos Nr send cos 4 + r0 cos 0 Cos 9 — rá sen 09 seng) cos > 
— y sen 6 cos ¿lr cos 6 — rósen 6) cos 4] + jmo? [r2 sen? 9(cos? $ + sen? ¿ sen? q») 
+ (R + r cos 6)? cos? $ — 2r sen 0 sen p(R + 7 cos 6) sent cos e] 
Una pequeña esfera está suspendida en aceite viscoso, por medio de un hilo que tiene una longitud de 10 
metros. Se le sostiene en la posición de reposo que ocuparía si la Tierra no girara. Demostrar que la esfe- 


ra, luego de ser liberada, llegará al reposo en un punto directamente hacia el sur a una distancia aproxima- 
da de 1,7 cm, si su latitud es $ = 45”. y 


Se deja caer una bola desde un punto zo del eje Z, de la figura 14-2. 20 = 100 metros, $ = 45”. 
Demostrar que llegará al suelo en t = (220 /8)1/2 er un punto x1 = 1,6cm aproximadamente, yy] = 0. 
(La bola ha partido del reposo y se desprecia la resistencia del aire.) 


Un ascensor tiene una velocidad hacia arriba a lo largo del eje Z,, de la figura 14-2, igual a 30 millas /hora, 
medida con respecto al edificio. La masa del ascensor es de 3000 libras y está localizado en un punto de 
latitud + = 45”. Demostrar que las componentes X, y Y, del empuje lateral sobre el ascensor son 


; Fe, = 13,6 “Poundal”, y en z1 = 0, y, = 0. (¿Por qué será que Fo, y mue R sen + cos +?) 


Verificar las expresiones de T del ejemplo 14.3, y las fuerzas generalizadas en cada uno de los casos estudiados. 


Uno de los bordes de un tablero liso rectangular permanece en contacto'con el eje X,, de la figura 14-2. 
Se levanta el extremo opuesto del tablero de modo que forme un ángulo 6 con el plano X,Y,. Una 
partícula puede moverse libremente en contacto con este plano inclinado, liso, bajo la acción de la grave- 
dad. Verificar las siguientes ecuaciones del movimiento | 


m2%, — 2Mu,8 sen ($ — 0) — Mutx, = 0 


m3 + meo, sen(+— 6)[2%, — w,8 sen (b—0)] = —myg' seno 
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donde s se mide sobre el plano inclinado hacia arriba. 21 = ssenó y y, = scosó. Debe tenerse cuida- 
_do al tratar de determinar el valor de F.. 


14.17. Si se coloca una masa m, sobre la plataforma de una báscula B, (localizada en algún punto sobre el ecua- 
dor) la aguja indica un “peso” igual a mg'. Se mueve ahora a B hacia el oriente sobre el círculo ecuato- 
rial con velocidad tangencial uniforme, uv, con respecto a la superficie de la Tierra. Demostrar que la pér- 
dida de peso sufrida por m es igual a m(v?/R + 2w,u); es decir, que ahora la báscula indica mg' — 
m(v? /R+ 2w.,0). 

¿Una embarcación que se mueve hacia el oriente, desplazará la misma cantidad de agua que cuan- 
do está en reposo en el agua? Considérese el caso de movimiento hacia el occidente. (Repitase para mo- 
vimiento hacia el norte, sobre un círculo máximo.) 


14.18. En un canal abierto se hace fluir un líquido hacia el norte a lo largo del eje Y, figura 14-2. Suponiendo 
que todo el líquido tiene una misma velocidad uniforme, y1, y tomando x; = y1 = zi = 0, demostrar que 


la superficie del líquido se inclina un ángulo f con la horizontal, en donde tan $ = 2v,y, sen b/g”. 
(Indicar en qué sentido se produce la inclinación.) 


14.19. Supóngase que la Tierra girara a una velocidad tal, que un objeto sobre el ecuador no tuviera peso. Pro- 
bar que para una Tierra esférica homogénea, la dirección de la plomada en cualquier punto de la Tierra 
es paralela al eje polar. Demostrar que g' = ER sen b. 


14.20. Un péndulo de Foucault, que tiene una longitud de 20 metros, está suspendido en un punto de la Tierra 
cuya latitud es + = 30?. Demostrar que su período de oscilación es 8,98 segundos y que el período de 
precesión es de 48 horas. 


14.21. Determinar las expresiones finales de T, por medio de cada uno de los métodos sugeridos en el numeral 
14.7, literal (b), y comparar con los resultados obtenidos. 


14.22. La espiral cónica del problema 3.5, figura 3-5, se coloca de manera que el marco X, Y, Z coincida con 
X1, Y1, Zi; de la figura 14-2. Teniendo en cuenta la rotación de la Tierra, demostrar que T' está dada 
por 


T = ¿Im[a*(1 + d%22) + 1]22 — mu.az[abz? sen $ — (R + 2z)(cos (bz) — bz sen (b2)) cos + 
+ z cos (bz) cos b] + mu? [a2z2(cos? (dz) + sen? (bz) sen? db) + (R + 2)? cos? 6 
+ 2az(R + z) sen (bz) sen + cos +] 


Establecer las ecuaciones del movimiento y remplazar finalmente a g£ por g'. (Véanse las ecuaciones 
(14. 17).) 


14.23. Supóngase que el eje vertical del problema 3.14, figura 3-9, está colocado en la dirección de Z, de la figu- 
ra 14-2. Plantear la ecuación del movimiento para m, teniendo en cuenta la rotación de la Tierra. Nó- 
tese que g no tiene la dirección indicada en la figura 3-9. (Véase el problema 14.11.) 


mF — mro2sen29 + 2u,wrm sen 0(cos 6 sen $ cos + — sen 6 sen $) 


— muir[(cos 6 cos + — sen 6 sen $ sen)? + sen? o cos?g] = K(l—ly—r) — mg' cos 6 


14.24. Aplicando las ecuaciones de Lagrange a (14.17), demostrar que las ecuaciones del movimiento correspon- 
dientes a p,é y 2, son 


mp — Mpf? + Mu(22 cos $ cos $ — 2pg sen $) + ma? [z sen ¿ sen + cos d 


— p(cos? p + sen? ó sen?o)] = 0 
mp $ + 2mpgH + 2mw.(p sen $ — zsen$ cos $) + Mui cos y cos b(p seng cos+ + z2send) = 0 
mz + 2Mw, 008 P(p$ sen — p cos $) + mu? cos d(p seng send — zcosd) = —mg' 


14.25. Suponiendo que solamente actúa la gravedad, demostrar que en las ecuaciones (14.20), 
F,, = —mg' cost — mu? R cos e, F, =0, F, = —mg sent 


Nótese que en la primera de estas ecuaciones, el término mu?R cos + se anula. 
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14.26. 


14.27. 


14.28. 


14.29. 


14.30. 


14.31. 


14.32. 
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Se trata de hallar las ecuaciones del movimiento de m, figura 2-21, con relación a Da, teniendo en cuen- 
ta la rotación de la Tierra. Suponiendo que los cojinetes sobre los cuales se apoya D, están unidos rígi- 
damente a la Tierra en el punto O, de la figura 14-2, y que las superficies de D, y D2 permanecen 
horizontales, demostrar que T, expresado en coordenadas polares r y a, está dada por (se hacen coinci.- 
dir los ejes X, y Y, de la figura 2-21 con los de la figura'14-2) 


T = jfm[só, +72 + 19(0,+03+a)? + 289,7 sen(07 + a) + 286,r(6, + 62 + 2) cos (9, + a)] 
+ mue[820, + r2(6, + 62 + a) + sr sen (0, + a) + 8r(29,+ 062 + a)] sen + 
+ mue[r cos (0, + 02 + a) — só, seno, — r(6, + 62 + 2) sento, + 9, +a)]R cos 
— mwiR[s sen 0, + Y sen(0, +02 + a)] send cos > 


+ jmui 1 [8 COS 0, + Tr cos (0, + 62 + a)]? + (s sen 0, + Tr sen (6, + 02 + a)]? sen? +) 


se supone que 6, y 02 son funciones conocidas del tiempo. Nótese que en el caso w. = O, esto se re- 
duce a (2.46). 


La base B de la figura 13-10 (véase el problema 13.14) está colocada sobre la superficie de la Tierra en el 
punto O,, de la figura 14-2. Supóngase que la varilla semicircular está contenida en el plano Y,Z, 
y que la recta punteada ab es horizontal. Nótese que g', y no g, es ahora perpendicular a ab. Escribir la 
expresión de T y hallar el valor de equilibrio de 0. 


El soporte B de la figura 8-12, está adherido a la Tierra en el punto O de la figura 14-2. Considérese que 
él marco X1, Y, Zi de la figura 8-12, coincide con el mismo marco de la figura 14-2, con el c.m. en 
O. Suponiendo que el disco se ha remplazado por un cuerpo de una forma cualquiera con el c.m. en O, 
demostrar que T estará dado por (véanse las ecuaciones (8. 14) etc.) 


T = jMu¿R? + Hloi+ 1 02+ Lo? — 2, 05y — 2.0900, — 21,,00,00,) 


donde wr = y senó seng + us(cos $ sen y + sen $ 008 y cos 9) cos + + w. Sen 6 sen ¿ sen p 
uy = Y seno C084$ + we(cos $ cos y cos $6 — sen ¿ sen y) cosd + w, sen 9 cos y sen Y 
Uy = ¿+ y cos 0 — We senó Cos y cos$ + w, cos 6 sen + 


Nótese que el primer término de T es constante y por tanto puede ser eliminado. Como los ángulos de 
Euler han sido aquí medidos con respecto a la Tierra, las ecuaciones del movimiento obtenidas a partir 
de T expresarán el movimiento del cuerpo relativo a la Tierra. 


Verificar las relaciones (14.29). 


El disco D de la figura 8-5, está localizado sobre la Tierra con el punto b en el origen de los ejes X1, Y1 
y Zi de la figura 14-2. El eje ab es vertical y coincide con Z,. Escribir la expresión de T' para el disco, 
teniendo en cuenta la rotación de la Tierra. Es preciso tener cuidado al tratar de hallar la velocidad del 
c.m. de D. (Véase el problema 14.28 y además las ecuaciones (8.4).) 


El giróscopo de la figura 8-18, está colocado sobre la Tierra en el punto O, con el sistema X,, Y,, Zi 
de la figura 8-18 superpuesto sobre el mismo sistema de la figura 14-2. Demostrar que (véase el ejemplo 
8.16), 
T = IMR2x costó + Hz [2 cos? $ sen2 y + wé(sen $ sen 6 + cos $ cos y cos 9)? + 92 
+ (+ 20, sen Pi sen29 + 2u, cos b(9 seny + y cos y senó cos 9)] 
+ HE + w, sen P) cos 9 + $ — (, COS P CO8 y sen 9]? 


Plantear las ecuaciones del movimiento, (a) por el método de Lagrange, y (b) por el método de Euler. 


Una plataforma rotatoria está localizada con su certro en el punto O, de la figura 14-2, y su eje de rota- 
ción en la dirección de Z,. La base A, de la figura 8-5, se halla colocada sobre la plataforma a una dis- 
tancia r medida según un radio desde el punto O, hasta el centro de la base 4. Se hace girar la plata- 
forma con velocidad angular a (no necesariamente constante) en donde a se mide desde el eje X, de 
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14.33. 


14.34. 


la figura 14-2 hasta el radio r. Los ángulos 0 y $ se miden según se indica en la figura 8-5. Se repre- 
senta por f, el ángulo formado entre la extensión de r y la proyección de 5Z (figura 8-5) sobre el plano 
X¡Y,. El ángulo y se define (de acuerdo con los ángulos de Euler) por medio de y = £ + 90”. 

Demostrar que las componentes de la velocidad angular del disco (medidas con respecto al espacio 
inercial) en las direcciones de los ejes fijos al cuerpo, X, Y y Z, están dadas por 


vz = [lo send + a + Y) sen 6 + w, cos $ cos (a + y) cos 6] seng + u, cos + sen(a + y) cos $ 
Wy = (lo, sen > + a + y) seno + wm, cos $ cos (a + y) cos 6] coso — w, cos + sen (a + y) seng 
ey = ¿+ (—, sen +2 + $) cosó — w, cos $ cos (a + y) sene 


Demostrar que las componentes según los ejes X, Y y Z de la velocidad del c.m. en el espacio iner- 
cial, están dadas por 


Vor = (cos ¿$ cos y — seng sen y cos 6) + va(cos $ sen y + sen 49 cos y cos 9) 
etc., para vo, y Voz, donde 


Vv, = weRt cos P cosa + ly seno cos y, vy = ra — wmÉR cos dh sena + ly seno senp y Y = 0 


y les la distancia b0O, figura 8-5. Nótese que ahora puede escribirse T y hallarse de inmediato las ecua- 


- ciones del movimiento para el disco. 


Remplazando la forma de R, dada inmediatamente después de (14.4), en la primera de las relaciones 
(14.11), demostrar que, luego de introducir los valores ruméricos apropiados, el valor de « en minutos 
de arco, se aproxima con buena precisión a 


a = EZ 6992 + 1,14 X 10-2sen2g) send cos $ 


Esta es una fórmula útil para hacer cálculos. 


Teniendo en cuenta la rotación anual de la Tierra alrededor del Sol, escribir la expresión de T para la par- 
tícula que se muestra en la figura 14-2, en función de x1, y. y 21. Considérense los ejes que no giran, 
con el origen en el centro del Sol, como inerciales. Además, para simplificar, supóngase que la Tierra gira 
con velocidad angular constante en una trayectoria circular de radio R, = 93 X 10% millas. Establecer 
las ecuaciones del movimiento y comparar con (14.15). Nótese que el eje polar de la Tierra forma un án- 
gulo constante de, aproximadamente, 23,5” con una normal al plano de la órbita de la Tierra. 





15.1 Observaciones preliminares. 


Las ecuaciones de Lagrange pueden aplicarse directamente a una gran variedad de siste- 
mas eléctricos y electromecánicos. Como se verá con claridad, son especialmente convenientes 
en el estudio de estos últimos. 


Las coordenadas generalizadas, velocidades, energía cinética, energía potencial, la función 
de potencia, las ecuaciones de restricción, los grados de libertad y las fuerzas generalizadas 
conocidas en mecánica, tienen todas ellas su contraparte en muchos tipos de sistemas eléctri- 
cos. Por tanto, con una adecuada selección de coordenadas y con las expresiones apropiadas 
de T, V, etc., las ecuaciones de Lagrange, para sistemas eléctricos o electromecánicos, tienen 
exactamente las mismas formas que las de la ecuación (4.9). 


Como un estudio detallado de las varias posibilidades y ramificaciones propias de este 
tema, requeriría muchos capítulos, este análisis se limita a una breve descripción de las 
facetas más importantes de la materia. 


15.2 Expresiones de 7, V, P, F, y de las ecuaciones de Lagrange, para 
circuitos eléctricos. 


A. Coordenadas adecuadas. 


En la figura 15-1, las cargas Q,, Q»2, etc., 
que pasan por las diferentes ramas del circuito 
después de un instante determinado, por ejem- 
plo t=0, constituyen “coordenadas” ade: 
cuadas. Entonces, la corriente ¿= dQ/dt = Q 
corresponde a una “velocidad” e igualmente 


Q representa una “aceleración”. Como se 
acostumbra siempre en el estudio de circuitos, 
se debe asignar arbitrariamente una dirección 
positiva para el flujo (dirección de la corriente), 
de cada una de las cargas, como se indica en 
la figura. Esto corresponde a la selección de 
una dirección positiva para cada una de las Fig. 15-1 
coordenadas. 





B. Ecuaciones de restricción y grados de libertad. 


No todas las cargas que pasan por una malla o red son independientes. En una bifur- 
cación cualquiera la suma algebraica de las cargas que a ella llegan, deben ser igual a cero 
(ley de Kirchhoff). Por tanto, el número de ecuaciones independientes en las bifurcacio- 
nes, representa esas tantas ecuaciones de restricción. Por ejemplo, hay 6 cargas diferentes 
en movimiento (6 corrientes) en las 6 ramas del puente de Wheatstone, figura 15-1. 
Para cada una de las bifurcaciones a, b, c y d, puede escribirse una de las relaciones 
e = Q1+Q2 (o bien Qs = Q1 + Q2), etc. Pero sólo tres de estas ecuaciones son in- 
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dependientes. Es decir, que tomando, Qé = Q, + Q2, Q2 + Qs = Qa y Q1 = Q3+ Qs 
como independientes, la cuarta ecuación puede obtenerse de estas tres. Asi pues, como 
hay seis coordenadas (cargas) y tres ecuaciones de restricción, el puente tiene solamente 
tres grados de libertad. 


Energía cinética. 

La energía magnética de cierta bobina de inductancia constante, M, es €= 1MQ»2 
Comparando este resultado con T =¿mvu?, la energía cinética de una partícula, M 
corresponde a la masa y Q corresponde a vu. 

La energía de dos bobinas con autoinductancias Mi1 y M22 e inductancia mu- 
tua Mi2, es 


¿€ = HM110? + 2M12Q 10» ES Mo?) 


que nuevamente tiene la forma usual de la energía cinética. En el caso más general de 
una malla que contiene s bobinas, la energía cinética eléctrica estará dada por 


Te. = 3 Y M-Q:0, (15.1) 


donde se nota que M,, corresponde a A,, en la ecuación (2.56). Las coordenadas su- 
perfluas (), pueden ser eliminadas de T,, por medio de las ecuaciones de restricción. 


Notas importantes. (a) Considérense por ejemplo, dos bobinas coaxiales (1) y (2) en 
las que se establecen los flujos $1 y 2, por medio de las corrientes ¡, e ¿2. Si existe 
alguna inductancia mutua entre ellas, parte de $, enlaza a (2) y parte de $2 enlaza a 
(1). Si, para las direcciones seleccionadas como positivas de i, e la, 41 enlaza a (2) 
en la dirección que ¿2 tiene en (2) (igualmente, $2 enlazará a (1) en la dirección de 
$1), en tal caso, Mi¡2 será positivo; en el caso contrario sería negativo. Por tanto, M,, 
puede ser una cantidad positiva o negativa. 


(b) En el estudio que conduce a (15.1), tácitamente se ha supuesto que todas las induc- 
tancias son constantes. Pero si, por ejemplo, las bobinas tienen núcleos de hierro, M1, 
Mi2,etc., dependen de los diferentes valores de las corrientes según una ley bastante 
complicada. En este caso, las ecuaciones de Lagrange no pueden aplicarse de la manera 
acostumbrada. Además, los núcleos de hierro introducen el complejo fenómeno de las 
pérdidas por histéresis. Por esto, en adelante se supone que las inductancias no dependen 
de las corrientes. Las inductancias mutuas pueden sin embargo depender de las coorde- 
nadas espaciales. 


Energía potencial. 


La energía potencial de una malla puede considerarse como compuesta de dos partes: 
las fuentes de energía (baterías, generadores, etc.) y la energía almacenada en los con- 
densadores. 


Una fuente de voltaje terminal constante, E, suministra una energía al sistema, 
EQ, en donde Q es la carga “entregada por la fuente” en la dirección de E. Asi, si se 
refiere la energía potencial al “punto” Q = 0, se escribe Ven = — EQ en donde Q se 
supone que circula en la dirección positiva de E. Nótese la gran analogía de esto con la 
sencilla relación V = —mgy de la energía potencial de una masa m debida a la grave- 
dad, en donde se toma a y como positiva en la dirección vertical hacia arriba. La relación 
anterior es válida aunque E varíe con el tiempo, según E = Eo sen wt, puesto que al 
determinar las fuerzas generalizadas, t se conserva constante. 


La energía de un condensador cargado aislado, de capacidad C, puede escribirse, 
€ =3Q2/C que corresponde exactamente a la energía de un resorte espiral, (1/C corres- 
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ponde a k). Por tanto, la energía potencial de una malla que contienen varias fuentes y 
condensadores aislados, está dada por 


Ve = 45 Qí/C¡ —- Y E:Q. (15.2) 
l 8 


donde, como en el caso de Te; se han de eliminar las coordenadas superfluas. 


Si cuando t= 0, los condensadores tienen cargas iniciales, Qo1, Qoz, etc., las 
energías correspondientes se escriben, 4(Q1 + Qo1)2/C1, etc. y si la corriente Q, 
circula en dirección opuesta a la positiva de E, entonces E,Q, debe tomarse como 
positiva. 


Fuerzas generalizadas, Fa. 


Las “fuerzas” básicas que actúan en un cir- 
cuito eléctrico pueden ser ilustradas por medio 
del caso mostrado en la figura 15-2. Aplicando 
aquí las leyes de Kirchhoff, se escribe 





E 
MQ = E- Q/C—RQ Fig.15-2 


o. 

. . 0.0 
en donde puede observarse que MQ corresponde a una “fuerza inercial” (como m2 ), 
Q)/C corresponde a la fuerza ejercida por un resorte (compárese con kx), E es la “fuerza” 

0 


aplicada por la batería y —RQ corresponde exactamente a una fuerza viscosa, como —ax. 
(Nótese que RQ es una fuerza disipativa.) 
La fuerza total generalizada, Fa,, correspondiente a Q,, puede ser convenientemente 


considerada,” como formada por (Fa,). debido a las fuerzas conservativas y (Fa,)r origi- 
nada en las resistencias. Naturalmente (Fo). = —0V/0Q.. 


Las expresiones de (Fa)rk pueden obtenerse como sigue. Cuando la carga 5Q, 


circula por R,, el trabajo correspondiente (energía disipada) es igual a ¿W, = —RQ:8Q;. 
Por tanto, para un sistema que contenga un número arbitrario de resistencias, 
3 Wiota = —(RiQ, 8Q1 + R2Q:2 502 + ::-) (15.3) 


Una vez eliminadas las corrientes y las cargas superfluas, se agrupan términos y (Fa,)r 
puede leerse directamente en (15.3). Estas fuerzas pueden hallarse a partir de (15.4a), a 
continuación. 


La fuerza generalizada total estará dada por 
Fo, = —0V/0Q, + (Fe )r 


Uso de la función de potencia. 
Las formas siguientes son útiles en muchos problemas: 
2 Q6+ (15.4) 


(a) P= ARO y (b) P=- 


La primera (un caso especial de la segunda) es aplicable en todos los casos en que, para 
todas las resistencias, 5W = —RQ 3Q. La segunda se aplica cuando la “caída de vol- 
taje” a través de una resistencia, viene dada por E = AQ? es decir, ¿W = —AQ> 5d. 
(Véase el ejemplo 15.2 más adelante.) En cualquiera de las formas, las corrientes super- 
fluas deben ser eliminadas. 





Ecuaciones de Lagrange para circuitos eléctricos. 
(No se consideran aquí partes móviles.) 
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La forma siguiente es aplicable a sistemas eléctricos consistentes de un número finito 
de inductancias, condensadores, resistencias y fuentes de voltaje “concentradas” (no 
distribuidas): 





d /0Lkr: OLE _ 
dt de ) > ¿Q, a Fa, (15.5) 


donde la función de Lagrange es Le: = Te: — Vai; y Fa, = (Far, hallado por medio 
de (15.3) o (15.4), se debe únicamente a fuerzas disipativas. Las fuerzas conservativas, 
naturalmente, se tienen en cuenta en forma automática. 


15.3 Ejemplos ilustrativos (sistemas puramente eléctricos; sin partes móviles). 
En lo que sigue no se introducen unidades específicas. 
Ejemplo 15.1. 


Considérese el sencillo circuito que se muestra en la figura 15-3. El sistema tiene sólo dos grados de libertad, 
siendo la ecuación de restricción, 


E, 





E, Mi Ci ——p 
| Q, 
Er. 
R, —¡ Q) 
E . 
Ms3s3 Bed. 9 Q, 


Supónganse inductancias mutuas entre todas las bobinas. 


Fig. 15-3 
Q, = Q2+Q3 S (1) 
Suponiendo inductancia mutua entre todas las bobinas, 
T = ¿(M,,03 + M290? + M330 + 2M 120,0, + 2M1:Q,03 + 2M210203] (2) 


Eliminando a Qs de (2) por medio de (/), la forma final es 
Tr = +[M,,01 + M3203 + MssíQ, — Q,) + 2M,2Q,Q: ES 2M,Q,1(Q, + d») + 2M200:1Q, —Q9)] (3) 


Una vez eliminado Q3, se concluye de inmediato que 


- (4,8, 00 


V 2lc,*T, | — EQ, + EQ; + Ex(Q, — Q,) (4) 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange en la forma acostumbrada, las ecuaciones diferenciales correspon- 
dientes a Q, y Q2, gon i Q 
y y 1 2 

(My1 + Mas + 2M13)Q, + (Mio — Mig — Mys + Mag) Qs + (E+ 2) Q, — Cs E, + Ej 


Fo ¡ 


.. .. 1 1 Q, eN 
(Moo + Maz — 2Mo3) Qo + (M2 — My — Mig + M2 Q, + (E+¿) Q) E Ca + Es ES Ey — Fo, 


. Puede observarse en el diagrama que el trabajo ¿W = —RQ; $Q, — Ro, 3802 — R3Q38Q3, y eliminando 
Q3 y 5Q3 por medio de (1), : . Ñ , 
y sw = [RsQ2 — (R, + R3)Q1]58Q, + [R3Q, — (R¿ + R:)Q2]50, 
o 0 Ú o o 
Por tanto, Fq, = R3Q2 — (R, +RyQ, y Fo, = R3Q1 — (Ra + Rs)Q2. Nótese que estas fuerzas generalizadas 
vienen dadas también por Fy A 9P/0Q, y Fo, = oP/9Q. en dende (véase la ecuación (15.4a)), 


PS —4[R,Q? de RQ =P R/(Q, dd 0) 


Ejemplo 15.2. 
El circuito de la figura 15-4 contiene dos tubos iguales, de dos elementos cada uno, conectados según se 
indica. Se supone que Ez está dado por AQ) en donde A y b son constantes, o sea Ez = AlQ3 * Q3 y en donde 
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1QÉ 7% indica valor absoluto. Según se indica, se aplica un voltaje externo, Ez = Eo senwt. La función de 
Lagrange para el sistema, luego de haber eliminado Q3 y Q3, es 





Ey = AJQ%-1/Q, 





S Moo 71 


R, lo, Diodos iguales 
Ez Eo, sen wt 
1P1 
Fig. 15-4 
L = ¿(M,¡0? + M22Q? + Mya(Q, — Q y)? + 2M,2Q0,Q2 


+ 2M 50 1(Q) — Q0 + 2M 22002 -Q1)] e 3Q1/C + EQ, + QyÉ, senut 


de donde pueden obtenerse las ecuaciones del movimiento en forma inmediata. Las expresiones de Fq, y Fa, 
pueden hallarse a partir de Ñ 


sw = —[R,Q, 5Q, + Ro0Q, ¿Q) + Rs(Q2 E Q1)(5Q» - 58Q),) + Al(Q, = Qy9=1 (Q, = Q1(8Q, — 8Q,)] 


El lector debe demostrar que las mismas expresiones de las fuerzas generalizadas pueden obtenerse a partir 
de una función P, la cual se forma de la suma de (15.4a) y (15.4b). 


15.4 Sistemas electromecánicos: La función de Lagrange adecuada; 
determinación de las fuerzas generalizadas. 


Un sistema electromecánico es aquel en el que la energía asociada es en parte eléctrica, 
en parte magnética y finalmente, en parte mecánica. Un galvanómetro común de bobina 
móvil, constituye un ejemplo sencillo en este tipo de sistemas. La bobina y su suspensión posee 
energía cinética y potencial “mecánicas”. La bobina y el circuito al cual se halla conectada 
posee energía “eléctrica”. A medida que se mueve la bobina, la parte que actúa sobre ella asi 
como su velocidad angular, su desplazamiento y su aceleración dependen de las magnitudes 
eléctricas del sistema, y viceversa. Por esta interrelación, el movimiento mecánico y el fun- 
cionamiento eléctrico no pueden estudiarse en forma separada. El sistema debe ser considerado 
en forma global. 


La función de Lagrange para un sistema electromecánico puede escribirse como 
L = Te. -— Ve: + Tme — Vme (15.6) 


donde T;, y V,, se expresan como ya se ha ilustrado antes. La energía cinética mecánica y la 
energía potencial mecánica se representan por Tue Y Vue, respectivamente, expresadas en 
la forma acostumbrada, en función de cualquier sistema de coordenadas espaciales q, 
q2,---»Qn,- Si, además de estas n, coordenadas espaciales, se deben tener en cuenta n2 
cargas independientes, puede decirse que el sistema tiene n = ni + n2 grados de libertad. 
La aplicación de las ecuaciones de Lagrange a (15.6) conduce de inmediato a n¡ + n2 
ecuaciones del movimiento. 


Al escribir (15.6) para un problema específico, debe tenerse cuidado en la selección de las 


unidades, de modo que todos los términos que entren en LL se expresen en las mismas unida- 
des de energía. Como se indicó anteriormente, en este capítulo no se incluyen unidades espe- 
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cíficas. Las fuerzas generalizadas (que no han sido tenidas en cuenta por los términos de la 
energía potencial en L) correspondientes a coordenadas eléctricas y espaciales, se encuentran 
en la forma acostumbrada, como se verá en los ejemplos a continuación. 


Ejemplo 15.3. 


Considérese el sistema ilustrado en la figura 15-5. La placa superior del condensador C, de masa m, está sus- 
pendida por medio de un resorte espiral de constante k. Esta placa puede moverse verticalmente bajo la acción de 
la gravedad, el resorte y el campo eléctrico entre las placas. Una característica especial de este sistema es, desde 
luego, la capacitancia variable C. 






Posición de 


E = Ey sen ut equilibrio 


Fig. 15-5 


La posición de reposo de la placa, con el condensador descargado, se representa por la línea a trazos. Supo- 
niendo que entre las placas hay aire, por conveniencia, se escribe C = A/(s — x), donde A es una constante 
cuyo valor depende del área de la placa y del sistema de unidades empleado, y s es la distancia indicada. Por tanto, 
la función de Lagrange para el sistema será 


D: = 3MQ? + Jma? + QE, senut — 4QUs — x)/A — jkzx? 


(Un término que contiene a mg, se anula.) El sistema tiene dos grados de libertad, siendo las coordenadas Q y x. 
Al aplicar las ecuaciones de Lagrange se obtiene 


MQ + Qe —x)/A — Ep senut =—RQ, mx+kx—¿0Y/A =0 


Nótese que el voltaje de la autoinductancia MQ, el voltaje a través del condensador Qís — x)/A, y la fuerza 
de atracción entre las placas 4Q2/A, se han incluido automáticamente en las ecuaciones de Lagrange. 


Ejemplo 15.4. 


Bobina (1), N, espiras por unidad de longitud 


000000 O MA 000000000 00000 9000 WD IIS 1 DO OO Y 





Pequeña bobina circular (2) 


2%) Na espiras. Q2 sale del plano 
o del dibujo 








] Mi, Bobina (1) 
y Bi campo de la bobina (1) 





e 
Q: entra al plano ¿Ml 


1 

1 

Í' La bobina (2) puede girar montada 
del dibujo 
| 


dentro del solenoide grande, R, O, 


bobina (1) Es = Ey sen wt 





SEEN 





p2 es positivo para valores de t 
ligeramente mayores que cero. 


Fig. 15-6 


Un pequeño eje perpendicular al plano de la figura 15-6, que pasa por p, está montado en cojinetes lisos (que 
no se muestran) y sostiene la pequeña bobina (2) dentro de la bobina larga estacionaria (1). Adherido a (2) se 
encuentra un resorte plano, como se indica, que tiene una constante de torsión, kR. Las bobinas se conectan a 


circuitos separados como lo muestra la figura de la derecha. Suponiendo que (1) es muy larga, puede demostrarse 
sin dificultad que la inductancia mutua de (1) y (2), está dada por 


Mio = db(rr23N,N, sen 9 


donde r es igual al radio de la bobina (2), N, es el número de espiras por unidad de longitud en la bobina (1), 
N2 es el número total de espiras en (2), y b es una constante que depende de las unidades especificas que se utilicen. 
Remplazando aquí a b(xr?)N ,¡N2 por A, se tiene 


3M,10? + 4M,,03 + F162 + AQ,Q¿seno + E¡Q; + QuEo senut — jko? 


donde Mi1 y Maz son las autoinductancias (que se suponen conocidas) de (1) y (2), respectivamente, e ] es el 
momento de inercia de la bobina (2) con relación al eje en el cual se halla montada. Se supone que para 8 == O, 
el resorte plano se encuentra en su forma normal. 


Aplicando las ecuaciones de Lagrange, se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales correspondientes 


Mi, + AQ, seno + A0Q» cosé6 —- E, = —RiQ, 
Ma20, + AQ, send + A9Q, coso — Ey senut = —RaQ» 


19 — AQ,0, coso + ke = 0 


Nótese, por ejemplo, que el término A9Q, cos U representa un voltaje inducido en la bobina (2, debido a 
su velocidad rotacional 8 en el campo magnético establecido en (1) por la corriente Q,. El término BQ,0. cos 6 
es el torque que actúa en (2). Así mismo, debe examinarse el significado de los demás términos. 


15.5 Oscilaciones de sistemas eléctricos y electromecánicos. 

Los resultados del capítulo 10 se aplican frecuentemente a la determinación de las frecuen- 
cias naturales de oscilación de sistemas eléctricos o electromecánicos, como se indica en los 
ejemplos siguientes. 

Ejemplo 15.5. 


Considérese nuevamente el circuito de la figura 15-3.' Las ecuaciones' correspondientes a Q, y Q2 pueden 
escribirse como sigue 


(M,, + My + 2M y3) Q, + (R,+ RYQ, + 6 Es 7.) Q, 


00 o Q) 
+ (M¡2 + Mz — Mys — Mi) Q2 — Ry: — T, = E, -— E; 


o0 ] Q 
(Mis + Mos — Mas — Mio) Q, — BR, — A 


+ (Moo — 2Mo3 + Maa) Qs 4 (Ro + RaQs + (+2) Q. = Ey == E, 


Utilizando “coordenadas de equilibrio” (véase el problema 15.2), estas ecuaciones toman exactamente la 
misma forma de las ecuaciones (10.7). Naturalmente, las ecuaciones pueden resolverse por los mismos métodos. 


Ejemplo 15.6. 


Considérese nuevamente el sistema de la figura 15-5 y estudiado en el ejemplo 15-3. Para simplificar, supón- 
gase que se ha remplazado el voltaje variable por uno constante, E. Es obvio que un tiempo después de haber 
conectado la batería, aun en el caso del amortiguamiento más ligero posible para la placa superior, tanto x como Q, 
alcanzan los valores constantes, xo y Qo. Midiendo los desplazamientos a partir de estos valores de equilibrio, 
es decir, escribiendo, x = x0+x1 y Q = Qo+Q,r, 


V = —E(Q.,+Q,) + H(Q0 + Q1)?ís — xy — 21)/A + jk(xp + 2,)? 
A partir de (aV/Q,)) = 0 y (90V/0x,)) = 0, se concluye que xo = 1Q5/Ak y Qo = AE/(s — 20). 


Suponiendo que Q, y x, son siempre pequeños, luego de pa (10.6), se obtiene 


Ma 3 (ES - 32) - e 0, Fl bs] 


2 
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| ; 1[1/8-x 200 
Por tanto, = M0! +5 mai — El A o) 03 - A Qe, + ka | 
de donde MQ, A e =RQ, y MX, + kx, — Lo, = 0 


que tienen la misma forma de (10.7) y pueden resolverse de la misma manera. 


15.6 Fuerzas y voltajes necesarios para producir movimientos y corrientes 
dadas en un sistema electromecánico. 


Los resultados del capítulo 13 pueden aplicarse a sistemas electromecánicos, como se 
ilustra en los ejemplos siguientes. 


Ejemplo 15.7. 

Supóngase una fuerza f, aplicada a la placa móvil de la figura 15-5, y supóngase además que Eo sen wt 
se remplaza por un voltaje desconocido, cuya naturaleza debe determinarse. Las ecuaciones generales del sistema 
son ahora (véase el ejemplo 15.3). 


MO+Qle-MN/A+RQ = E y muz+ke-— QUA = f, 1) 


Si se conoce la forma como Q y x varían con el tiempo, podrán hallarse las expresiones correspondientes de E y 
fz, en función del tiempo. Considérense los siguientes casos. 


(a) Supóngase que Q = Qo = constante y x = xo = constante. En este caso, por (1), 


E = QAls—zoQ/A y f, = kzo-— Q/24 


(b) Si se supone que x = xq = constante y q. Qot, 
E = RQ, + Qotls — 2p)/A y f, = = kxp — Q05t2/24 


(c) Haciendo Q = Qo sen (wit + $1) y x= xo sen (uzt + $2), se obtiene 


E = MQ,o, Cos (yt + $1) e cos (cy É + ¿1)[8 — Xy sen (wat AE $2)] + RQ, sen (61 6 + $1) 
2 





| Q 
fe = —meguh sen (wat + $0) + kxp sen(wuzt+ $9) — 240 cos? (w,t + 1) 


Este voltaje y esta fuerza pueden naturalmente resultar difíciles de aplicar. Además, si f, y E se aplican al azar, 
posiblemente aparezcan algunos efectos transitorios, que en el caso real podrían eventualmente amortiguarse por la 
resistencia y la fricción sobre la placa. (Véase la nota del numeral 13.2.) 


Ejemplo 15.8. 


En la figura 15-3, considérense E, y Ez como voltajes aplicados no conocidos. Escribiendo las ecuaciones 
del movimiento en función de Q, y Q3 y suponiendo que Q, = Qo1 = constante y Q3= Qo0s3 = constante, 
el lector puede demostrar que E, y E2 deberán tener los valores 


Lor , Los E, = E, + 9 Po Qos 


dd cj* 


/ 
Igualmente para Q, = A, sen (wit +41) y Q2=Azser (wat +42) Er y Ez pueden ser hallados 


de inmediato, en función del tiempo. 


15.7 Sistemas eléctricos y mecánicos análogos. 


Con frecuencia ocurre que, para un sistema eléctrico determinado, existe uno mecánico 
que es su contraparte exacta en el sentido de que las ecuaciones diferenciales de los dos (selec- 
cionando en forma adecuada las coordenadas) pueden escribirse de la misma forma. Esto se 
ilustra por medio de los siguientes ejemplos sencillos. 


Ejemplo 15.9. 

En la figura 15-7(a), una esfera de masa m está suspendida en un líquido viscoso por medio de un resorte 
espiral. La longitud normal del resorte es lo, la elongación del resorte cuando m está en reposo es yo y el des- 
plazamiento con respecto a la posición de equilibrio es y. Se supone que el único efecto originado en el líquido es 


una resistencia viscosa, —ay. La figura 15-7 (b) representa un circuito eléctrico en serie sencillo. Las funciones de 
Lagrange para (a) y (b), respectivamente, son 


Lme = jmy?— jh(y + vo)? + moy, Lg = ¿M0? — 4Q*/C + EQ 








| L Reso iral 
lo 7 rie espira 
O Inductancia 
2 7 k M 
d +=) Posición de reposo 
Yo -——-» " 
Sy L Ñ 
A ó 
ido viacoo: DES A 
Resistencia viscosa = —ay | 
(5) 
Fig. 15-7 
Como mg = kyo, las ecuaciones del movimiento son 
my +ky = -—q, MQ +Q/C = —RQ 


Por tanto, los dos sistemas son “equivalentes”. 


Ejemplo 15.10. 

Considérense los tres sistemas que se muestran en la figura 15-8. En (a), E es un voltaje constante aplicado 
y se supone que no hay inductancia mutua entre las bobinas. En (b), F es una fuerza constante aplicada externa- 
mente y cada uno de los bloques sufre la acción de una fuerza viscosa, —a1% 1, etc. En (c), 7 es un torque constante 
aplicado externamente y un freno ejerce un torque viscoso, —b,r,01, etc., sobre cada uno de los discos. Las funciones 
de Lagrange para cada uno de los tres sistemas, pueden escribirse como sigue 


. . . (9,-Q32 —(Q2-— Qy)? 
L, = PM +MQ+M3) - =¿— — == + EQ; 
L, = Hm,a + maez + mazo) — HH (%9— 21 — lyo)? — Fho(x23 — 9 — lap)? (1) 
L. = HI0 +1, +13) — Jh,(0,— 0,2 — Fho(07— 09)? 
M, Mo, Ms 
- 00 — 000 00 
po O. 
(a) E C, Ca Qs 
R; Ra O; Ra 


(») 
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la 
k, A Hh 5 
(c) 000 q E a E 000 |: | 
ANz 7 
TA by A eN 
Ps 
Fig. 15-8 
Las ecuaciones finales del movimiento para (a) son 
. Qs Qi . 
MARE E = E-— REA, 
. Q; 1 1 ) Qs . 
M2) — C, + (ara == —E2Q, 
e. Q. Qs . 
M303 — C: + C. 7 —R303 


En forma inmediata pueden encontrarse ecuaciones de iguales formas para los sistemas (b) y (c). Aqui, 
la inductancia corresponde a una masa en (b) y a un momento de inercia en (c). La resistencia eléctrica R | 
corresponde al coeficiente de resistencia viscosa a, en (b) y a br, en (c), etc. 1/C corresponde a una constante 
elástica, en ambos casos. Nótese que en el ejemplo anterior las coordenadas se tomaron teniendo en cuenta que 
los tres grupos de ecuaciones tuvieran la misma forma. Si, por ejemplo, las ecuaciones del movimiento para (b) 
se escribieran en función de x1,q1 y q2 donde q1=x2—xX1 Y Q2*=X3— X2, no sería tan evidente 
que (b) fuera equivalente a (a) y a (c). Nota. En L,, las sumas x1+ lio y x2+ lao pueden ser remplazadas 
por una sola variable cada una. 


No siempre es fácil encontrar la contraparte eléctrica exacta para un sistema mecánico arbitrario. En oca- 
siones pueden necesitarse circuitos análogos muy complejos. 


Ejemplo 15.11. 


Los sistemas eléctrico y mecánico que se muestran en la figura 15-9(a) y (b), resultan sorprendentemente 
parecidos en su apariencia general y si se idealiza adecuadamente (a), sus características físicas son las mismas. 


2 


Aa Viruta S 









¡Hojas de resorte / 


vistas de lado 





Pistón liso 


(a) Fig. 15-9 () 


En (a), la masa M y los resortes de hoja Si: y S2 (en vistas laterales) se encuentran acoplados por un 
líquido ““sin masa” dentro de tubos lisos. Las secciones A y B están llenas de viruta con lo cual se presenta una 
resistencia viscosa a la circulación del líquido, —R; X (velocidad del líquido); etc. Puede aplicarse a M una fuerza 
externa f,, y otra, f2, directamente al líquido. Se supone que los pistones indicados son lisos y no tienen masa. 


El desplazamiento horizontal de M, a partir de algún punto fijo, se representa por q1; q2 y qx3 repre- 
sentan los desplazamientos de S, y Sx2, respectivamente. El lector debe escribir las ecuaciones del movimiento 
para los dos sistemas y demostrar que, matemáticamente, son equivalentes cuando M corresponde a Mi; k, y 
k2 corresponden a 1/C, y a 1/C2; Ri y Rx corresponden a R, y a Ra; y fi y f2 corresponden a E, 
y a Ez. 

Como se vio en los ejemplos anteriores, los sistemas análogos, usualmente, no presentan apariencias semejantes. 


15.8 Referencias. 


Mayores detalles sobre la aplicación de las ecuaciones de Lagrange a sistemas electro- 
mecánicos y sobre las analogías eléctricas-mecánicas, pueden hallarse en las siguientes 
referencias: 


H. F. Olson, Dynamical Analogies, Van Nostrand, 1943 


W. P. Mason, Electromechanical Transducers and Wave Filters, Van Nostrand, segunda 
edición, 1948 


R. M. Fano, L. J. Chu, R. B. Adler, Electromagnetic Fields, Energy, and Forces, John Wiley, 
1960 


D. C. White, y H. H. Woodson, Electromechanical Energy Conversion, John Wiley, 1959 
J. R. Barker, Mechanical and Electrical Vibrations, John Wiley, 1964 
G. W. Van Santen, Mechanical Vibration, N. V. Philips, Eindhoven, Holland, 1953 


Problemas 


En los siguientes problemas no se introducen unidades específicas. 


15.1. Demostrar que la función de Lagrange y las ecuaciones del movimiento del circuito de la figura 16-10, 
suponiendo que no existe inductancia mutua entre Mza y las demás inductancias, son 


L = 4(M,,Q? + M1: ,Q, + (Myz + Mo)Q?) + Q¡E, senut — 4Q5/C 






M,10, + M 190 - E, sen wit = —RQ, 
(Mo? + Maa) Q2 + Mj2Q, + Q/C = —R2A, 
Ri R, My 
Maz 
Ej sen wt 
Condensador variable 
. C C= Coll — 0/1) 
do 
My 
Fig. 15-10 Fig. 15-11 


15.2. En el ejemplo 165.5, figura 15-3, se observa que después de algún tiempo, Q, = Q2 = Q3¿=0 y se escribe 
entonces, Q. = Qo1, Q2 = Qo: y Q3 = Qo3. Hallar las expresiones para estas cargas de “equilibrio”. 
Haciendo ahora Q, = Qoi+ar, Q2 = Q0oa tes y Qs = Qoa+ aa, escribir L para el sistema y 
demostrar que las ecuaciones del movimiento son 


CAP. 16] SISTEMAS ELECTRICOS Y ELECTROMECANICOS 327 


(M,, + Msg + 2M g)21, + (R,+Rgja, + (1/C, + 1/Ca)a, 
+ (Mi, + Mos — Mis — Mag) a us Ra) n= a0/Cy = 0 
(M2 + Mas — Mis — Maga, — Pg — a1/Cg 
+ (Mas —2Mo3 + Mgg)az + (R¿+ Rojas + (1/C,+1/Cajas = 0 


15.3. El medio cilindro interior A, de la figura 15-11, sostenido en posición vertical por una varilla elástica 
delgada (constante de torsión, k) sujeta a su eje en O, puede girar dentro de B. Suponiendo que la capaci- 
dad de este condensador variable está dada por C = Co(1 — 0/x) y que la varilla no se ha distorsionado 
cuando $ =9,, demostrar que la función de Lagrange adecuada y las ecuaciones del movimiento son 


L = ¿mQ? + Jlé? + EQ — A — ho, — 0)? 


e. Q _ al . 
e 


e. q? E > _ = 0 
10 + ELA ey . k(01—6) = 


15.4. Las bobinas de la figura 16-6, se encuentran conectadas en serie a una fuente externa de voltaje 
Eo sen wt. (Véase el ejemplo 15.4.) Demostrar que las ecuaciones del movimiento son 


(M,, + M2) Q + 2B(Q cos 09 — Qo seng) — Ey senut = —RQ 
19 + B(Q? sen 6) +ke = 0 


15.5. Se remplaza la bobina (1), de la figura 15-6, por un imán permanente. Suponiendo que el campo map- 
nético es uniforme y constante y que la bobina móvil está conectada como se indica en el diagrama, 
escribir la expresión de L y demostrar que las ecuaciones del movimiento son 


M0» + Nyv0 cos 9 — E, senuwt = —RoQo, 19 — N,+d, cosó+ ke = 0 


donde + es el flujo total que enlaza a las bobinas cuando 0 = 90”. 


15.6. Dos galvanómetros de imán permanente, del tipo de pared, se encuentran conectados como se muestra 
en la figura 15-12. Suponiendo campos magnéticos radiales, demostrar que la función de Lagrange 
adecuada al sistema, está dada por 


Ls HM,1Q? + 2M,2Q,03 + Mo00?) + y,0? + $120? al N 9,010, 
+ Nab20202 + (Q,+ QUE, — HQ, + Q)?/C — ¿hyo? — flezol 


donde se ha supuesto que Mi, y Mz2 incluyen las autoinductancias de las bobinas de los galvanó- 
metros (1) y (2) respectivamente. Escribir las ecuaciones del movimiento. 


Suponer campo radial 





E 
Conexión A 2 
flexible. ==) == C S 
| 0 
E M M ds 
[ 2 ae Mio Pe a 


Galvanómetros de pared, de imán permanente 
Fig. 15-12 
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15.7. Las dos placas del condensador variable de la figura 15-13, pueden moverse a lo largo de la línea ab sin 
girar, bajo la acción de un resorte y del campo eléctrico entre ellas. Demostrar que la función de Lagrange 


para el sistema, es 
L = Hmj22+ma22 + MQ2) — Hleya? + lega?) + EQ — 40%8 — 21 — 29)/A 


donde Á es una constante. Escribir las ecuaciones del movimiento. 





Fig. 15-13 
15.8. Un condensador variable y un galvanómetro de pared se encuentran conectados como se indica en la 
figura 15-14. Demostrar que L para el sistema, es 
L = Hl0?+mx?2+M,1Q1 + M22Q3) + E,Q, — E2(Q; — Q») 
+ NóQy0 — fl? +(Q,— Q)?*(s —2)/A + 62] + mgz 


Escribir las ecuaciones del movimiento y a partir de ellas determinar los valores estacionarios de 


Q1 oy Qa, y los valores de equilibrio de 0,x y Q3. Comprobar las relaciones por medio de prin- 
cipios ele mentales. 


_Suponer campo radial 








Fig. 15-14 


15.9. Demostrar que los valores de equilibrio de 6 y de Q, de la figura 15-11, problema 15.3, están dados 
por 0% =01-— CoE?/2xrk y Qo= Co(l—00/r)E. Por las propiedades físicas del sistema puede 
observarse que cuando el condensador está cargado, $, > 0. 

Escribiendo 0 =% +«. y Q =Q0 +“, hallar las ecuaciones del movimiento que determinan 
las oscilaciones de 6 y Q con respecto a los valores de equilibrio. 


15.10. Plantear las ecuaciones para la determinación de los movimientos oscilatorios del sistema que se muestra 
en la figura 15-12, con respecto a los valores de equilibrio (véase problema 15.6). 
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15.11. Se hacen variar de una determinada manera, con respecto al tiempo, 9,, 62, Q1 y Q3, de la figura 
15-12, Se aplican a las bobinas móviles los torques 7, (t) y r2(t), respectivamente. Remplazar la batería 
con una fuente de voltaje de valor desconocido, E, = E, (t). Intercálese otra fuente de voltaje, Ez = 
Ez (t) en el ramal izquierdo del circuito. Hallar las expresiones de 7,, 72, E1 y E2, que satisfacen las 
condiciones establecidas. 


15.12. Plantear las ecuaciones del movimiento para los sistemas (a) y (b), de la figura 15-15, y demostrar que son 


equivalentes. Supónganse fuerzas viscosas que actúan en las bases de m, y m2. Supóngase además que 
el amortiguador ejerce una fuerza viscosa. 


—— Amortiguador 





q F = Fy sen vt Norma 
O 









Fig. 15-15 


15.13. El péndulo doble de la figura 15-16(a) (véanse las ecuaciones (10. 2)), está compuesto de una barra pesada 
uniforme (de longitud r, y masa M) y una varilla ligera delgada, de longitud r2z, con una “partícula” 
m, adherida en su extremo. El cojinete superior, b,, ejerce un torque amortiguador proporcional a 6 
y el cojinete inferior, b2, ejerce otro torque proporcional a ES — 6. El resorte plano espiral (con un extremo 
adherido a la barra y el otro a la varilla) no se halla distorsionado cuando 4 = $. En la figura 15-16(b) 
las dos bobinas tienen una inductancia mutua igual a M;:. 


Suponiendo que O y $ son ángulos pequeños, demostrar que las ecuaciones del movimiento para 
estas coordenadas son análogas a las correspondientes a Q, y Q2 (exceptuando un término constante, E). 





Fig. 15-16 


15.14. En la figura 15-17, el disco está montado en el centro de una varilla elástica cuyos extremos se encuentran 
fijos rígidamente. La constante de torsión de la varilla es k, y la constante elástica del resorte espiral es 
k2. Las varillas metálicas (de masas m, y m2) se encuentran suspendidas por medio de un hilo ais- 
lante como se indica, y pueden moverse verticalmente dentro de los cilindros metálicos fijos. Cada uno de 
los conjuntos de varilla y cilindro, constituyen un condensador variable, C, y C2, respectivamente. 
Constituyen circuitos eléctricos independientes M1, Ri, Er y Ci, y Maz, Ra, E2 y C2 pero se 
encuentran acoplados por medio de la inductancia mutua, M,2. Demostrar que T y V para este sistema 
electromecánico, están dados por 


T = J(myy? + may? + If? [r2) + 4(M,10: + 2M,:0:02 + M3,03) 


2 2 
1 1,Q1 12Q2 
V = pá OE Du ooo |? E t | 
2 la —Y1)  Cogllo— a] Q¡E, sen ut — EQ) 





1 Ya — ba N? 2 
+3 + ko(b, — 41 —Y2)? | + mygy, + MogYa 


donde Ci = Cor(1 — y1/l1), C2 = Co2(1 — y2/l2), y1 + ya + [= bi = constante y r0 + b2 = y2. 
Escribir las ecuaciones del movimiento correspondientes a y, y2, Q1 y Q». 
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Varilla elástica 
Constante de torsión = k, 


Conexión 
flexible 


E, = Ej sen ut 
Cilindros p 
conductores 
fijos 


M,, 


dd 


a e 
Me» 2 EMn 
KA O Q1 


+ 


Fig. 15-17 : 


15.15. Remplazando a Eo senwt por un voltaje constante, determinar los valores de equilibrio de y,, yz, 
Q1 y Q2. Haciendo el desarrollo de V, (véase 10.6), con respecto a estos valores, plantear las ecuaciones 
del movimiento para pequeñas oscilaciones del sistema. 








16.1 Observaciones generales. 


Las “ecuaciones canónicas” de Hamilton constituyen otra manera de expresar las ecua- 
ciones dinámicas del movimiento y, como se verá más adelante, para un sistema n grados 
de libertad existen 2n ecuaciones de primer orden de Hamilton, en tanto que para el mismo 
sistema resultan n ecuaciones de segundo orden de Lagrange. 


Como medio para analizar la mayor parte de los problemas aplicados, el método de Ha- 
milton no es tan conveniente como el de Lagrange. Sin embargo, en ciertos campos de la 
física (enumerados y comentados brevemente al final del capítulo) las ecuaciones de Hamil- 
ton y su punto de vista especial, han prestado grandes servicios. 


16.2 Una palabra sobre el “momentum generalizado”. 


La magnitud aL/0qr se define como el momentum generalizado p,, correspondiente 
a la coordenada generalizada q,, es decir 9L/0q, = Pr. (Nótese que si las q aparecen única- 
mente en T, 0L/9q, = 9T/0%, = Pr.) Los siguientes ejemplos demuestran que en algunos 
casos sencillos, p,, como se ha definido, es un momentum en el sentido usual y elemental 
de la palabra. 


Para un proyectil, puede escribirse, L = jm(%?+32?+2?%) — mgz de donde dL/0x = 


MX = Pz, Py = MY Y DP: = mz. Por tanto, p,, Py Y pz son las componentes del mo- 
mentum lineal usuales. 


En el ejemplo 5.7, figura 5-9, j | 
oL/04 = Mié =Ppz, OL/0=*=P,, 09L/0 = ur?ó = po, 0L/0% = ur2sen? 04 = pe 


donde pz y p, son los momenta lineales en tanto que pa, y p¿ son los momenta angulares. 


16.3 Deducción de las ecuaciones de Hamilton. 


La función de Lagrange, L = T — V, es en general una función de q, q2, ..., Qn; 


q1, 02, -.., Qn; t. Puede escribirse entonces, 
” /oL oL ,. oL 
dL = Ze (Gata, + 2dá,) + rbd (16.1) 
L | 
Pero, p, = E y por (E) — So = F,, (donde F¿, se determina en la forma usual 


a partir de todas aquellas fuerzas no incluidas en V) ae observa que ¿L/0q, = Pr — Fq,. Por 
consiguiente (16.1) se convierte en | 


O mo . oL 
dl = 2 [(Dr Ju F4,) dq, + Dr dq] + 


Sp dt (16.2) 


Luego, eliminando p,dq, de la relación anterior d(p.q») = p, dq, + q, dp, y ordenando 
términos, (16.2) puede escribirse 
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e . E . E - OL 
d [Y prá» q L| = Ze [(Fy, — pr) dQr + qr dpr] ss ETA (16.8) 


En este momento es importante observar que p,= 0L/0q» es, en general, una función de 
las q, q y t. (En un caso particular, esto toma la forma de una ecuación algebraica. Por ejemplo 


como se hizo anteriormente, dL/0$ = ps = mi?sen?0 $). Por medio de estas n relaciones 
n 

todas las velocidades Qi, q», ...,qn, pueden eliminarse de Y p,q, — L en favor de las p y 
r=1 


las q. Suponiendo que se ha hecho esto, se define la función hamiltoniana, o hamiltoniano, 
H como 


H —= 2, Pr4r = L (16.4) 


Como esta es una función de las p, q y t, 


_ 2 /0H 0H 0H 


r=] Pr 


Comparando los términos del lado derecho de (16.3) con los de (16.5), se observa que 


óH óL 


HH _ . 0H _ » Ñ 
= F,, — Dr, E (16.6) 


dp, és 0Qr 


Las dos primeras relaciones de (16.6) representan 2n ecuaciones diferenciales de primer 
orden, las cuales se denominan ecuaciones canónicas de Hamilton del movimiento. Sus solu- 
ciones, con las constantes de integración evaluadas adecuadamente, conducen a expresiones 
de todas las coordenadas y todos los momenta en función del tiempo; es decir, que determi.- 
nan completamente el comportamiento dinámico del sistema. (Un buen estudio de las ex- 
presiones adecuadas para L y H, cuando aparecen fuerzas originadas en campos eléctricos y 
magnéticos, puede encontrarse en D. H. Menzel, Mathematical Physics, Dover, 1961, páginas 
359 y 360). 


Debe observarse que H usualmente puede expresarse en otra forma que en ocasiones re- 
sulta más conveniente. Se escribe (2.55), como 


= 4, 





n 


, Arado + Y B.0s + C = T; + T, + T3 (16.7) 
s$=1 


(Como ejemplo específico de esta forma de T, nótese que la expresión (2.50) puede escribirse, 
T =  ¿mla +0 +2q1q2c08 (B—a)] + m([(uz + azt) cos a + (0, + Qyt) sena]: 
+ [(vz + azt) cos B + (%y + ayt) sen B]q2) 
+ jm[2(0,4, + vyay)t + (as +03) + v% +03] 


Naturalmente los términos primero, segundo y tercero son T1, T2 y T3, respectivamente. 
En un caso particular cualquiera, cuando T se escribe en forma explicita, T,, T2 y T3 


pueden reconocerse por simple inspección.) Por tanto, suponiendo ¿L/04q, = 9T/0Qr, se tiene 


p = 0T/0qr+ = 2 Y And, + B, 
s=1 


y n n n 
y así, > PrQr == 2 2 2 ArsQrQs + 2 Br = 2T, + To 
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Entonces, (16.4) puede escribirse como H = 2T1 + T2 = (T1 + T2+ T3— V) o sea 
H = T,-T34+V (16.8) 
Si t no aparece en las ecuaciones de trasformación, (véase (2.21)), T2 = T3=0 y 
H = T+V = € = energía del sistema 


Por conveniencia, se resumen a continuación las relaciones más importantes. 





(a) H = 2 p-dr — L (16.4) 

(0) H=T,-T3+V (16.8) 
0H . óH ; 

(c) 9pr = Qr, dqr == Fo, — Pr (16.6) 


Estas relaciones son correctas aunque estén actuando fuerzas externas y disipativas. 


16.4 Procedimiento para determinar H y escribir las ecuaciones de Hamilton. 


(a) Escríbase L = T — V. Exprésese T y V en la forma acostumbrada, como si se fueran a 
aplicar las ecuaciones de Lagrange. 


(b) Tomando las derivadas p, = 9L/9q1, Pz = 0L/0Q», etc., obténganse las n ecuaciones 
algebraicas. Estas relaciones expresan las p en función de las q, las q y las t. 


(c) Resuélvanse simultáneamente estas ecuaciones para hallar las diferentes q, en función 


de las p, las q y t y elimínense las q de (16.4) o (16.8). Así se obtiene H en función de las 
p, las q y t, únicamente. 


(d) Para obtener las ecuaciones del movimiento de Hamilton, tómense las derivadas, 
0H/op,, 6H/0p:z, ..., ¿0H /dp, y en cada uno de los casos el resultado se hace igual a 
d1, 02, ...,Qn, respectivamente. Igualmente, realícese la diferenciación 0H/0q:, y el 
resultado hágase igual a F,,—P,, etc. Se tienen entonces 2n ecuaciones de primer orden. 
Las magnitudes de F¿,,F¿,, etc., son las mismas fuerzas generalizadas usuales, halla- 
das en la forma acostumbrada, excepto que las fuerzas conservativas, como se explicó an- 
teriormente, no se incluyen. 


16.5 Casos especiales de H. 


(a) Cuando actúan únicamente fuerzas conservativas, incluyendo aquellas para las cuales 
puede escribirse una función de energía potencial que incluya a t (véase el numeral 5.11), 
F,, = 0. Por tanto 


.H . 8H E 
paa] r, — => r 16.9 
o Y Pp (16.9) 








Estas ecuaciones son usadas extensamente en muchas ramas de la dinámica. 


(b) Si se trata de un sistema “natural” en el que no existen coordenadas móviles ni restric- 
ciones móviles (t no aparece en las ecuaciones de trasformación), T2 = T3 = 0 (véase 
(2.56)). Por tanto T = T'| y por (16.8), 


H = T+V = Ctotar (16.10) 


Es decir, que con estas condiciones, H es la energia total del sistema. Sin embargo, en 
general, H no es la energía total. 
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16.6 Relaciones importantes de la energía y la potencia. 


H Es ñ Hg. 
Por (16.5), pa = 2 (án + br) ES — Aplicando (16.6), 


dt 0Pr 
dH 0H 
ds = 2Fo4 +3 (16.11) 


de donde pueden derivarse las siguientes conclusiones importantes. 


(a) Si el sistema es natural, ¿H/0t = 0; y si no actúan fuerzas diferentes de las conservativas, 
F¿, = 0. De modo que, como se demostró antes H = T+ V= €,,,., Entonces, 


dH am dE vota 
dt — dt” 
Es decir, que la energía total del sistema, T + V, permanece constante (véase el nume- 
ral 5.13). Las ecuaciones (16.12) expresan la ley de conservación de la energía para tales 





=0 0 EÉtota, = constante (16.12) 


sistemas. 
(b) Si el sistema es natural y actúan fuerzas diferentes de las conservativas, (16.10) y (16.11) 
dan : 
da — d | _ «€ ; 
“dt — qe + V) => 2 F4,Qr (16.13) 


n e. 
Pero Y Fa Qr es la rapidez con que todas las fuerzas (sin incluir las conservativas) rea- 


rx] 
lizan trabajo sobre el sistema. Por tanto la rapidez del cambio de € 
cia suministrada por estas fuerzas. 


, €s igual a la poten- 


tota 


16.7 Ejemplos. El hamiltoniano y las ecuaciones del movimiento de Hamilton. 


No existen coordenadas móviles ni restricciones móviles. 


Ejemplo 16.1. El proyectil. 
Se considera un proyectil como una partícula y se utiliza un sistema de ejes adherido a la Tierra que se supo- 
ne inercial, 
L.= jm(2? + y? + 22) — mMygz 


de donde, OL/0% =ML= Py, Py=MY, Pp. = mz (1) 

Por tanto, de acuerdo con el numeral 16.4, H <= sn (p?+ p; + p) + mgz (2) 
Aplicando (16.6) y despreciando la resistencia del aire, 

0H/0p, = p,/m = z, 0H/0p, = py/m = y, 0H/0p, = p,/m=z ($) 

0H/0x =0=-—p,, 0H/0y =0=-—p,, 0H/0 = mg = —p, (4) 


Nótese que en lo anterior, T = T1 (T2 = T3 = 0); por tanto, H = T + V=E€.) Las relaciones (3) y (4) son 
las 2n (seis en este caso) ecuaciones de Hamilton. 


Tomando la derivada de (3) con respecto al tiempo y eliminando Pos Py y p, de (4) se obtienen las ecuacio- 
nes usuales del movimiento, 
m2 =0, my=0, mz = —m (5) 
Una vez integradas éstas, volviendo a (3), se determina la forma como varían los momenta con el tiempo. 


Nótese que las relaciones (1) y (3) son iguales. Además, (5) son las relaciones halladas por aplicación directa de 
las ecuaciones de Newton y Lagrange. Por tanto es evidente que las ecuaciones de Hamilton, en este problema, no 
presentan ninguna ventaja. 


Ejemplo 16.2. Una masa pendular suspendida de un resorte espiral a la que se le permite oscilar en un plano 
vertical. 
En términos de las coordenadas usuales, r y 0, 
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E, = jm(r? + 7282) + mgr coso — ¿ler — Yo)? 
Por tanto, 9L/dr =p, =m?, 0L/99 =p, = mr?ó (1) 
Así, por (16.4) o (16.8), 
H = an + 204) — mygr coso + ¿kr — 7)? (2) 
Aplicando (16.6), 9H/0p, = p,/m =%+, 9H/9pa= py/mr? = $ (S) 
¿H/óor = —p/mr3 — mg coso + k(r—rp) = —p, (4) 
dH/d0e = mgr seno = —Po (5) 


Las relaciones (3) a (5) son las ecuaciones de Hamilton. Eliminando a Pp, y pa de (4) por medio de (3), y Pa de (5) 
por medio de (3), se obtiene 


mY — mr6? — my coso + k(r—ro) = 0 (6) 
mr24 + 2mrr9 + mgr senó6 = 0 (7) 
La solución simultánea de (6) y (7), expresa las coordenadas en función del tiempo. 
Nótese que (6) y (7) pueden obtenerse, con mucho menos esfuerzo, por aplicación directa de las ecuaciones de 


Lagrange. 


Ejemplo 16.3. Hamiltoniano en un problema de fuerza central. 

Las dos esferas uniformes de la figura 16-1, de masas m, y m2, pueden moverse libremente en el espacio 
bajo la acción de su atracción gravitatoria; no se les aplica ninguna fuerza externa. Tratándo las esferas como par- 
tículas, el lector puede demostrar sin dificultad que 


L = Em, + mE + 2422) + Ju(r? + 1292 + r2glser2o) + Gm,mgy/r (1) 


donde 2,7 y 2 son las coordenadas inerciales del c.m., r, $ y $ son las coordenadas esféricas medidas con relación 
al marco fijo X” Y" Z', r= ri + ra es la distancia entre los centros de las esferas, G es la constante gravitacional, 
y la “masa reducida” es y = mim2/(m, + m2). 


X”, Y' y Z' con el origen en el c.m. permanecen 
Z | paralelos a los ejes inerciales, X,, Y, y Z; 





r=7r,+7 E 





Las partículas m, y ma pueden moverse libremente en el espacio bajo 
la acción de una fuerza de atracción, proporcional al cuadrado inverso. 





y /% 
Fig. 16-1 
Aplicando (16.8), el hamiltoniano es 
2 2 
Zo ll 2,.2,.m, 1/2,P, Po Y _ CGmma 
H = 2(m, Fm: + Py + pz) ES 24 (2: + y2 + 728012 0 > (2) 


y al aplicar (16.6) se obtienen en seguida las doce ecuaciones de Hamilton. Se sugiere que el lector elimine de estas 
doce, las p; determine las seis ecuaciones del movimiento, y compare con las obtenidas por aplicación directa de 
las ecuaciones de Lagrange a L. (Se observa que en este ejemplo T2 = Ta = 0; por tanto H = T+ V= €.) 


Ejemplo 16.4. Hamiltoniano para el péndulo doble que se muestra en la figura 2-10. 


El siguiente ejemplo ilustra bien la forma general que toman las p y además demuestra que el proceso de ha- 
llar una expresión de H no es siempre tan sencillo como podrían sugerirlo los ejemplos anteriores. 


En el caso del péndulo doble con masas suspendidas de pequeños resortes espirales, con constantes k, y kz, 
y el movimiento restringido a un plano (véase la ecuación (2.42)), 


L = Hm,+mo(07+1262) + fmol[r? + 4262 + 2(7,79 + 1,1266) cos ($ — 0) 
+ 2(r,P20 — rar¡$) sen ($ — 0)] + (m, + mo)gr; cos 6 (1) 
+ MoOoJY2 003 $ — 1k,(r, ES 2,)2 7 FHalra yá ly)? 


donde !, y lz son las longitudes normales de los resortes. Por tanto, se obtienen las siguientes expresiones del mo- 
mentum correspondientes a r,, ra, 0 y 4 respectivamente. 


OL/07, = (m,+ma)r, + My7y cos lp — 6) — Moro senlo—0) = Pr, (2) 
¿L/9Y, — MaPo + Mo?, cos ($ — 0) + mar 0 sen(p— 0) = Pro (3) 
0L/06 <= (m,+majrió + myrirag cos($— 0) + myr;?2 sen(g—6) = pp (4) 
LoS = maró + mgrirz0 cos ($ — 0) — morgr, senlg—0) = Pe (5) 


Nótese que, por ejemplo, Pr, contiene a Fi Po, $; etc. Por tanto, con el fin de hallar H, las anteriores cuatro 


ecuaciones deben resolverse simultáneamente para hallar Py, Po, Ó y e, en función de las p y las coordenadas. Ha- 
biendo hecho esto, estas velocidades pueden eliminarse de (16.8) conduciendo, finalmente, a la expresión adecuada 


de H. Así, en ciertos casos, el trabajo para hallar H puede hacerse un poco complejo. No es necesario incluir aquí ma- 
yores detalles. 


Ejemplo 16.5. Hamiltoniano para un trompo. 
Como se demostró en el ejemplo 8.14, la función de Lagrange para un trompo con la punta estacionaria es 


L = $[1,(62 + y2sen?2 6) + Lé + y cos 0)? — Myr cos 0 (1) 
de donde E A ñ o 
Pe = 110, Pe = Lló + y coso), Py = Lipsen?o + I¿($ + y cos 6) cos 6 (2) 
Eliminando 0,5 y y de T + V por medio de (2), se tiene 
2 2 
_ 1[P5  (Py4— P¿cos oy Po 
H <= 2 E T_ senda + T, + Mygr cos 0 ($) 


Al aplicar las relaciones (16.6) se obtienen de inmediato las ecuaciones de Hamilton. 


Nótese que en este caso P+ = (0 y Py == (; y por tanto p¿ y py son constantes. (Los mismos resultados se ob- 
tienen en forma inmediata al aplicar las ecuaciones de Lagrange a L.) 


Ejemplo 16.6. Ecuaciones de Hamilton para el péndulo del ejemplo 16.2, suponiendo una resistencia viscosa sobre 
la masa. 


En este problema, H es idéntico a su valor dado en (2) del ejemplo 16.2. La función de potencia puede escri- 
birse de inmediato (véase el numeral 6.9) como P = —Ja(r? + 128?) , donde a es el coeficiente de resistencia visco- 
sa sobre la masa pendular. Aplicando entonces (16.6), 

9H/óp, = p,/m =*, 0H/dpa = pe/mr?=6 
(igual que antes) y 
oH/dr = —pi/my3 — MY COS Ó + k(r — ro) = ar — Dr, ¿H/d0 = myrsenó = ar?29 El Po 


16.8 Ejemplos de H para sistemas en que existen coordenadas móviles o 
restricciones móviles, o ambas condiciones. 


Ejemplo 168.7. 


Supóngase que el eje vertical del problema 2.20, figura 2-29, tiene una aceleración angular constante de mo- 
do que 06 = 6 + ut + fat?. La energía cinética de una cuenta es 


T = ¿m[(1 + 4a27r2)? + 12(u + at)?] y  V=mgar 
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(Obsérvese que T = T, + T3, T2 = 0.) De lo anterior se obtiene, oT/or = Py = m(1 + 4a?r2)r. Así, puede 


escribirse 2 
Pr 


E E A 2m(1+ da?r2) 


— ¿jmr?lo + at)? + mgar? 


Puede hallarse la misma expresión para H, a partir de la ecuación (16.4). 


En los anteriores ejemplos de este capítulo, H = T + V= €. Sin embargo, en este caso H 4 E puesto 
que t interviene explicitamente en las ecuaciones de trasformación de la forma (2.21). 


Ejemplo 16.8. a 


Obsérvese que la expresión (2.50) del ejemplo dado en el numeral 2.11 (1) puede agruparse en seguida en la 
forma T = T,+ T2 +T3, de donde 


aT/0q, _ mg, + de cos (B— a)] + m[(v, + a,t) cos a + (v, + a,t) sen a] = Pa, 


con una expresión semejante para Pao: Eliminando q, y q2 de T, — T3 + V, se obtiene el hamiltoniano H. 


Aunque la forma de H no es sencilla, lo anterior demuestra laz técnicas generales básicas. El lector puede de- 
mostrar que la misma: expresión de H puede obtenerse a partir de (16.4), y que H * T+ V. 


16.9 Campos de aplicación del método de Hamilton. 


Como se afirmó anteriormente y como puede verse por los diferentes ejemplos dados, este 
método de analizar la mayor parte de los problemas aplicados es menos conveniente que el de 
Lagrange. Sin embargo, el enfoque de Hamilton se utiliza con grandes ventajas en otros cam- 
pos. A manera de información general, los campos más importantes entre éstos, se enumeran 
a continuación con breves comentarios y algunas referencias seleccionadas. 


(a) Teoría de la trasformación. 


La sencillez de las ecuaciones del movimiento y la facilidad con que pueden integrarse 
depende en gran parte de las coordenadas empleadas. En ocasiones es posible seleccionar 
por simple intuición o por tanteos sucesivos un conjunto de coordenadas que hacen la in- 
tegración menos compleja. La teoría general de la trasformación, en la que las ecuaciones 
de Hamilton desempeñan un papel muy importante, estudia un método sistemático de 
realizar tales trasformaciones. Véanse: 


C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics, U. of Toronto Press, 1949, capitulos 
7 y 8. o 
H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison-Wesley, 1950, capítulos 8 y 9. 


E. T. Whittaker, A Treatise on Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies, Dover, 
- 1944, capítulo 11. 
(b) Mecánica celeste. 


No es posible obtener una determinación exacta del movimiento de los planetas alre- 
dedor del Sol o de los satélites artificiales alrededor de la Tierra por las dificultades que 
se encuentran al tratar de resolver las ecuaciones del movimiento. Por tanto, los especia- 
listas en mecánica celeste se ocupan de resolver problemas por medio de métodos de per- 
turbación con el fin de hallar soluciones aproximadas, aunque aceptables. La teoría de la 
perturbación está íntimamente relacionada con la teoría de la trasformación menciona- 
da en (a). Véanse: 


T. E. Sterne, An Introduction to Celestial Mechanics, Interscience, 1960, capítulos 4 y 5. 

H. C. Corben y P. Stehle, Classical Mechanics, John Wiley, 1950, páginas 306-312. 

O. Dziobek, Mathematical Theories of Planetary Motion, Dover. 

D, Ter Haar, Elements of Hamiltonian Mechanics, North Holland, 1961, páginas 146-166. 
(c) Mecánica estadística. 


Como aún no se ha hallado una solución general para el relativamente sencillo “pro- 


blema de los tres cuerpos” (véase la referencia citada antes E. T. Whittaker, capítulo 13), 
es obvio que la determinación del movimiento exacto de cada una de las 1023 moléculas, 
““pelotas elásticas”, constituye un problema totalmente fuera de lugar. Sin embargo, los 
métodos estadísticos, en que la dinámica de Hamilton desempeña una parte importante, 
se han utilizado extensamente en la determinación de ciertas propiedades “promedio”. 
Véase: 


R. C. Tolman, The Principles of Statistical Mechanics, Oxford U. Press, 1938. 


(d) Mecánica cuántica. 


La dinámica de Hamilton desempeña un papel muy importante en el estudio de la 
mecánica cuántica. En realidad, es un prerrequisito necesario para estudiar esta materia. 
Estudios introductorios excelentes sobre los principios básicos y los métodos de la mecá- 
nica cuántica se dan en las siguientes referencias: 


C. W. Sherwin, Introduction to Quantum Mechanics, Henry Holt, 1959. 
P. Fong, Elementary Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1962. | 
R. H. Dicke y J. P. Wittke, Introduction to Quantum Mechanics, Addison-Wesley, 1960. 


Problemas 


A. Problemas en los que no interviene ¿ en las ecuaciones de trasformación. 


16.1. 


16.2. 


16.3. 


16.4. 


16.5. 


16.6. 








Si x = 0, el resorte no 


| % | ee ha deformado 


Demostrar que el hamiltoniano correspondiente al 
sistema sencillo de: masa y resorte de la figura 16-2, 
es H = fp2/m+ kx? Escribir las ecuaciones de 
Hamilton. 


Con referencia al ejemplo 3.3, demostrar que H para 
la masa m, de la figura 3-1, es 


H = Hp?+pó/r2)/m + Jkr? 


Fig. 16-2 


Demostrar que H para la cuenta del problema 3.5, figura 3-5, está dado por 


H = 1 ES IE: > Maz 
2m | 1 + a(1+ b222) 9 


Demostrar que el hamiltoniano para las dos masas de la figura 2-8, utilizando a y, y y3 como coorde- 
nadas, es 


(Py EP Py, 


2m, Zma.* mi9yy + Mmagly, — Ya) + Aya — lo)? 


Escribir las ecuaciones de Hamilton. 


Demostrar que H para el sistema de poleas del ejemplo 5.3 de la figura 5-6, es 


Bpy; + 2Cp,, Py, + APyo | 
= == QABC%) + mi 9y, + mo9y2 + jk¡(C, — Ya — 1,2 + Jho(2Y2 — Y — Co — 1») 


donde A = m, + 1,/Rí, B = m, + 1,/R! + Io/Ri, C = Lo/Ri; Ci y C2 son constantes; y l1 
y l2 son las longitudes de los resortes sin deformar. Escribir las ecuaciones de Hamilton. 


Demostrar que H para las tres masas del ejemplo 5.5, figura 5-7, con el movimiento confinado a un plano, 
es (sin hacer aproximaciones para V) 





Py, 
2 


¡=1 Mi 


H = kk [yy — Yyj- 1)? + 85]112 - 85)? (Ya = Yo =0) 


Y 


14 
He 
221 


16.7. Demostrar que A para el péndulo, problema 4.10, figura 4-13, está dado por 
2 y) 


== EA == 
H = mp2 + mar?) + 2m, + jk(r2 — lo) (m,r, + Mar2)g cos 6 


Demostrar que las ecuaciones del movimiento dadas en el problema 4.10 pueden obtenerse a partir de las 
ecuaciones de Hamilton. 


16.8. Las tres masas (esferas) del ejemplo 4.5, se dejan caer libremente dentro de un líquido viscoso. Los coefi- 
cientes de resistencia sobre las esferas son as, az y as, respectivamente. Despreciando la resistencia 
sobre los resortes, los efectos de flotación y la masa virtual del líquido, demostrar que H, en coordenadas y, 
1 y q2, está dado por 


p CPg, + 2Dp, ¡Pq, + Bpa, 


Mi - (Mat Mg T 
SN e puc 
Yo | 0 ( ma )a 2 
donde B = milími: + ma2a)J/ma, C = malma + madl/m3 y D = mim2/ma3. Escribir la 


función de potencia, P, y las ecuaciones del movimiento de Hamilton. 


16.9. Escribir H y las ecuaciones de Hamilton del movimiento del sistema que se muestra en la figura 8-5. Ob- 
sérvese que Py = Py = 0. A 
(Py — Pg cos 6)? Pe 


a 2[7 + (1, + Ms?) sen? 0] *3L 


16.10. Suponiendo las resistencias viscosas —b,x, y —b2x2 sobre mi, y mz, respectivamente, figura 16-3, 
escribir las ecuaciones del movimiento de Lagrange. Determinar H, escribir las ecuaciones de Hamilton y 
demostrar a partir de ellas, que pueden hallarse las mismas ecuaciones obtenidas por el método de Lagrange. 


.2 .2 
H = p2 2m, + p2,/2mM2 + fo] + fla 2002,  P = —¿(b,%; + byí2) 


e ES 





Cuando x1 = x3 = 0, los resortes no se han deformado 


Fig. 16-3 


B. Problemas en que intervienen coordenadas móviles, restricciones móviles, o ambas condiciones 
simultánea mente. 


16.11. En el ejemplo 3.6, figura 3-4, suponiendo que la plataforma y la varilla se mueven como se indicó al ob- 
tener la segunda expresión de T, demostrar que el hamiltoniano para m, es 


H = pi/2m — Jmr?0903 cos? wat — Jmu? [a + 7 sen (99 sen «zt)]2 + mgr cos (9 sen wat) 


Demostrar que H x €. 


1 


16.12. Determinar H para el péndulo del problema 3.17, figura 3-11. Escribir las ecuaciones de Hamilton. 


ES 2 
ee [pa + mil A senut)Au cos wt seng)]2 má2u? cos? ut(l — cos 0) 


>» 2m(1 — A sen ot)? 
só my[Áo cos vt + (1 — A sen ut) cos 6) 


. PaÁw cos wt cos O 
Da = mA?w? cos? wt sen 6(1 — cos 9) — Asno) — mg(l — Á sen ut) sen 0 





Pe + mí — A senut)Ao cos wt seng 
.m(1 — Á sen ut)? 


que H A €totar- 


2 
Pa 
2mlro =0t= Jam — ¿m(vy + at)? — mgr cos 6 


Determinar H para el péndulo del problema 3.23, figura 3-14. ¿Será correcto H 4 E€tora1? 


] Po | (Pa + pg)r seno + (pg cos $ + pa senó cos 0 sen $)s 
BH = ¿mr ¿+ 8c086 seng ent (87 E etsenig) 


pesen? 6 (Pp + pg)r sen 0 + (pg cos $ + pg sen 0 cos 0 sen ¿)a7] 
Amr? - po + (8 cos $ + r sen 4) mrer? + sl son? 9) | 


1 


$ 


(Pa — po)r sen 0 + (pg cos $ + Pg sen 9 cos 6 sen p)s 72 
Im(s? + r?2sen2 9 + 23r sen 6 cos $) PA 


— mgr co030 


16.15. Demostrar que, en la figura 14-2, expresión (14.4), teniendo en cuenta la rotación de la Tierra, H está da- 
- do por 
H = jm([p, + Moely senb — z cos db) — MueRt]? + (Py — Mogx seno)? + (p, + Max cos $)?) 
+ jmue[x? + y2sen? + + (R+ 2)? cos? + — 2y(R + 2) sen $ cos +] + V(z, y, 2) 


p, + Muy sen $ — z cos b) — MupR 
m 


ete. 


e 
zx = 


Pr = (p, sen $ — p, COS Pjw, — 2mu! x — 9V/0x, ete. 


Partiendo de la expresión dada para T en el ejemplo 4.8,. figura 4-6, demostrar que H = Xp,q, — L= 
T: — T3+ V y que H A Etotar : 


16.17. Suponiendo que el átomo de hidrógeno, figura 16-4, está en un espacio en el que no hay campos, establecer 
el hamiltoniano clásico. Escribir las ecuaciones del movimiento de Hamilton (véase el ejemplo 16.3). 





Electrón. Masa, m. 
Carga, e 















Protón. Masa, M.: 




















AÁtomo de hidrógeno 





Fig. 16-4 
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16.18. Demostrar que el hamiltoniano del sistema del problema 5.7, es 
H _= Hol /m, + pL_/ma + pa/M) + Hkyxi+ koa2) — EQ + 3QU8 —x,—2o)/A 


16.19. Aplicando la relación H = Y Pr9r — L, demostrar que HF, para el sistema electromecánico del problema 
15.8, es 


H = jlpg/l + pz/m + (po, — N96)./M,, + Pq,/Myo] + V(z,0,Q,, Q2) 





17.1 Introducción: 


Con la esperanza de hacer claridad con relación a las bases matemáticas y físicas sobre 
las que descansa el principio de Hamilton, se incluye el siguiente material: (a) el enunciado 
de ciertos problemas ilustrativos; (b) un breve análisis de algunas de las técnicas necesarias 
en el cálculo de variaciones; (c) las soluciones de los problemas propuestos en (a); (d) de- 
ducción del principio de Hamilton por medio del cálculo de variaciones y luego a partir de 
la ecuación de D'Alembert; (e) diversos ejemplos especificos para ilustrar los principios 
del cálculo de variaciones y del principio de Hamilton. y" 


Con el fin de que el lector pueda contar con una visión más amplia sobre la utilidad 
del principio de Hamilton, se incluye un breve análisis de este tópico junto con una lista 
de referencias adecuadas. 


17.2 Problemas introductorios. 


Como un medio para introducir algunas ideas preliminares importantes, se consideran 
hasta donde esto es posible por el momento, los siguientes ejemplos específicos. 


Ejemplo 17.1. 

Se trata de hallar la ecuación de la línea 
más corta que pasa por los puntos pi y pz 
de la figura 17-1, cuyas coordenadas son x;, 
Y Y x2, y2, respectivamente. Como se 
indica en el diagrama, un elemento de longitud 
ds, de una línea cualquiera, independiente- 
mente de su forma, está dado por ds == 
(dx? + dy291/2 = [1 + (dy/dx)?]1/2 dx. 
Por tanto, !, la longitud de una línea cualquiera 
que va desde p, hasta p», viene dada por 


2 
il = $ [1 + (dy/dx)]1/2dx (1) 
X1 
Pero, ¿cuál será la línea más corta que conecta 
estos puntos? El problema se reduce a hallar 
una relación entre y y x, y = yl(x), de tal 
manera que (1) sea un mínimo. 





Fig. 17-1 


Ejemplo 17.2. 


En la figura 17-2, una cuenta de masa m puede deslizarse libremente hacia abajo a lo largo de un alambre 
liso rígido, bajo la acción de la gravedad. ¿Qué forma debe téner el alambre (cuál es la relación entre y y x, y = y(x)) 
de modo que el tiempo requerido para que la cuenta se deslice desde un punto dado, p(x,, y1) hasta p2(x2, y2) 
sea un mínimo? 

Nótese que para una trayectoria cualquiera que conecte estos puntos, el intervalo de tiempo está dado por 


P2 de 
t = S a donde ds = (dx? + dy?)1/2 y y es la velocidad instantánea de la cuenta. Como aquí se con- 
P1 


serva la energía E, 


é€ = jmv? + mgy = jmoví + mgy, = constante 
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Así v= [v? — 29(y — y1)]1/2, donde v, y y. son valores conocidos en el punto p,. Por tanto, puede escribirse, 


A Y 1 1+ (de/dy) 112 
E S, E — 29 ly — *] id 2 


El problema consiste ahora en hallar una relación entre y y x, tal que (2) sea un mínimo. 


La cuenta m se deja deslizar libremente hacia 
p xr conocidos abajo por un alambre rígido, liso; hasta el 
1 punto pi. Hallar la forma del alambre, 
y = y(x), para la cual el tiempo de descenso 

es un mínimo. 


x, Y E Ss 1 + (de/dy)* E 


— 2gly — yy) 





| Alcance R = 2u,vy/8g | 


Fig. 17-2 Fig. 17-3 


Ejemplo 17.3. 
En la figura 17-3, la bola se ha lanzado hacia arriba con una velocidad inicial v a un ángulo 6. Como se 
demuestra por medio de principios elementales, la bola sigue una trayectoria determinada por 


e = ut y Wyt — Igt2 (3) 


donde v, y uv, son las componentes de v. 


Previendo lo que sigue, cabe preguntarse: ¿cuáles son las relaciones x = x(t), y = y(t) tales que la integral 
siguiente 


2 te o e 
f Ldt = $ [4m(x? + y?) — mgy] dt (4) 
ts 


t; 


tenga un valor máximo o un valor mínimo, en donde L es la función de Lagrange usual? 


Como ha de demostrarse en seguida, y sin duda el lector lo habrá inferido, las relaciones (3) son las expresiones 
requeridas. 


Para completar los anteriores tres ejemplos se requieren ciertos métodos del cálculo de 
variaciones. Volveremos a aquellos al final del numeral siguiente. 


17.3 Algunas técnicas del cálculo de variaciones. 


Considérese el tipo más general de problema, en el que dada cierta función, ¿(x, y, dy/dx) 
debe hallarse una relación entre y y x, y = y(x), tal que la siguiente integral definida 


La 
S $(z, y, dy/de) du (5) 


tenga un valor extremo (máximo o minimo). 


Supóngase que la línea sólida de la figura 17-4, y = y(x), representa la relación de- 
seada. La línea punteada representa una “trayectoria variada” ligeramente, en donde, para 
cada uno de los puntos, p(x, y) de la línea sólida, existe un “punto correspondiente”, p(x, y,) 
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Y pe 
Yp = ordenada del punto sobre A 
j la trayectoria variada. ma o 87 
ES ez 2 
Yu = Y + eflx) AR, EOXZ 2 
E N 
e E Trayectoria ligeramente variada 
Se Yo = y+ef(z) 
eS 
/  |5y 
e 
x Y Linea sólica, y = y(x), que se supone cumplir la condición bajo la cual, 
b 
Pl R S p(z, y, y') dx tiene un valor extremo. 
/ a 
/ 
/ X A 
Ó 


Fig. 17.4 


sobre la trayectoria variada. La coordenada x no se ha variado, en tanto que y, = y + $y 
según se indica. Con el propósito de representar la trayectoria variada, se hace, 


Y, = yx) + efe) (6) 


donde e es una cantidad arbitrariamente pequeña (un “parámetro infinitesimal”) y f(x) 
es una función arbitraria diferenciable de x, la cual, por razones que se verán más adelante, 
se supone que se anula en los puntos a y b. Para ilustrar el anterior procedimiento, supón- 
gase que e es un número pequeño, por ejemplo 10-*, y que f(x), que cumple los requisitos 
anteriores, no alcanza nunca valores grandes comparados con y(x). Resulta claro entonces 
que (6) representa una línea muy cercana a la sólida. En realidad, si se toma «e suficiente- 
mente pequeño, (6) será siempre “cercano” a f(x), independientemente de los valores finitos 
que pueda suponer f(x). 


Es importante anotar aquí que al asignar diferentes valores a e, para cierta forma de 
f(x), (6) representa una familia de curvas en la vecindad de y = y(x). 


Supóngase ahora una integral correspondiente a (5), tomada a lo largo de la trayectoria 
variada. Es decir, 


%z 
Í, = $ $(x, y,, dy dx) de (7) 
donde y, viene dado por (6). Por conveniencia, en adelante se escribe 
8y = y, va) = efi) (8) 
y dy/de = y = y(x) + f(x) (9) 


donde y'(x) = dy/dx y f'(x) = df'/dx. 


La integral definida (7), es una función de e únicamente; y la condición de que (5) 
tenga un valor extremo es, considerando a e como variable, 


d9,/de = 0 para e=0 (10) 


Tomando la derivada de (7) bajo el signo integral, 


E E Y, D4 3] de (11) 
de Z, 0Y, 0€ dy, de 
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d9 _ dp 09 _ 08 
"0Y, UY” dy, Y, 
tanto, (10) puede escribirse, 





Y, Y, 
Pero si e=0 s y en cualquier caso, —=f(x%) y a Fa). Por 


de 








CI y $. (57M) id sp Fa) de = 0 (12) 
Observando que 
305 Fa) S AO) = ds fía) | — f(x) (E 2) (19) 


(12) puede ponerse'en la forma, 





E 1) || + $. E - a lo5)|f) dz = 0 (14) 
Suponiendo que f(x) se ha tomado de modo que se anule en a y en b, el primer tér- 
mino de (14) es igual a cero. Entonces, por conveniencia, se multiplica (14) por e, se aplica 


(8) y se escribe 
Sá (65) - 5] up az = 0 as) 


Aquí, óy es arbitrario para todos los valores de x, desde x, hasta x2. Por ejemplo, óy 
puede tomarse como positivo en una o más regiones y negativo en las demás. Por tanto 
(suponiendo por ahora que la expresión en el paréntesis cuadrado en (15) no es igual a cero), 
si se hace ¿y positivo en donde la expresión entre paréntesis cuadrados es positiva, y 
negativo en donde ésta es negativa, la integral (15) no será igual a cero. Por consiguiente, 
(15) puede ser igual a cero para todos los valores posibles de ¿y, únicamente bajo la condición, 


5 (35) - E Y ea) 


Esta es entonces, una ecuación diferencial, cuya solución suministra una relación entre 
y y x, y = y(x), tal que al sustituirla en (5), le da a esta integral un valor extremo. (Nótese 
el parecido con la ecuación de Lagrange.) 





La integral (15) puede ponerse en otra forma útil como sigue. Multiplicando (12) por 
una cantidad infinitesimal, e, y escribiendo 








e 
de eS = 84, dy f(x), dy” == ef'(x) 
a 
se tiene gg = $ 657 + e sy) de = 0 
que pueden escribirse, 
72 
gg = $ S[o(x, y, y)]jdx = 0 (17) 


Los ejemplos específicos que siguen, sirven para ampliar el significado de (15) y (17). 


Los resultados anteriores pueden extenderse al caso de n variables dependientes, y1, 
Y2,--.,Yn» y una variable independiente, x. (No se incluyen detalles aquí.) Es decir, 
considerando la función 


$. = PY Ya Yas Y Vio + Yes E) (17.1) 


la condición de que S. p, dx tenga un valor extremo es 








(E) - 5 = 0 r=1,2,...,n (17.2) 
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o, lo que es lo mismo, 


89 = y  elg)dr = 0 (17.3) 


17,4 Soluciones a los. problemas propuestos anteriormente. 
En este momento ya es posible completar los ejemplos 17.1, 17.2 y 17.3. 


Solución al ejemplo 17.1. 
Comparando las ecuaciones (1) y (5) se observa que $ = (1 + y'2)!/2 (un caso más bien especial ya que 


d (28 


contiene únicamente y'). Aplicando la relación (12) y observando que > =0, + ( ay =0 o sea 0dg/0y!' = 


de 
c1 = constante. Así, 04/0y' = (1 + y'2)-1/2y' = c, de donde y' = dy/dx = c1/VÍ — cf = cz. Integrando ésta 
se obtiene y = czx + ca, la ecuación de una línea recta que, si se escogen adecuadamente los valores de cz y ca, 
pasará por los puntos seleccionados a y b, de la figura 17-1. (Para hallar la distancia más corta entre dos puntos 
de un cilindro, véase el ejemplo 17.4.) 


Solución al ejemplo 17.2. 


2 1/2 
Como puede verse en (2), 4 = a) donde x' = dx/dy. Se considera aquí a y, como 
1 7 29ly — Y1) 

la variable independiente. Entonces, e 22)- 2% - 0. Ahora, como Eb = (), se tiene a 2s,)- O osea 
A dy L0x dx dx dy Nox 
Sor = (1 = constante. Pero 

A 

del (14 + 2 (y — 1)? ? 


lo cual 2' ( e o _ 7 q Escribiendo ab = 4 => 
para lo cual x=” = 1/29 1/29 Y PY scrib:endo ahora, Co 29 Y1í Y C 29 Ca 


de _ (yy 
7 Er (18) 
que es la ecuación diferencial que relaciona a x con y. Con el fin de integrar a (/8) se realiza el siguiente cambio 
de variables: , 





Cay = R(l— cos a) (19) 


donde R = (cz + c3)/2, de donde, ca + y = R(1 + cosa) y dy = —Rsenada. Llevando estos resultados 
a (18), se obtiene 


_ 1/2 
de = rs) seneda =  +R(1-— cosa) da (20) 


que puede integrarse de inmediato y obtenerse así, 
x = Lo + RÍ(a — sen a) donde xo = constante 
Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de descenso más rápido son 
x = Yo + K(a — sen a), y = Yo — R(1— cos a) (21) 


donde yo = cz = vu? /2g + y,. 
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+Y a as | E En 


El disco D rueda sin resbalar sobre ab. El pun- 
to p' adherido al disco, traza la cicloide ABC, 
expresada por 


y = yo — R(1 — c08 a) 
x == xo + Ría — sen a) 


Pprlx1, yr) y pz(xz, y2) son los 
puntos seleccionados. yv, es la velocidad 
de m en p,. 


E + API ES ON . o 
y | 


PalY2 Yy) ' 
e 


Fig.17-5 


El lector puede demostrar que la curva ABC, de la figura 17-5, trazada por el punto p' adherido al disco, mien- 
tras el disco rueda sin resbalar a lo largo de la línea ab, está representada por las ecuaciones (21). Por tanto el 
“braquistocrono” (trayectoria correspondiente al tiempo más corto) es aquí una cicloide. 


Para un problema específito cualquiera (para el cual se conocen los valores de ur, x1, y1, x2 y y2), R y 
xo (yo = cz = v1/2g + y: no son arbitrarios) deben seleccionarse de tal manera que la cicloide pase por p; (x1, y,) 
y palx2, y2). Que esto puede hacerse y que la. trayectoria es única, se encuentra demostrado en: W. D. Macmillan, 
Statics and Dynamics of a Particle, Dover, 1958, página 328. 


Solución al ejemplo 17.3. 
Comparando las expresiones (4) y (5), se escribe 
p = L(x,y,2, Y, t) Jm(22 + y?) — MIY 
donde t se toma como la variable independiente. Aplicando (17.2), 


d /aLY_oL _ a (ay aL _ 
a (5) 0 a (3) y" dd 


(que evidentemente son las ecuaciones de Lagrange). Con éstas se obtiene mx = 0 y my + mg = 0 y finalmente, 
por integración, x = v,t y y = v,t — ¿gt? que son las relaciones (3). Es decir, que las relaciones entre x y t, 


ta ta 
y y y t, que hacen que $ L dt suponga un valor extremo:o sea $ 3L dt = 0, se determinan por las ecua- 
ciones de Lagrange. t t, 


17.5 Principio de Hamilton a partir del cálculo de variaciones. 


Obsérvese. que la forma general de la función de Lagrange, L = L(qi,...,Qn; 
q1, -Gnit), tiene la misma forma de $ en la ecuación (17.1), donde q, corresponde a 
y1, etc., q corresponde a y',, etc., y t corresponde a la variable independiente x. Por tanto, 
se concluye que 





tz . ta 
Í = $ L(Q,) 4,30» ---,9,4)dt = $ (7 — V) de (17.4) 
tiene un valor extremo, o sea 
ta 
$ 8 [L(9, ---, 454 »--»Q bi] dt = 0 (17.5) 
j d /oL oL.  _ ES 
siempre que (az) — 9 0 r= ld...) 2 (17.6) 


Es decir, que al sustituir en (17.4) las soluciones de (17.6), q1 = q1(t), q2 = q2(t), etc., esta 
integral alcanza un valor máximo o un valor mínimo. Pero (17.6) es igual a la forma conocida 
de las ecuaciones de Lagrange. Por tanto, puede decirse que el movimiento de un sistema, 
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determinado por las ecuaciones de Lagrange, es tal que la integral (17.4) tiene un valor extre- 
mo es igual a cero. 

La relación (17.5) es una forma del principic de Hamilton (aunque no es la forma más 
general). 


En el numeral siguiente se deduce el principio de Hamilton, de una manera más general, 
utilizando la ecuación de D'Alembert. 


17.6 Principio de Hamilton a partir de la ecuación de D'Alembert. 


Puede lograrse una comprensión más profunda de los aspectos físicos contenidos en las 
etapas que conducen al principio de Hamilton por medio de la siguiente deducción, en 
comparación de la anterior. Sin embargo, cada uno de los enfoques contribuye en cierta me- 
dida a la comprensión general del principio. 

Para mayor claridad, la deducción se divide en las siguientes etapas: 


(a) Considérese un sistema de p partículas que tiene n grados de libertad y que se mueve 
en el espacio bajo la acción de diferentes tipos de fuerza. Siguiendo exactamente las 
ideas expresadas en el numeral 4.2, (que deben repasarse) se reproduce a continuación 
la ecuación (4.2): 


P Pp 
í=1 =e 


donde, para la validez de (17.7), los “desplazamientos virtuales” óx,, óy,, y 52, son 
completamente arbitrarios. Sin embargo, como en la deducción de las ecuaciones de 
Lagrange, se supone que dóx,, dy, y 62, son desplazamientos en los cuales t no 
varía (véase el ejemplo 3.5, figura 3-3). 


(b) Supóngase que en el instante to, una de las partículas, m,, está en el punto A, de la 
figura 17-6. Más tarde, habiéndose movido de acuerdo con las leyes de Newton, la par- 
tícula llega a C siguiendo una “trayectoria real” ABC. Todas las demás partículas del 
sistema siguen sus propias trayectorias durante este intervalo, pero no es necesario 
considerar aquí sino la de mi. 










Z | , f 
| Ly = Y + ef, (x) Lo. Yo: z, P2 ES 
| Ya = y + ear) ea E —e 4E, y 
Ly = 2 + a9Í3(x) ) 5, eN yA | A 
dr = x, — r= ef ,(2), ete. Y, LA 
” /162 Pa _, —O 
A <> 
¿ ¡ y —3y+ dy 
A a+de 
BJ y | ¿“8% 
Trayectoria / > EN e 
variada ... VFB y 2, y, 2 
Trayectoria real y 
O 
Fig. 17-6 


Considérese ahora ABC dividido en intervalos infinitesimales por los puntos 
P1,P2,.... Suponiendo que m, se encuentra en p, en el instante t,, imagínese 
que se le da un desplazamiento infinitesimal arbitrario $s que va desde p, hasta el 
“punto variado” p;. Las componentes de ¿s, como se muestra en el diagrama son 
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(c) 


(d) 


(e) 


ó5x, óy y 62. De esta forma, se localiza un punto variado para cada uno de los puntos 
de ABC. La trayectoria AB'C, determinada por los puntos variados Pp!,P;,... se deno- 
mina “trayectoria variada”. Debe recordarse que óx, dy y óz tienen el mismo 
significado que los desplazamientos virtuales utilizados en las deducciones de las ecua- 
ciones de Lagrange, capitulos 3 y 4. 


Como en el numeral 17.3, (véase la ecuación (6)), se escribe 
T, = + €, Í, (5), Y, = Y Wu €, Í.(Y), z, = 2 + € Í2 (2) (23) 


donde tv, Yu y 2, son las coordenadas de un punto sobre la trayectoria variada y x, y 
y z las del punto correspondiente en la trayectoria real. Los parámetros e, ez y €3 
son, nuevamente, cantidades infinitesimales, consideradas aquí como constantes. 
filx), fly) y falz) son funciones diferenciables arbitrarias de x, y y 2, respecti- 
vamente, pero seleccionadas de tal forma que en Ayen C, óx = dy = d2 =0, 


Se definen ahora las siguientes variaciones, 
8% =x%,—%, 8(de) = de —dx, 382=2x2%,-2 (24) 
donde 2= dzx/dt, x,= dx, /dt, de, = dx +e, d[f (x)]. Así pues, a partir de (23) y (24) 
se concluye que 


30 =«f(a), ade) = «df, (a), sé = «Fl (0) = E) (25) 


y las relaciones correspondientes son naturalmente válidas para ¿óy, óz, etc. Nótese 


que las ecuaciones anteriores se cumplen para toda función diferenciable arbitraria, 
fi (x) etc. 


A continuación, considérese el primer término de (17.7). Por la regla de la diferenciación 
de un producto, este término puede escribirse, 


du(mit) = G(máism) — mis. (8m) (26) 
Pp d > . d A 
ero por (25) qe (6%) = 8x. Entonces, mz: q, (871) = mit, 8%: = jm,8%? y entonces, 


3x(mit;) = Se (mid 82) — Am, 8%; (27) 


Expresiones similares se encuentran para MY: $Y Y MZ; 82; 


Así pues, habiendo eliminado m;2,8x,, etc., de (17.7), y agrupando términos, se tiene 
Pp o o 0 d La $ . o 
8 E Y mila? + y; + 22) | + Wer = di B> mdxr Ex + YiSyi + 2: 32) | (28) 
i=1 =1 


Multiplicando por dt e integrando entre los límites de to y t, (el tiempo para ir de 
Aa C), (28) resulta 


ts Le o j o o Cc 
S [87 + SW cota1] dt = s miz; Ti + YióYi + 2i 821) a (29) 
to i=1 





Principio de Hamilton. Suponiendo, como se ha mencionado ya, que en A y C, 
óx, = 6y, = 52, = O, el término de la derecha de (29) es igual a cero. Así, 


ts 
S (ST + Fq8q1 + Fay8q2 + :+: + Fo Bqu)dt = 0 (17.8) 
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que es una forma muy general del principio de Hamilton. Las fuerzas generalizadas 
usuales, originadas en cualquier tipo de fuerzas aplicadas, se representan por Fa,. Si 
se introducen en T' coordenadas superfluas, como se indicó en el capítulo 12, estas fuer- 
zas generalizadas pueden influir las fuerzas de restricción. 


Si todas las fuerzas. son conservativas, ¿W,.. = — 5V y 


ts ts 
$ s(T-V dt = S sLdt = 0 (17.9) 
to e 


0 


que es la misma forma (17.5) obtenida anteriormente. 


17.7 Ecuaciones de Lagrange a partir del principio de Hamilton. 


Nótese que, dejando a t constante, 


RC 


1 0Qr 


Ma 


Esq, + 


ST = 
0Qr r 








iba 
Q> 


Eliminando 5q. del segundo término por medio de 3q,= (89) e integrando el segundo 


término de (30) por partes, obtenemos 
5 “TS d/oT ] 
— | —Á ) 8q, | de 
A JS. » dt (a) ¿ 01) 


tp on n 
9T 9T 
—d $Qr NN — 00r 
S. 2, 0Qr (S0-) 2: 00» : 
” /0T Cc dl 
Pero Ss a $Qqr| = 0 ya que todas las variaciones en A y C se suponen nulas. Por tanto 
i=1 r A 


(17.8) puede escribirse, ) 


“ra/doT  oT 
RAS ) 89] at = 0 (17.10) 
S. » (a 007 00r as Bd 











Esta integral debe hacerse igual a cero para valores completamente arbitrarios de óqí, 
$q2,...,58q, a lo largo de las trayectorias. Por tanto, supóngase que todas las 6óq, 
excepto por ejemplo óq, se anulan. Entonces, de acuerdo con el argumento dado antes de 
la ecuación (16), se concluye que el coeficiente de ¿q, debe ser igual a cero. Por tanto, en 
general, 








(E) 0 A => 


dto.)  0qr 
d /óL óL e , 
Igualmente, la forma lr a = (0 resulta como una consecuencia inmediata 


de (17.9). 


De lo anterior, resulta evidente que si se tiene el principio de Hamilton, junto con la com- 
prensión de T, V y F¿,, pueden deducirse de allí las ecuaciones de Lagrange, la ecuación de la 
segunda ley de Newton, etc. Por tanto, si se desea, en este sentido el principio de Hamilton 
puede considerarse como la base de la dinámica analítica (véanse las referencias del nu- 
meral 17.9). 


17.8 Ejemplos específicos para ilustrar los ejemplos de este capítulo. 


Ejemplo 17.4. 
Se trata de demostrar que la línea más corta entre dos puntos cualesquiera pi y p2 sobre un cilindro, es 
una hélice. ¡ 
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s 


La longitud s de una línea cualquiera sobre un cilindro entre p, y pa está dada por 
Pz 
g = S (1 + r2(d9/d232] 1/2 dz 
Pr 


donde r,6 y z son las coordenadas cilíndricas usuales con r = constante. Puede determinarse una relación 
entre 0 y z que le dé a esta integral un valor extremo, por medio de 


LA (5) 0 se 
dz 100" 00 
donde 4 =[1+ r?20'2]1/2 y 0' = d0/dz. Pero como 06/09 = 0, 

dp/do” = (1 + 129?) -1/2 ,2g' = €, = constante 
Por esto, r0' =c2. Y así, r0=c22+c3, que es la ecuación*de una hélice. 


Supóngase que en p, se tiene 0= 0 y z = 0; entonces cz = 0. En p», hágase 0 = 02 y 2 = 22; por tanto 
ca = 102/22, y r0 = (r02/z2)2 es la ecuación final. 


Ejemplo 17.5. 


Evaluar la integral (5) de la figura 17-3, ejemplo 17.3, a lo largo de la trayectoria real; determinada por 
x =Uxt y y =U,t—jigt? entre los límites t=0 y t=t,= 2u,/g = tiempo de vuelo. Evaluar así mismo 
la integral (7) a lo largo de una trayectoria variada, determinada por x = u,t y y = hsen (ru,t/R) entre los 
mismos límites. Comparar los resultados. 

Se hace ho. vs/29 = altura máxima, y R= 2u,u,/g = alcance del proyectil. Nótese que las trayec- 
torías real y variada se cortan en x=0 y x= R. Por tanto, en estos puntos ¿x = ¿y = 0. (Demostrar que 
cuando t == t,/4; yy — y = 0,707 —0,75.) La integral (5) se hace 


gd f Im[v? + v2— 4v,gt + 2922] dt =  2mh(vi/v,— 4v,) 
La ecuación (7) puede Da 
Se = S A jmivi + (h?r2v2/R2) cos? (rv,t/R) — 2gh sen (rv,t/R)] dt 
y finalmente, IJy = 2mh(v¿/v, — cv) 


donde c = (2/x — 72/32) = 0,329. Nótese que ..J es ligeramente menor que .Í,, como podría esperarse. 


Ejemplo 17.6. 


_ Hallar las ecuaciones del movimiento para una masa pendular suspendida de un resorte, por aplicación 
directa del principio de Hamilton. 


Para el péndulo que se muestra en la figura 17-7, 
L = ¿m(?2 +22) + mgr coso — jk(r— ro)? 
Por tanto 


t . ta e... e .. 
S 8Ldt <= S [m(r 8r + ro? 3r + r20 30) + mg 8r coso — mgr 30seno — k(r— ro) 87] dt 
t t 


Según la ecuación (25), 


m+s+dt = mrd(8r) = d(mr8r) — msrrdt 
Igualmente, mr?29 89 dt = d(mr2 80) — 30 MO ay 


= d(mr?9 30) — 80(mr2 9 + 2mrr0) dt 


Por tanto, se escribe la integral anterior como 
3 o. o o. o. 
S [fm r — mre? — my cos 9 + k(r— ro)) 8r + (mr29 + 2mrr9 + mgr sen 0) 86] dt 
tr he 
— S [d(mr 8r) + d(mr?e 80)] = 0 
t 


Suponiendo que ó¿r y 58 son ambas iguales a cero, en ty y ta, la segunda integral es evidentemente nula. 
Como ó¿r y ¿8 son completamente independientes (hecha la excepción mencionada antes), la primera integral 
puede ser cero solamente si 
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m? — mrg2 — mg coso + k(r—ro) = 0 y mr29 + 2mrrg + mgrseng = 0 


Pero estas son las ecuaciones del movimiento del sistema. Es evidente que son las mismas relaciones que se 
habrían obtenido por aplicación directa del principio de D'Alembert o de las ecuaciones de Lagrange. 





1, 
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El marco X Y se mueve hacia la derecha, 
con aceleración constante a 





Fig. 17-7 Fig.17-8 


Ejemplo 17.7. 

Supóngase que se hace mover, en dirección positiva de X, el marco entero XY, de la figura 17-8, de modo 
que la distancia s de O a un punto fijo está dada por s = ut + hat?. Supóngase una resistencia viscosa, f, 
sobre m, dada por f = —bx. A partir de (17.8) se tiene 


!l 


ty 
$7 (sn + f8x]ee 
t, 


f [S(Fm(v + at + 2)? — $kx?) — bx 8%) dt 
t1 


la 


[m(v + at + 2) ¿xn — kusx — be 8%) dt 


en donde t no ha variado. ty 


Escribiendo mio + at + %) se = d[m(v+at+ 2) ¿x] — mía + 2%) 8x dt 


la anterior integral se hace, 


t .. . ta ó 
S [(m(a +2) + bx + kx) 6x] dt — S d[m(v+at+x)8xr] = 0 
t, t, 
La segunda integral es igual a cero y por la primera, m(a + =)+ bx + ka = 0, que es la misma ecuación del 


movimiento obtenida por aplicación de la ecuación de Lagrange en la forma usual. 


El anterior es otro ejemplo de la manera como pueden obtenerse las ecuaciones del movimiento por aplica- 
ción directa del principio de Hamilton. 


17.9 Aplicaciones del principio de Hamilton. 


Como se vio en los ejemplos 17.6 y 17.7, las ecuaciones del movimiento de un sistema 
pueden obtenerse directamente a partir del principio de Hamilton. Sin embargo, como es 
obvio, el procedimiento es menos conveniente que el método usual de Lagrange. 


Naturalmente, puede decirse que como las ecuaciones de Lagrange resultan del principio 
de Hamilton, su uso es equivalente a la aplicación de este principio. Sin embargo, debe recor- 
darse, que una de las deducciones de las ecuaciones de Lagrange, que no depende en ninguna 
forma del principio de Hamilton, es consecuencia inmediata de la ecuación de D*Alembert. 
Además, el obtener las ecuaciones de Lagrange por vía del principio de Hamilton, deja mucho 
qué desear en cuanto se refiere a la claridad de los principios físicos básicos. (Compárese la 
deducción del numeral 17.7 con la dada en el numeral 4.2.) 


Sin embargo, este principio representa un punto de vista distinto e interesante. Además, 
ha abierto el camino para la aplicación de los métodos variacionales a muchas ramas de la 
fisica teórica. En los últimos años, los métodos variacionales han demostrado su utilidad en 
el desarrollo de la dinámica de los sistemas continuos, la relatividad, la mecánica cuántica, 
y la electrodinámica cuántica. 
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Para ulteriores estudios del principio de Hamilton, de los métodos variacionales generales 
y otras materias relacionadas, el lector puede consultar las siguientes referencias. 


Cornelius Lanczos, Variational Principles of Mechanics, University of Toronto Press, 
1949, 1966. Este libro es altamente recomendado no solamente como referencia sobre princi- 
pios de variación sino también como una fuente de información valiosa con relación a los 
principios básicos y a las ideas relacionadas con todo el campo de la dinámica. No se ha 
ahorrado esfuerzo para mostrar con claridad los cimientos y la estructura sobre los cuales se 
ha construido la ciencia de la dinámica analítica. El lenguaje es claro y despojado de expre- 
siones oscuras.. Tratando únicamente de presentar de manera clara y comprensible las ver- 
dades básicas, no se pretende darle sus formas más “compactas”, “elegantes”, o de acuerdo 
con lo que esté en boga. Además, el autor pone en evidencia ciertos puntos importantes con 
relación al método vectorial comparado con los métodos analíticos de la dinámica. Por 
último, al estudiar este libro, no debe dejarse de leer ni el prefacio ni la introducción. 


Clive W. Kilmister, Hamiltonian Dynamics, John Wiley, 1964, páginas 34, 49 y 50. 
Obsérvense los puntos de vista del autor con relación al principio de Hamilton, página 34. 


Herbert Goldstein, Classical Mechanics, Addison-Wesley, 1950, páginas 30-37, 225-235. 
Una deducción de las ecuaciones de Hamilton del movimiento, a partir del principio de 
Hamilton, se encuentra en las páginas 225-227. En la página 235 se halla una observación 
importante con relación a los principios variacionales y su utilidad. 


J. C. Coe, Theoretical Mechanics, Macmillan, 1938, páginas 412-417. 


Robert Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill, 1952, páginas 16-48, 95-98 y 
261-294. Este libro incluye muchas aplicaciones de los métodos variacionales. 


Problemas 


17.1. Demostrar que la línea más corta (o más larga) entre dos puntos de una esfera, es un segmento de círculo 
máximo. 


17.2. Una línea, y = y(x), que pasa por dos puntos dados pi(x1,y1) y pa2lx2,y2) se gira alrededor 
del eje X. Demostrar que el área superficial A, generada por esta línea, está dada por 


A = 2r S” yds = 2r f y[1 + (dy/dx)?]1/2 de 
P; 1; 
Demostrar que la ecuación de la línea que genera una superficie mínima está dada por 
dylde = (y2/—1)/2 osea y = ce, cosh (x/c, + c,) 
donde c, y cz son constantes que deben determinarse haciendo que la línea pase por los dos puntos 


dados p, y p2. En: R. Weinstock, Calculus of Variations, McGraw-Hill, 1952, página 30, se encuentran 
detalles de cómo puede lograrse esto. La curva anterior se denomina catenaria. 


17.8. Una masa m, sujeta a un resorte espiral de constante k, oscila a lo largo de una recta horizontal lisa con 
un movimiento dado por x = Asenwt en donde w= VRk/m. Suponiendo una trayectoria variada 


representada por x=AÁ senut+esen2wt, en donde « es una pequeña magnitud constante, 
demostrar que para la trayectoria real tomada en el intervalo que va desde ¿=0 hasta t ==/2w (un 


t=7/20 
cuarto de oscilación completa), S óLdt = 0; y que para la trayectoria variada, esta integral 
es igual a ¿¡mxwe?. t=0 . 


17.4. Los coeficientes en el desarrollo de la serie del seno de Fourier, para la trayectoria parabólica del ejemplo 
17.5, figura 17-3, están dados por 
Aa = (16h/n3r83)(1 — cos nr), n=1,2,3,... 


(véase un estudio introductorio cualquiera sobre series de Fourier.) Por tanto (conservando los términos 
primero y tercero) la parábola es aproximadamente, 
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17.5. 


17.6. 


17.7. 


17.8. 


17.9. 


17.10. 
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32% on E + 32h n 37% 
73 RTS" TR 





(Nótese que az = 0.) Tomando la ecuación anterior como la de una trayectoria variada, demostrar 
que la integral Y, para esta trayectoria es 


ts 
Iv = Sf Ldt = 2mh(vó/v, + cv,) en donde c = (32 X 82/817*) = 0,333 
t=0 ] 


ts ' 
Demostrar que $ Ldt tomada sobre la trayectoria real, es ligeramente menor que .J,,. 
t=0 


Con relación al problema anterior, escribir y, =y +esenut como una trayectoria variada, donde 
y = uyt — hgt?, e es algún número pequeño, w = n*/t, y n es un entero. (Nótese que la trayectoria 
variada pasa por los puntos x = 0 y x = x?, de la figura 17-3.) 


ty 
Nuevamente, demostrar que la integral S L dt es mayor para la trayectoria variada que para 
la trayectoria real. t=0 


Se lanza la bola de la figura 17-9, horizontalmente desde el punto p, con una velocidad inicial v,. 
Si cae libremente bajo la gravedad, su trayectoria real se determina por x = Uvzt, y = jgt?. 


XxX 


Pi 
+Y 


Movimiento real, x = u,t, y = )gt?. 
Movimiento variado supuesto, que pasa por P, y Pa, 


Ya 
e — 





x= vt, y =( Jer 





Fig. 17-9 





Y 
Se supone la siguiente trayectoria variada, x =U,l, y = ( 2 )ferrón—x) que pasa por los 
puntos p. y pz. Demostrar que para la trayectoria real, 














t¿=29/Uz MUV.,Z mga?x3 mv MOx 
S Ldt = 2 2 E 9 e == uo + 2 ILY2 
t,¡=0 8v; 2 8 Vx 
y para la trayectoria variada, . 
2H Va MUY y MIL 
$ Ldt = 2 + 0,689 ——— 
t,¡=0 Uz 


Hallar las ecuaciones del movimiento del sistema de la figura 2-8, con aplicación directa del principio de 
Hamilton como se hizo en el ejemplo 17.6. Usense las coordenadas q. y y, para T, véase (2.44). Com- 
probar los resultados por el método de Lagrange. 


Plantear la ecuación del movimiento correspondiente a r, problema 3.21, de la figura 3-13, por aplica- 
ción directa del principio de Hamilton. 


Plantear la ecuación del movimiento del péndulo doble del ejemplo 4.6, por aplicación directa del principio 
de Hamilton. 


Al péndulo mostrado en la figura 17-7 y analizado en el ejemplo 17.6, se le permite ahora oscilar en el 
espacio. En coordenadas esféricas, 


L = jm(r2 + y262 + 12 5en2 9 $?) + mygrcos9 — jk(r—r 0)* 


Suponiendo una resistencia viscosa sobre la masa, la función de potencia P es 
P = ¿(+ 128? + 12 sento q?) 


te 
Demostrar que $ (6T + 5W) dt se reduce a 
ty 
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2 00 0 Oo 0] 
f [(m r — mrée? — mrsen?o $? + k(r— ro) — mgr coso + br) 8r 
t, 
+ (mi29 + 2mrr9 — mr?seno coso $2 + br29 + mgr sen 0) 86 
: + (mr2sentog$ + 2mrrp sen?o + 2mr296 sen 0 cosó + br? sen? pg) 8gdt = 0 


de donde pueden leerse de inmediato las ecuaciones del movimiento. 


17.11. Para el ejemplo 4.8, figura 4-6, plantear las ecuaciones del movimiento para m, y ma, por aplicación 
directa del principio de Hamilton. ¿Se le permite variar a ¿? Comparar estos resultados con los que se 
han dado. 


17.12. Plantear las ecuaciones (14.15), por aplicación directa del principio de Hamilton. 





El método de Lagrange en la dinámica, está basado en gran parte en las cantidades 
escalares T, V, P y ¿W las cuales, en sistemas holónomos, pueden expresarse fácilmente 
en función de un conjunto cualquiera de coordenadas generalizadas. Aunque la naturaleza 
vectorial de la fuerza, velocidad, aceleración, etc., es de importancia básica, los métodos 
formales vectoriales y tensoriales son usualmente de muy poca o ninguna importancia al 
obtener las expresiones adecuadas para las magnitudes anteriores. Al aplicar las ecuaciones 
de Lagrange, las ecuaciones del movimiento se obtienen directamente en el sistema de coor- 
denadas que se desee. Además, las magnitudes vectoriales se tienen en cuenta en forma 
automática, sin que intervengan las relaciones vectoriales formales, como se demostró en el 
numeral 3.10. Así, el método de Lagrange que es muy general y puede aplicarse fácilmente, 
no requiere, o no se beneficia en forma notable, de los métodos vectoriales y tensoriales. En 
todos los casos, excepto en los relativamente sencillos, es mucho más fácil y requiere mucho 
menos tiempo, escribir las ecuaciones del movimiento de Lagrange que determinar primero 
las relaciones vectoriales adecuadas y luego traducirlas en las coordenadas deseadas, para no 
mencionar el problema de la eliminación de las fuerzas de restricción. 


Sin embargo, la notación y los procedimientos vectoriales y tensoriales, han sido intro- 
ducidos extensamente en muchos campos de la ciencia y la tecnología, y en varios de ellos 
ofrecen ventajas definitivas. Por tanto, debe ser de interés para el lector, la siguiente lista 
de las más importantes relaciones de la dinámica, expresadas en las notaciones mencionadas, 
para, (a) desarrollar una comprensión mejor de este lenguaje y de su relación con los métodos 
de Lagrange, y (b) como fundamento básico en la lectura de muchas referencias. Sirve 
además para completar así los puntos de vista sobre la materia. 


A continuación de las relaciones siguientes, aparece el número y la página de la forma 
correspondiente en el texto. 


1. Vector de posición r y ecuaciones de trasformación. 
r = 2xi-74+yj+2k 


donde i,j y k son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes rectangulares or- 
togonales X, Y y Z. O sea 


3 
r = Iii + Lola + Lalg = » Ckix 
k=1 


en donde i,,iz e iz corresponden a los vectores unitarios anteriores y X1,X2 y X3 
remplazan a X, Y y Z. x,= x;(q1,q2, .-..Qn,t), etc., son las ecuaciones de tras- 
formación reducidas. Véase (2.51). 


2. Velocidad r. ; 
velocidad = Tr; = Zi + Yj + 2k 


rn 
h= ) iq (2.52) 
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v=vo+r+exXr= velocidad de una partícula en el espacio inercial en donde e = 
velocidad angular del marco de referencia, vo = velocidad del origen del marco en el 
espacio inercial, r = vector de posición de la partícula, medido con relación al marco de 
referencia móvil. Véase (8.4). 


= vo + eXr = velocidad de una partícula típica en un cuerpo rigido. Véase (8.3). 


3. Aceleración a. 








a=T=1i+Yj+2k (2.59) 
Componentes 4q,, lq,, Y Uq, de a en las direcciones de las coordenadas generalizadas, 
q1,Q2 Y (3: 
PE (E 2 3 (3.24) 
tr “  RhrLdtX aq, 0Qr 
A. = Yo +9Xr+0X(eXr) (9.7) 


donde a = aceleración de una partícula típica en un cuerpo rígido, en el espacio inercial. 
4. Fuerza F, desplazamiento de dr y trabajo W. 
F — Fi + F,j) + F,k 
dr = dxiw+dyj + dk = >») 30, LQr 


$ rar (2.36) 


5. Energía cinética T. 


Para una partícula, T = 4jmr+r. Para un sistema de p partículas, con n grados 
de libertad, 





P ; n nn e | 
Ds 0 = NY Andrds + 2 Br +C (2.55) 
donde qn rs nl 
Ar =1 a e j e) Sm (E E _1 Y m (E. de) 
A 0Qr 0ds/” ot q» 2.2 ot ot 


Véase (2.54). 


6. Ecuación de D'Alembert. 


Pp 0. o. 
Y [Fl — má(%iá+Yyj+2k)] - (Sxái+8yj+82%k) = 0 
í=1 
p ] » d 
, O SCA, 2 (F¡—pi)* Sr; = O en donde pi = q (ar) (4.6) 


; , R 
Para expresarla en coordenadas generalizadas, escríbase 8r; = » Cas) $01. 
k=1 


7. Ecuaciones de Lagrange y fuerzas generalizadas. 





dt A 2 mal E) | — 307 2% mMuúlr; * r;) = q, .8), (4. 
E or; 8Wq, 
= = 4.10 
Fo, 2 Fi 0Q- 38Qr 


Véase el numeral 4.8. 
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8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


. El tensor de inercia 1, (diada de momentos) ; 
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Energía potencial V, función de potencia P. 


—VY = S F¡»dr; en donde las F, son conservativas. (5.4) 
F;¡ = —gradV, Fa, = -— (5.7) 
Para fuerzas viscosas, 
_ 1 a Or: er) 
= 3 2 br:0r0+ en donde Drs = p> db; (=> 9% (6.16) 


; 
» m,[r?(ii + jj+kk) — rr] 
I —= lx: ES jjZ,y + kk7.. E zy(1) + ji) 
— Izz(ik + ki) — 1,2(jk + kj) (7.11) 
donde lz2z = YN mi(y?+2), Ll. = DY miy, etc. 


Para X, Y y Z, ejes din de inercia, 
il? + 331, + kk 


Momento de inercia Zo. con relación a una recta cualquiera O,, de cosenos directores 


l, mM yn. losa = erYT'€ (7.2) 
donde «e = il + jm +kn. 
Energía cinética de un cuerpo rígido 
T = 31) mov = 3 Y múlvo + + Xr)* (vo +oXr) 
= 3) mívi + (ua xr)" (e Xx r) + 2v0* (e X r)] (8.10) 


Para un punto fijo del cuerpo, el origen en este punto, 
—= tu*I:o = (1,02 +1, ws + 1, 221, ww, — 21 0_0 — 2] w, 0, 


T2 Y 2 yz Y 


Momentum angular P con respecto al punto O ,, fijo en el espacio. Ecuaciones de Euler 
correspondientes, el cuerpo en movimiento en forma arbitraria, no fijo en O. 
SY mir x r) Numeral 9.13 


donde r = vector de posición de m,. 
Torque con respecto a 01, r = DP rsXxF, Numeral 8.2F 
8 


donde F, = fuerza aplicada externamente, r, = vector de posición del punto de apli- 
cación de F.,. 


d 


Ecuación de Euler, Tf = ra (9.28) 


, 


Torque 7,, y momentum angular Po, con respecto al punto O, que se mueve con velo- 
cidad vo, en el espacio inercial. 
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14, 


Ta. Y ma x Ri = Y) mxiX (vo +Y) 
donde R, = vector de posición de m,, medido desde el punto fijo O, 
e Ta: += Y ma; XT — VoX Y) mx 
= SY maxi ME -(9.30) 


donde r, = vector de posición del centro de masa, con respecto a O. 


Al definir, Po = Y mir:XX; como el momentum relativo, la ecuación de Euler en 


forma vectorial puede escribirse, . ] 
Ty = P,— Mv,Xr, (9.31) 
El tensor métrico. 
Se escriben las ecuaciones de trasformación como 
wi = xí(q*,q?,...,q”) etc., (no interviene t) 


- Min y ir y. ig — Y andar 
dan = ¿add + a dai + + gn da 2 Gx dq 





Se define el “elemento de longitud” ds en el espacio de n dimensiones (espacio de Rie- 


mann) por medio de p 
ds? = Y (dx? +dy? + d2?) 
í=1 
”n n Pp 
de = Y Y » (Aia + dixdi + ces) | dq* dq' 
k=1 [=1 Lií=1 
o sea di = >» ] gui dq* dq' 
k=1 l=1 


en donde gx, son las componentes del “tensor métrico”. Véase, por ejemplo, (2.54). 


Apéndice 


ABD EE AR. MS E SAM E, RS CAS G conca 





Las relaciones que se dan a continuación son herramientas indispensables en el campo 
de la dinámica analítica, así como en otros muchos campos de la física matemática. Este 
resumen tiene por objeto servir de referencia. La mayor parte de estas relaciones han sido 
utilizadas extensamente en todo el texto. 


A.1 Relaciones entre a11,a12,013, ete., figura A-1. 






———— Cosenos directores |, m y n relativos a 
, X, Y, Z y [l,,m,yn, relativos a X,,Y1,Z:. 


X 
013 PRA 


an 


a12 


, de 
a 


/ f 
P- |%,Y, € at 


$ 1 21, Yo 21 mo 








21 id 073 = ángulo entre Y y Zy; etc. 
DES cos 033 = as; ete. 
Fig. A-1 
Aquí aj1, a12 y «13, por ejemplo, representan los cosenos de los ángulos 011, 012 y 
613 entre X y Xi, Y, y Zi, respectivamente. Es decir, «1, = cos0;1,, etc. 
paa o 2 == 
y ad +a = 1, e Hato = 1, 3, +05 tay = 1 (1) 
+4 4+%A= 1 tato = 1 a+ at = 1 
0%, + 09%9 + gy = 0, 2,,%7 + 27% + 93% = 0 
11%, F %7%57 + gg = 0,  0,1%3 + 27% + 2% = 0 (2) 
%7¡%3] TF AA TF At = O, 19% 7 E oz Y Aya = 0 
En forma compacta (1) y (2) están dados por 
3 l para r=sS 
Y 2,0, = = 8,, = Delta Kronecker (3) 
¡=1 0 para rx s 
Aj Ugaz — UygAgo) gy — Ag yz — Apolgg  Ugy — Ayo — Az 
Aj — QggAg, — Aggtayr Ugg — Ogg] — Uyggp) gy — jgOo, — og y (4) 
Ajg = GgyAzg — Ugg yg — Ugg — yy gos Ugg — O ¡Oy — Ayo) 
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A.2 Relaciones entre los cosenos directores li, mi y ni y l,m y n 
correspondientes a la recta 0O,, figura A-1. 


Nótese que l,, mi y n, se han tomado con respecto a Xi, Y1 y Z1 y que 
l, m y n se han tomado con respecto a X, Y y Z. Considérese un punto cualquiera p(x, y, 2; 
x1, y1, 21) sobre la recta O,. Si se divide la ecuación de trasformación, x1 = xa11 + 
yaz21 + 2031 por r= Op se obtiene x,/r = (2/rJa11 + (y/r)az1 + [(2/r)a31. Pero x1/r= 
l,,x/r= l, etc. Portanto, 


l, = la, + MA + Nay, 
m, = la,, + Mazo + Na,» (5) 
n, .= la, +Hma,, + Naya 
Igualmente se concluye que 
| = la, + M0 + 8,07 
m = lay, + M,%, + N,% - (6) 
n = Ly + M,%, + N,%y 


Usualmente es conveniente expresar las « en función de los ángulos de Euler como se 
indica en la tabla 8.2, y en la tabla A.1 que aparece más adelante. 


A.3 Cosenos directores expresados en coordenadas específicas. 
Prácticamente en la solución de todo problema, los cosenos directores deben eventual- 


mente expresarse en función de ciertas coordenadas específicas. Esto no es difícil. Los si- 
guientes ejemplos son típicos de este proceso. 


(a) Coordenadas rectangulares. 
Considérese la recta Oa, de la figura A-2. Sean x, y y z las coordenadas rectangu- 
lares de un punto cualquiera, p, sobre Oa. Por tanto, los cosenos directores l, m y n, de 
Oa, son 
l=x/r, m=ylr, y n=2)/r (7) 


donde — = (1? + y? + 22)1/2, 






p,9,z cilíndricas 


x.y, z, rectangulares 
— Pp 
_| 7,0, 9, esféricas 


| 





Los cosenos directores l, mm y n pueden expre- 

Ds eS - sarse en función de coordenadas rectangulares, 
A a A cilíndricas, esféricas, o en cualquier otro sis- 
tema. 


(b) Coordenadas cilíndricas. ; 
Representando por p, 4 y 2 las coordenadas cilíndricas de p, figura A-2, 


l = pcosg/r, m= pseng/r, y n= 2/r (8) 


donde 7 = (p? + 2?)142, 
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(c) Coordenadas esféricas. 
Representando por r, 6 y y las coordenadas esféricas de p, figura A-2, 


l = senó cosg, Mm = sen0send, y N = COSO (9) 


(d) Cosenos directores de las coordenadas X, Y y Z, de la figura 8-16, (o de la 
figura A-1) en función de los ángulos de Euler. 
Los ángulos de Euler se describen en el numeral 8.7, y se ilustran en la figura 8-16. 
Los cosenos directores, a:1, a12 y «413 de X, etc., están dados en la tabla 8.2. Por con- 
veniencia se repite a continuación esa tabla. Estas expresiones pueden verificarse fácil- 
mente con la ayuda de un modelo sencillo. 












411 == COB 4H COS y 
— sen $ sen y cos 6 


9 = — sen $ C0s y 
— COS Y sen y cos 9 













az; = senó seny 






= —seng seny 
+ C08 $ cos y cos 0 


019 = COS y sen y 
+ sen $ Cos y cos 6 


EN 13 = senó sen $ az = senó cos $ dag = C0SÓ 


Tabla A.1l 










3 = — 8Senó cos y 





Las relaciones anteriores son muy importantes en el estudio de la dinámica de los 
cuérpos rígidos, así como en otros campos. 


A.4 Coordenadas del punto p, figura A-3 (o de m' de la figura 8-16) en función 
de los ángulos de Euler, y, 9% y 0, y de otras coordenadas. 


Z,! Y Las coordenadas de p 800: x, y Y 2; X1, Y1 Y 2135, 01 y bn. lr, 
1 / 0” y 4” son las coordenadas esféricas medidas con respecto a X, 

Y y Z.) Los ángulos de Euler, y, $ y 0, orientan el marco X, Y, 

Z con relación a Xy, Y:, Zi. 

Hallar x,, y: y z, en función de r, 01, d1, Y, e y 0. 


is, iz € ia = vectores unitarios según X,, Y, y Zi. 





Z. e e1,, 61 y 63 = vectores unitarios según X, Y y Z. 
031» 121 413 X 
p | LAT 
A ¡ Y, 
A 
ES A 
$ 
| 
== + 
e, 
ea CN 


Fig. A-3 


Como se indica, las coordenadas rectangulares de p, son x1, y1 y 21, y también 
x, y y 2. Por tanto escribiendo x, = xe11 + ye21 + 2031 y eliminando las « por medio 
de la tabla A.1, se tiene, 
1 =  2X(COS¿ COS Y — seng seny cos 0) 10) 
— y(seng cos y + cos $ seny cos 6) + 2 send seny 
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y en forma semejante para y1 y 21. O, a partir de x = x10.:11 + y10r12 + 21/0132 se obtiene 

T =  xi(COS¿H COS Y — send seny cos 0) (11) 
+ yi(cos ¿ seny + seng cos y cos O) + Zisen 0 send¿ 


con expresiones semejantes para y y 2. 
+ 


Ahora, por ejemplo, haciendo que r, ¿' y 6” representen las coordenadas esféricas de p, 
medidas con respecto a X, Y, y Z, se tiene x = rsen0'cosd', y = rsenf0'send' y z = 
rcos 0'. Eliminando a x, y y z de (10), se obtiene 

1 = 'rsen0' cosg'(cos y cos y — seng sen y cos 6) 
— rsen6' seng'(seng cos y + cos ¿sen y cos9) + rcos 0” seng sen y 


(12) 


etc. Así, resulta claro que las relaciones del tipo de la anterior, pueden escribirse en función 
de los ángulos de Euler y de otras coordenadas diferentes. 


A.5 Cosenos directores de la recita Oa, figura A-3 en términos de los ángulos 
de Euler, Y, $ y 0 y de las coordenadas rectangulares, esféricas u otras. 


Los cosenos directores !, m y n de Oa, relativos a X, Y y Z son 
l=x/r, m=y!r, n= 2/r (13) 


donde x, y y z son las coordenadas de p en las direcciones de X, Y y Z. Por tanto, la prime- 
ra de las ecuaciones (5) puede escribirse, 


l| =  (x/rj(cos $ cos y — sen $ sen y cos 6) 

— (y/r)(seng cos y + cos $ seny cos 9) + (2/1) sen0G sen y (14) 
con relaciones similares para m, y n,, en donde r = (x? + y? + x?)'?. Igualmente, 
utilizando (6) se tiene i 

l =  (x1/r)(cos $ cos y — sen ¿sen y cos 9) his 


+ (yi/r)(cos ¿sen y + seng cos y cos 9) + (21/7)sen Gsen $ 
donde x1, y1 y 21 son las coordenadas de p según Xi, Y, y Zi. 
Escribiendo r, 0' y $” como coordenadas esféricas de p, con respecto al marco X, Y, Z, 
l, =  sen0' cos ¿'(cos $ cos y — sen ¿sen y cos 0) (16) 
= sen 6'sen ¿'(seng cos y + coso seny cos 9) + cos 0” sen 0-seny 
etc., para m,; y ni. En forma semejante, 
l =  sen0, cos ¿,(cos $ cos y — sen $ sen y cos 0) 


(17) 
+ senó, sen ¿,(cos p seny +seng cos y cos 0) + cos 0” sendseng 


donde 0, y ¿1 son las coordenadas esféricas de p medidas con respecto a Xy, Y1, Zi. 


Naturalmente, pueden introducirse las coordenadas cilíndricas y otros sistemas de coor- 
denadas, en las relaciones anteriores, en lugar de las rectangulares o esféricas. 


A.6 Componentes de la velocidad y de la aceleración. 
(a) Se representa por v(%1,Y1,21) la velocidad «de m relativa a X 1, Y¡, Zi, en la figura 
8-3. Las componentes v,, vu, y v, de v a lo largo de X, Y y Z son 


v  = La, + Y,%, + 2,259 etc. (18) 


z 


O también, (véanse las ecuaciones (8.4), estas componentes pueden expresarse como 


Y, = 0,4020, etc (19) 


z 
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donde vox, la componente X de eos de O, puede escribirse por ejemplo, como 


Vo, = Ty, + Yo + ete. (20) 


Las compqnentes de v, a lo largo de X,, Y, y Z,, pueden escribirse como 


Ur, == Ve, ,+U0%, +UVA etc. (21) 


| 1 11 y 21 z 31? 
donde Uy, Uy y U¿, por ejemplo, pueden expresarse como en (19). 
(b) Se indica por a la aceleración de m con respecto a Xy, Y¡, Z¡. Las componentes a.,, 
a, y a, de a a lo largo de X, Y y Z, están dadas por 


0. =%a +Y0,+22, etc. (22) 


ba 1711 


Naturalmente, Y, Ys y 21 pueden, si se desea, expresarse en función de coordenadas esfé- 
ricas o de cualquier otro sistema. E 


Pero, en función de las componentes de la velocidad angular del marco móvil X, Y, 
Z (véase el numeral 9.4A y las ecuaciones (9.6) ), se tiene 


a, = 4, +2 2(0,+02) + y(0,0, —0,) 


+ 2(0,0, + 0,) + 2(z0, — yo.) etc. ld 

donde aox, por ejemplo, puede escribirse como 
%, = Eya,, + Y, 2), + 20 (24) 
Resulta claro además que las componentes de a, en las direcciones de X,, Y: y Za 
pueden escribirse 0, = 00, +00, +00, (25) 


donde a,, a, y a, están dadas por (23), etc. 


A.7 Relaciones entre los cosenos directores y los vectores unitarios. 


Se representan por i1, iz e iz los vectores unitarios en las direcciones de Xy, Y, 
y Zi, y por e, e2 y ez los vectores unitarios en las direcciones X, Y y Z como se indica 
en la figura A-3. Como anteriormente, «23 = cos0»z3, etc. 


Considerando Op con el vector r, se escribe 
r = Ze, + ye, + ze, (26) 
r = 2,1, +41 +21, (27) 


Dividiendo a (26) por r (la magnitud de r), = = - e + -es +2es. Suponiendo ahora, por 


ejemplo, que r se toma a lo largo de X |, setiene r/r =j 1, x/r= aj1, y/r= ar21, 2/r= 31. 
Por tanto e 


i¡=0«,e,+a,€,+0,e, osea i, = Y a,e (28) 


Igualmente, de (27) se concluye que 


- 3 
- e, =0,1,+0,1 +0, 1 0sea e, = 2 ei, (29) 


Como se ha supuesto que X¡, Y,, Zí; y X, Y, Z son marcos ortogonales, e¡»e: = 1, 
e-ez = 0, etc.; y además i¡ -i1 = 1, ir -iz = O, etc.; o en general, 


ee = 8, (1,1 = 8, (30) 
- Realizando el producto punto de e, con la primera ecuación de (28), sé tiene 
e,'i, = q,e,* €, + ae, * €, + aye, * ez 
que por (30) conduce a e:- 11 = «11. Así, a partir de (28) o (29), puede demostrarse que 


e, “1, = Arg (31) 
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donde el subíndice de e se escribe siempre como primer subíndice de «. 
El producto punto de i,, y la primera ecuación de (28), es 
= a,€,*1, + a,€,*1, + 03,8," 1, 


1,1 


que por (30) y (31) se reduce a 1 = a? + 0%, + a%,. Nuevamente, el producto punto de iz y 
la primera ecuación de (28), conduce a o: = 411012+ 04210422 + 231%32. De igual manera pue- 
den obtenerse todas las relaciones (1) y (2). 


En general, a partir de (283), puede verse que 


3 3 
1: 1, == 2 2,e,' 1, Sl >, Ar — a] (32) 
r=1 r=1 
3 3 
Igualmente a partir de (29), ee, = Xa,e"i, = Da,x, = 8, (33) 
s=1 s=1 , 


Véase la ecuación (3). 


A.8 Ejercicios ilustrativos y problemas. 


(a) Prueba de relaciones de (1) y (2). Con referencia al numeral A.2; se toma la recta Oa en 
la dirección de X,, por ejemplo. En este caso l; = 1l,m,; = ni =0;1 = «11, m = q21 
y n= az1. Por tanto, las relaciones (5) se reducen a 


e, +0 +, == 1 


%11%12 + 2% TF 4% = 


%,¡% 3 T %,%py + 097% = 


De igual manera, pueden verificarse todas las demás relaciones de (1) y (2). Nótese que la 
prueba de (1) y (2) constituye la prueba de (3). 


(b) A manera de ejercicio, el estudiante puede deducir las relaciones (4) a partir de (1) y (2). 

(c) Con referencia a la figura A-1, supóngase que los ángulos de Euler, no indicados en esta 
figura, tienen los valores y = 60%, $ = 30” y 8 = 45”, ¿Cuál será el ángulo 0,2, por 
ejemplo? Véase la tabla A.1. ¿Podrán evaluarse todos los ángulos 60,,? 

Si se conocen a12 = a, az3 = b, y «33 = c, demostrar que todos los demás cose- 

nos directores pueden ser evaluados. 

(d) Utilizando las relaciones (1) y (4), demostrar que el siguiente determinante es igual a la 
unidad: 


Gu %g “yg 
oy %g Uy = 1 
Ga “gg “gy 


(e) Con referencia al numeral A.4, escribir las expresiones de x1, y, y z1 en función de las 
coordenadas cilíndricas y de los ángulos de Euler. 


(f) Con referencia al numeral A.4, figura A-3, hágase r= 10, 9' = 60%, 0" = 30", y =25", 
$ = 45” y 6 = 20%. Calcular los valores numéricos de x;, y1 y 21. 
(4) Refiriéndose nuevamente a la figura A-3, hágase x= 4, y=5, 2 =6,Yy = 25”, 4 = 45" 


y 06 = 20”. Calcular x1,y1 y 21. 


(h) Partiendo de la ecuación (10) y considerando a x, y y 2 como variables, deducir la primera 
de las relaciones (8.4). 


(¿) Utilizando los valores dados en (f), calcular !,, mi, y n¡, de la figura A-3. 
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l, m y n con relación a X, YyZ 
7 ls, mi y ni, con relación a Xy, Yi y Zi 


y, 2 
dl Ly», Yi, 21 


Fig. A-4 


(7) Refiriéndose a la figura A-4, la línea Op tiene una longitud igual a 13. El triángulo OBp 
tiene un área de 30, y el área del rectángulo OABC es igual a 12. Suponiendo que x1, y1 


y z1 son enteros positivos, demostrar que x1 = 3, y1 = 4, 21 = 12; l, = 3/13, mi, = 
4/13, ni = 12/13; l = 5/13, m = 6/13, n = 6V 3/13. 


(R) Si se tiene r = x1i1 + yriia + 2113 y utilizando x1 = xa + yas: + 2za31, etc. 
(véase la figura A-3), demostrar que r = xe1 + ye2 + ze3. Obsérvense las relaciones 
(1), (Q) y (4). 

(1) Un marco de coordenadas ortogonales, X, Y, Z, está determinado por los tres vectores 


siguientes: r =1+2b2+ 4d, 52 = di —dh-—2i, y rs = 2i + bio + cds 


Demostrar que b= —4, c = 6; l; = 3/13, mi = 4/13, n;, = 12/13; l = 23/s, m = 
—16/s, y n = 31/s, donde s = 13V14. 


(m) Con referencia a la figura A-5, y escribiendo x = x10:11 + y1012 + 21013, x1 = Xx28B11 + 


y2B12 + 2z2B13 Y x = xeyir + yoy1z + 22713, demostrar que en general y,, = 
3 
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i1» %9, 717 = cosenos directores de X con respecto a Xy, Y,, Zi. 
Y 11» Y12, Y1ig = cosenos directores de X con respecto a Xy, Y2, Za. 
, y B11» B127 B13 = cosenos directores de X| con respecto a X2, Y1,Zz. 
Xa Hallar las expresicnes de las y, en función de las a y las $. 


Fig. A-5 


Una brillante discusión de los métodos matriciales y un análisis de la mayor parte 
de lo anterior en forma matricial, puede encontrarse en: J. Heading, Matrix Theory 
for Physicists, Longmans, Green and Co., London, 1958. 
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2.5. 


2.7. 


2.9. 
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2.13. 


2.17. 


2.19. 


2.20. 


2.21. 


2.22. 


2.23. 


2.27. 


Respuestas a los problemas del capitulo 2 


“sena cosa,  q(8—r2cosa) = rzsena (1 — q?)1/2 


24 = Sra sena — Y 


e mm b e Mo ) a ma ) si 
(a) Y, = y + 91» Ya = Y rpg, 11 (b) Y =4+ m,+m, Ya Ya = Y m_+tm Yg- O. 


ey = ja,t? + ac0801 + 22 cos (9, + 02) — ya sen(9, + 62) 
Y = s8ssen0, + Xesen (0, + 09) + ya cos (9, + 07) 
(a) x, = (R+xs) cos 8 — ya sen B | 
y = (R+=ysenf + yacosB, 21 = 2g donde fi = ut + at?/2R 
(b) m%, — 2mMyolw + at/R) — mya/R — m(R + xv + at/RY = Fa, 


mYo + 2méa(w + at/R) + m(R+zx)a/R — m(R + zoo + at/RY? = Fy.> mz, = Fa, 
Véanse las páginas 298 y 299. 
(a) 1, (0) 7 
(a) 9, (b) 6 
(a) 5, (b) 10 
Grados de libertad = 1; T= 3MBg, en donde 0 es el ángulo formado por la varilla con el eje X. 


(a) Grados de libertad = 3 


(b) Ecuación de restricción: (x2 — x1)? + (ya — y1)? = 12, en donde x,, y y: y x2 y y2 son las 
coordenadas de m, y m2, respectivamente, l es la longitud de la varilla. 


(c) T = Hm,+mo)lKr2 + 1252) + jm,[12$2 — 2176 sen (4 — 0) + 2lr6H cos ($ — 0) 
T = Hm+mo(B2+42) + ¿19 


T = M2 4G) + 41,8 + ¿M2 +02) + puó + ¿Mo + 0%) + 41082 


xy + 42, coso, + ¿ld cos07 etc. 
Cuatro coordenadas superfluas en T. No. 


f : 


Ya 


x= + (a—8)cos0, Ya = y + (a—s)senóo, donde a = m,1/(m, + my) 
Jm, + my + ma(22 4 y?) + $102 
+ Jmo[s? + (a — 8)262 + 29(a — sy cos e — % sen6) — 28(y sen 9 + % cos 6)] 


(a) xa 
(b) T 


Cuatro grados de libertad. 
T = jm? + jm + FU /R?4 mae? + fmles + R20)? + $126? 


en donde J, e [2 son los momentos de inercia de las poleas, superior e inferior, y d'es la velocidad angular 
de la polea inferior. | 


(a) T = ¿m(r2 + 4282 + 4a?r2r2) + 416% — (b) T = ¿m(r2 + r22 + 4a?r252) + constante 


T = BM? + JS/R + jma(ó; +59? + 4M,(5, + 892 + P1,87/R; 
+ jmo(8, + 8» + 84)? + jm, (8, + 8) paje 84)? 
. MiMa € . ma o e 
T = ¿My + Sy Utd + 3y (Mié + m4) 
T = jm,(Pa? + r?6? — 2r,1a6, sen (0, —a)] + jmojBa? + ríos + 2r11a62 sen (0 —a)] + $102 
R*(1 + cos 6,)4  2RU1 + cos 61)? .o , ( cos? 9, + cos ay eo .9 

ES ps set —_—_—_—_———— 6 

a | sent 6, sen 0 ES d ea sen? 9, 9 + 
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